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Prefácio 


“Tudo deveria se tornar o mais simples 
possível, mas não simplificado” 


— ALBERT EINSTEIN 


O Cálculo com Geometria Analítica foi planejado para futuros matemáticos e 
para estudantes cujo interesse primário seja Engenharia, Ciências Exatas e Hu- 
“manas, ou áreas não-técnicas. As explanações passo-a-passo, os inúmeros 
exemplos descritos e a ampla variedade de exercícios continuam a ser os aspec- 
tos relevantes do livro nesta edição. Uma vez que um livro-texto deve ser es- 
crito para o estudante, empenhei-me em manter uma apresentação de acordo 
com a experiência e a maturidade de um principiante, sem deixar que qualquer 
passagem fosse omitida ou ficasse sem explicação. Espero que o leitor tome 
consciência de que as demonstrações dos teoremas são necessárias; procurei 
torná-las bastante motivadoras e explicá-las cuidadosamente, de forma que se-: 
jam compreensíveis para o estudante que adquiriu um nível razoável de conhe- 
cimentos das secções que as precedem. Se um teorema está enunciado sem de- 
monstração, a sua discussão foi ampliada com figuras e exemplos e, em tais ca- 
sos, sempre ressaltei que se trata de uma ilustração do conteúdo do teorema, e 
não de uma demonstração. Nas Secções Suplementares do final dos capítulos 
aparecem algumas discussões teóricas as quais, se o estudante desejar, poderão 
ser omitidas sem prejuízo da sequência do texto. 


A TERCEIRA EDIÇÃO DE 
O CÁLCULO COM GEOMETRIA ANALÍTICA 


Desde a primeira edição deste livro em 1968, o curso de Cálculo sofreu mudan- 
ças significativas em seu conteúdo e ensino. A cada nova edição, tentei incor- 
porar tais mudanças e manter um equilíbrio saudável entre uma abordagem ri- 
gorosa e um ponto de vista intuitivo. Os dezenove* capítulos de O Cálculo com 
Geometria Analítica formam quatro segmentos: capítulo 1, revisão de tópicos 
de pré-cálculo; capítulos 2-11 funções de uma única variável; capítulos 12-13, 
séries infinitas; e capítulos 14-19, vetores e funções de mais de uma variável. A 
terceira edição incorpora alterações em cada um desses segmentos, algumas de- 
las foram feitas para refletir a importância cada vez maior de computadores e 
calculadoras programáveis, facilitando os cálculos. 


* N. do E.: O Capítulo 20 foi escrito. especialmente para a edição brasileira e trata das equações 
diferenciais. 


CAPÍTULO 1 


CAPÍTULO 2 


CAPÍTULO 3 


CAPÍTULO 4 


CAPÍTULO 5 


Prefácio 


TÓPICOS DE REVISÃO DO CÁLCULO 


Esse capítulo, “Números Reais, Funções e Gráficos”, é menos detalhado do que 
nas edições anteriores. Uma secção sobre aspectos básicos do sistema de núme- 
ros reais é seguida por uma introdução à Geometria Analítica que inclui o ma- 
terial tradicional sobre retas e circunferências. É apresentada uma discussão so- 
bre a definição de uma função, operações com funções e tipos de funções. A in- 
trodução de seis tipos de funções trigonométricas permite o seu uso nos exem- 
plos de derivação e integração de funções não-algébricas. 


FUNÇÕES DE UMA ÚNICA VARIÁVEL 


Com a secção sobre limites no infinito introduzida neste capítulo, a discussão 
de limite e continuidade é concluída em um mesmo capítulo. Esses tópicos 
constituem a essência de um curso inicial de Cálculo. Todos os teoremas de li- 
mite são enunciados, e algumas provas são apresentadas no texto, enquanto ou- 
tras são propostas como exercícios. Nesta edição há exemplos e exercícios no- 
vos que envolvem o uso de calculadoras para lançar conjecturas sobre um de- 
terminado limite. 


Na secção 3.1, defino a reta tangente a uma curva para demonstrar, antecipada- 
mente, a interpretação geométrica da derivada, definida na secção 3.2. A apli- 
cação física de velocidade instantânea no movimento retilíneo é apresentada 
após a demonstração de teoremas sobre diferenciação. As derivadas das seis 
funções trigonométricas são apresentadas, tornando-se disponíveis como exem- 
plos para a apresentação da regra da cadeia. Há alguns execícios novos que re- 
querem o uso de calculadora para se estimar um dado valor da derivada, a par- 
tir da definição. 


Esse capítulo apresenta as aplicações tradicionais da derivada a problemas en- 
volvendo máximos e mínimos, bem como o esboço de curvas. Os tópicos sobre 
limites no infinito e assíntotas verticais e horizontais passam para o capítulo 2. 
À secção sobre aplicações na Economia que aparecia neste capítulo nas edições 
anteriores foi suprimida, mas parte desse assunto foi discutido em outros capí- 
tulos. A secção sobre a diferencial foi mudada para este capítulo, de modo a fi- 
car mais próxima de sua referência no tratamento da antidiferenciação. 


A integral definida e a integração são assuntos tratados no capítulo 5. As duas 
primeiras secções envolvem a antidiferenciação. Uso o termo “antidiferencia- 


“ção” em vez de “integração indefinida”, mas a notação padrão /f(x) dx é con- 


servada. Essa notação irá sugerir a existência de alguma relação entre integrais 
definidas e antiderivadas, mas não vejo nenhuma inconveniência nisso, pois a 
apresentação dá a visão teórica apropriada da integral definida como o limite de 
somas. Dois métodos numéricos para aproximar a integral definida são dados na 
secção final do capítulo. Esses procedimentos são importantes devido à sua ade- 
quação a computadores e calculadoras programáveis. O material sobre a apro- 
ximação de integrais definidas inclui o enunciado de teoremas sobre os limites 
do erro envolvido nessas aproximações. O capítulo também inclui uma secção 
sobre equações diferenciais com variáveis separáveis, e a discussão completa 
da área de uma região plana. 


CAPÍTULO 6 


CAPÍTULOS 7 e 8 


CAPÍTULO 9 


CAPÍTULO 10 


CAPÍTULO 11 


Prefácio XI 


Nesse capítulo introduzi aplicações de integral definida que esclarecem não 
apenas as técnicas de manipulação, mas também os princípios envolvidos. Em 
cada aplicação, as definições dos novos termos são intuitivamente motivadas e 
explicadas. O tratamento de volumes de sólidos, assunto das duas primeiras sec- 
ções, foi revisado. A secção 6.1 começa com volumes apresentando secções pla- 
nas, e depois volumes de sólidos de revolução por discos e anéis circulares são 
considerados como casos especiais de volumes por cortes. Volumes de sólidos 
de revolução por invólucros cilíndricos são discutidos na secção 6.2. Outra apli- 
cação geométrica da integral definida é o comprimento de arco na secção 6.3. 
As secções restantes do capítulo são dedicadas a aplicações físicas incluindo 
centro de massa de barras e regiões planas, trabalho e pressão líquida. 


Funções inversas são tratadas nas duas primeiras secções do capítulo 7, e as cin- 
co secções seguintes são dedicadas às funções logarítmica e exponencial. A 
função logarítmica natural é definida primeiro e depois a função exponencial 
natural é definida como a sua inversa. Esse procedimento permite-nos dar um 
significado preciso a um expoente irracional de um número positivo. Em segui- 
da definimos a função exponencial de base a, onde a é positivo e sua inversa é 
a função logarítmica de base a. Aplicações dessas funções incluem as leis do 
crescimento e decaimento, o crescimento limitado envolvendo a curva de apren- 
dizado e a função densidade de probabilidade normal padrão. A secção 7.8, in- 
troduzida nesta edição, envolve a solução de equações diferenciais lineares de 
primeira ordem. No capítulo 8, as demais funções transcendentais (não-algébri- 
cas) são introduzidas. Essas são as funções trigonométricas inversas e as fun- 
ções hiperbólicas. 


Técnicas de integração envolvem um aspecto computacional importante do Cál- 
culo. São discutidas nesse capítulo que foi reduzido para oito secções nesta edi- 
ção. Expliquei os fundamentos teóricos de cada método diferente, após uma 
motivação inicial. O domínio das técnicas de integração depende de exemplos, 
e usei, como ilustrações, problemas que o estudante certamente encontrará na 
prática. Duas outras aplicações de integração são introduzidas na secção 9.5: 
crescimento logístico, ocorrendo em Economia, Biologia e Sociologia; e a lei da 
ação de massas na Química. 


A ordem dos tópicos da Geometria Analítica nesse capítulo foi alterada nesta 
edição. As quatro primeiras secções pertencem a secções cônicas: a parábola, a 
elipse e a hipérbole. Cada uma dessas cônicas é introduzida pela indicação de 
como ela é formada ao interceptarmos um plano com um cone; então a defini- 
ção analítica é dada e sua equação em coordenadas retangulares é obtida. As 
coordenadas polares e algumas de suas aplicações são apresentadas nas secções 
de 10.5 a 10.7. As equações polares das cônicas aparecem na secção 10.8, onde 
ocorrem como parte de um tratamento unificado de secções cônicas. 


Esse capítulo, “Formas Indeterminadas, Integrais Impróprias e a Fórmula de 
Taylor”, foi posicionado de modo a preceder imediatamente as séries infinitas, 
onde muitos dos resultados são aplicados. As aplicações de integrais impró- 
prias, que aparecem nas secções 11.3 e 11.4, incluem a função densidade de pro- 
babilidade, além de outras usadas em Geometria e Economia. 


xii 


CAPÍTULOS 12 e 13 


CAPÍTULOS 14 e 15 


CAPÍTULOS 16, 17* e 18* 


CAPÍTULO 19 


Prefácio 


SÉRIES INFINITAS 


O estudo de séries infinitas nesses dois capítulos é considerado como um seg- 
mento separado do curso, de forma a evidenciar que se trata de um conteúdo in- 
dependente, que pode ser estudado quando se desejar, uma vez que o estudo do 
cálculo de funções de uma única variável tenha sido completado. O capítulo 12 
é dedicado a segiências e séries infinitas de termos constantes, e sua última sec- 
ção apresenta um resumo de testes para convergências de uma série infinita. O 
capítulo 13 trata de séries infinitas de termos variáveis denominadas séries de 
potências. O conjunto de exercícios foi ampliado, em relação às edições ante- 
riores, para incluir mais aplicações. 


VETORES E FUNÇÕES DE MAIS DE UMA VARIÁVEL 


Esses dois capítulos contêm o cálculo de vetores, bem como uma abordagem 
vetorial à Geometria Analítica dos Sólidos. As primeiras secções do capítulo 14 
sobre vetores no plano podem ser estudadas após o capítulo 5, se você desejar 
estudar os vetores mais cedo, em seu curso. O capítulo 15 trata de vetores no es- 
paço tridimensional e, se desejado, os tópicos das secções 15.1 e 15.2 podem ser 
estudados simultaneamente com os seus correspondentes no capítulo 14. As 
aplicações de vetores à Geometria, Física e Engenharia ocorrem em ambos os 
capítulos. 


A diferencial e o cálculo integral de funções de mais de uma variável são apre- 
sentados nesses três capítulos. Limites, continuidade, derivação parcial, diferen- 
ciabilidade e a diferencial total são discutidos no capítulo 16, onde as aplicações 
incluem taxas de variações e cálculos aproximados. No capítulo 17, uma secção 
sobre derivadas direcionais e gradientes é seguida por uma secção que mostra a 
aplicação do gradiente para encontrarmos uma equação do plano tangente à su- 
perfície. Outras aplicações de derivadas parciais no capítulo 17 são a solução de 
problemas de extremos e os multiplicadores de Lagrange. As equações diferen- 
ciais exatas são resolvidas na secção 17.5. A integral dupla de uma função de 
duas variáveis e a integral tripla de uma função de três variáveis, juntamente 
com algumas aplicações à Física, Engenharia e Geometria, são tratadas no 
capítulo 18. 


O capítulo “Introdução ao Cálculo de Campos Vetoriais”, recebeu um tratamen- 
to mais detalhado de Cálculo Vetorial. O conteúdo inclui integrais de linha e de 
superfície, o teorema de Green, o teorema da divergência de Gauss € o teorema 
de Stoke. A abordagem neste capítulo é intuitiva e são apresentadas aplicações 
à Física e à Engenharia. 


* N. do E.: As secções 17.4, sobre funções implícitas e sua derivação, e 18.8, sobre mudança de 
variáveis e integrais múltiplas, foram especialmente elaboradas para a edição brasileira. 


CAPÍTULO 20 


SECÇÕES SUPLEMENTARES 


EXEMPLOS E ILUSTRAÇÕES 


EXERCÍCIOS 


GRÁFICOS TRIDIMENSIONAIS 


Prefácio | xiii 


CAPÍTULO EXCLUSIVO PARA A EDIÇÃO BRASILEIRA 


Escrito pelo prof. Cyro Patarra, prof. do IME-USP, este capítulo sobre equações 
diferenciais foi especialmente concebido para atender às exigências do currícu- 
lo das faculdades brasileiras. As suas secções apresentam os conceitos básicos 
das diferentes equações diferenciais e os métodos de resolução. 





Dez secções, que aparecem no final de alguns capítulos, são designadas como 
suplementares. Esses tópicos independentes podem ser estudados ou omitidos 
sem afetar o entendimento da matéria subsegiente. As secções suplementares 
são de dois tipos. Algumas apresentam material adicional que não faz necessa- 
riamente parte do conteúdo tradicional de um curso de Cálculo: as secções 4.10, 
6.7, 7.8, 8.5, 9.8, 10.9, 14.8. Outras incluem discussões teóricas, inserindo pro- 
vas de alguns teoremas: as secções 2.9, 2.10 e 16.8. Ambos os tipos aumentam 
a flexibilidade do texto. 





Os exemplos e ilustrações — quase 1 .000 no total — aparecem em todas as sec- 


. Ções. Os exemplos, que foram cuidadosamente escolhidos para preparar os es- 


tudantes para os exercícios, deveriam ser usados como modelos para suas solu- 
ções. Uma ilustração é utilizada para demonstrar um conceito particular, uma 
definição ou teorema; é um protótipo da idéia apresentada. 





Há, agora, mais de 7.400 exercícios, revisados e ordenados de acordo com o 
grau de dificuldade, para propiciar uma ampla variedade de tipos, abrangendo 
desde problemas téoricos e aplicados, até aqueles que são computacionais. Eles 
aparecem no final das secções e como exercícios de revisão seguindo a última 
secção de cada capítulo. As respostas aos exercícios de número ímpar são da- 
das no final do livro. 








Para atender às necessidades dos estudantes de ter uma apresentação de gráfi- 
cos tridimensionais mais moderna e fácil de visualizar, mais de 200 figuras fa- 
zem parte desta nova edição. Muitas delas foram geradas por computadores, pa- 
ra assegurar a precisão matemática. Essas figuras, que os instrutores acharão 
mais claras que o estilo de sólidos geométricos feitos com aerógrafo na edição 
anterior e nos textos mais antigos, foram criadas com auxílio dó programa Ma- 
thematica e o uso de Illustrator 88. 


Louis Leithold. 





Agradecimentos 


Aos professores que mais me influenciaram: 


Florence Balensiefer; Inglês, Lowell High Scholl, São Francisco 
Ivan Barker; Matemática, Lowell High Schooll, São Francisco 
Alan McKeever; Jornalismo, Lowell High Scholl, São Francisco 
Benjamin Bernstein; Matemática, University of California, Berkeley 
Pauline Sperry; Matemática, University of California, Berkeley 
Virginia Wakerling; Matemática, University of California, Berkeley 


Aos que foram meus alunos em: 


Phoenix College; California State.University, Los Angeles; University of 
Southern California; Open University of Great Britain; Pepperdine University 


Aprendi com todos eles. 
Aos revisores da edição americana: 


Peter P. Andre, United States Naval Academy; Leon E. Arnold, Delaware 
County Community College; Harold R. Bennett, Texas Tech University; 
Michael L. Berry, West Virginia Wesleyan College; John Broughton, Indiana 
University of Pennsylvania; Floyd A. Cohen, California State University, Long 
Beach; Joel Davis, Oregon State University; K. Joe Davis, East Carolina 
University; N. J. DeLillo, Manhattan College; William A. Echols, Houston 
Community College; John Garlow, Tarrant Country Junior College; 

Stuart Goldenberg, California Polytechnic State University, San Luis Obispo; 
Joel K. Haack, Oklahoma State University; Norvin Holm, Charles S. Mott 
Community College; Roy A. Johnson, Washington State University: 

Dan Kemp, South Dakota State University; Joh Klippert, James Madison 
University; Walter F. Martens, University of Alabama, Birmingham; Roger B. 
Nelsen, Lewis and Clark College; William L. Perry, Texas A&M University; 
Walter A. Rosenkrantz, University of Massachusetts, Amherst; Daniel B. 
Shapiro, Ohio State University; Charles R. Stone, Dekalb College; 

Jere Strickland, James H. Faulkner State Junior College; Richard B. Thompson, 
University of Arizona; G. B. Turney, University of Texas, Arlington; J. Terry 
Wilson, San Jacinto College; Richard M. Witt, University of Wisconsin-Eau Claire 


Aos que auxiliaram na resolução dos exercícios: 
Leon Gerber, St. John's University; Gloria Langer, University of Colorado 


A essas pessoas e a todos aqueles que usaram as primeiras edições e sugeriram 
mudanças, expresso a minha profunda admiração. 





Um Pouco de 
História 


Algumas idéias do Cálculo podem ser encontradas nos trabalhos dos mate- 
máticos gregos da Antiguidade, da época de Arquimedes (287-212 A.C.) e em 
trabalhos do início do século dezessete por René Descartes (1596-1650), Pierre 
de Fermat (1601-1665), John Wallis (1616-1703) e Isaac Barrow (1630-1677). 
Entretanto, a invenção do Cálculo é frequentemente atribuída a Sir Isaac New- 
ton (1642-1727) e Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716) pois eles começaram 
a efetuar a generalização e unificação do assunto. Havia outros matemáticos 
do século dezessete e dezoito que contribuíram para o desenvolvimento do Cál- 
culo; alguns deles foram Jakob Bernoulli (1654-1705), Johann Bernoulli 
(1667-1748), Leonhard Euler (1707-1783) e Joseph L. Lagrange (1736-1813). No 
entanto, não foi antes do século dezenove que os processos do Cálculo recebe- 
ram fundamentação sólida por parte de matemáticos como Bernhard Bolzano 
(1781-1848), Augustin L. Cauchy (1789-1857), Karl Weierstrass (1815-1897) e 
Richard Dedekind (1831-1916). 








Aprender Cálculo pode ser sua experiência educacional mais empolgante e esti- 
mulante pois é a base para quase toda a Matemática e para muitas das grandes 
realizações no mundo moderno. Você deverá iniciar o estudo de Cálculo com 
o conhecimento de certos conceitos matemáticos. Em primeiro lugar, pressupõe- 
se que você possua conhecimentos de Álgebra e Geometria, do primeiro e do 
segundo graus. Além disso, existem tópicos que são de extrema importância. 
Talvez você já os tenha estudado em algum curso de Matemática; senão, você 
terá um primeiro contato com eles neste capítulo. 

Você precisa ter familiaridade com fatos sobre os números reais e fazer ope- 
rações envolvendo desigualdades com desenvoltura; esse material será o objeto 
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da primeira secção. As três secções a seguir contêm uma introdução a algumas 
noções de Geometria Analítica que serão necessárias posteriormente. 
Função é um dos conceitos básicos em Cálculo e será definida aqui como um 
conjunto de pares ordenados. Essa idéia é usada para enfatizar o conceito de 
função como uma correspondência entre conjuntos de números reais. A nota- 
ção de função, tipos de funções e operações com funções também serão discuti- 
dos na Secção 1.4, enquanto os gráficos de funções serão tratados na Secção 1.5. 
Provavelmente você já tenha estudado funções trigonométricas em algum curso 


“anterior, mas uma revisão das definições básicas será apresentada na Secção 


1.6. Há também uma aplicação da função tangente à inclinação de uma reta. 
Dependendo de seu preparo, esse capítulo poderá ser estudado em detalhes, 
ser tratado como uma revisão ou omitido. 





O sistema numérico real consiste em um conjunto de elementos chamados de 
números reais e duas operações denominadas adição e multiplicação, denota- 
das pelos simbolos + e -, respectivamente. Se a e b forem elementos do con- 
junto R, a + b denotará a soma dea e bea : b (ou ab) denotará o seu produto. 
A operação de subtração é definida pela igualdade 


a—-b=a+(—b) 


onde — b denota o negativo de b, tal que b + (— b) = 0. A operação de divisão 
é definida pela igualdade 


a-b=a-b”l b O 


onde b-! denota o reciproco de b, tal que b :- b"! = 1. 

O sistema numérico real pode ser inteiramente descrito por um conjunto de 
axiomas (a palavra axioma é usada para indicar uma afirmação formal consi- 
derada verdadeira, dispensando provas). Com esses axiomas podemos deduzir 
as propriedades dos números reais das quais seguem as operações algébricas de 
adição, subtração, multiplicação e divisão, bem como os conceitos algébricos 
de resolução de equações, fatoração e assim por diante. 

As propriedades que podem ser obtidas como consequências lógicas dos axio- 


“mas são os teoremas. No enunciado da maioria dos teoremas existem duas par- 


tes: a parte do “'se””, chamada de hipótese e a parte do ''então””, chamada de 
conclusão. A argumentação que verifica a veracidade de um teorema é uma de- 
monstração (ou prova), a qual consiste em mostrar que a conclusão é conse- 
quência de se admitir a hipótese como verdadeira. 

Um número real é positivo, negativo ou zero e qualquer número real pode 
ser classificado como racional ou irracional. Um número racional é qualquer 
número que pode ser expresso como a razão de dois inteiros. Isto é, um número 
racional é da forma p/q, onde p e q são inteiros e q x 0. Os números racionais 
consistem em: 


Os inteiros (positivos, negativos e zero) 
..,4—5,—4,-3,-2,-1,0,1,2,3,4,5,... 


As frações positivas e negativas, como 
4 83 


2 
7 5 5 


Os decimais que terminam positivos e negativos, como 
236 3.251 


2,36 ms “100. — 0,003251 e “1.000.000 
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Os decimais que não terminam mas apresentam repetição periódica, como 
0,333... = 5 — 0,549549549 ... = — 


Os números reais que não são racionais são chamados de números irracio- 
nais. Esses são os decimais que não terminam e não são periódicos, por exemplo, 


3 0/3 sa n = 3,14159... 


Vamos usar na discussão a seguir a notação e terminologia da teoria dos con- 
juntos. A idéia de conjunto é usada amplamente em Matemática, sendo esse 
um conceito tão básico que dele não será dada aqui uma definição formal. Po- 
demos dizer que um conjunto é uma coleção de objetos e os objetos de um con- 
junto são chamados de elementos. Se todo elemento de um conjunto S for tam- 
bém elemento de um conjunto 7, então S será um subconjunto de 7. Em Cál- 
culo estamos interessados no conjunto R dos números reais. Dois exemplos de 
subconjuntos de R são o conjunto N dos números naturais (os inteiros positi- 
vos) e o conjunto Z dos inteiros. 

Vamos usar o símbolo € para indicar que um determinado elemento pertence 
a um conjunto. Assim, podemos escrever que 8 E N, e lemos: *'8 é um elemento 
de Nº. A notação a, b E S indica que ambos a e b são elementos de S. O 
símbolo g indica “não é um elemento de””. Assim, entendemos + É N 
como “4 não é um elemento de N””. 

Um par de chaves f ) usadas para delimitar palavras ou símbolos pode des- 
crever um conjunto. Se S for o conjunto dos números naturais menores do que 
6, podemos escrever o conjunto $S como 


(1,2,3,4,5) 
Podemos também escrever o conjunto S como 
(x, tal que x seja um número natural menor do que 6) ç. 


onde o símbolo x é chamado de variável. Uma variável é um símbolo usado 
para representar qualquer elemento de um conjunto dado. Outra maneira de 
escrever o conjunto S acima é usar a chamada notação construtiva de conjun- 
to, onde uma barra vertical é usada em lugar das palavras tal que: 


[x|x seja um número natural menor do que 6) 


que lemos: “o conjunto de todos os x, tal que x seja um número natural menor 
do que 6”. | 
Dois conjuntos 4 e B serão iguais, e escrevemos 4 = B, se 4 e B tiverem 

elementos idênticos. A união de dois conjuntos 4 e B, denotada por 4 U B, 
que lemos “A união B””, é o conjunto de todos os elementos que estão em A 
“ou em B, ou em ambos. A intersecção de 4 e B, denotada por 4 N B, que 
lemos “*A intersecção B””, é o conjunto dos elementos que estão em 4 e B.O 
conjunto que não contém nenhum elemento é chamado de conjunto vazio, sen- 
do denotado por (. 

> ILUSTRAÇÃO 1 Suponha 4 = (2,4,6,68,10,12), B = [1,4,9, 16), e 
C = (2, 10). Então 


AUB=[1,2,4,6,8,9,10,12,16]) AnB=[4) 
BUC= [1,2,4,9,10,16) BnC=O « 


Há uma ordenação para o conjunto R através de uma relação denotada pelos 
- símbolos < (lemos “é menor do que”) e > (lemos “é maior do que”). 
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Sea, beer, 





1.1.1 DEFINIÇÃO 






(1) a < bsee somente se b — a for positivo; 
(1)a > bsee somente sea — b for positivo. 





Db ILUSTRAÇÃO 2 


3< Spois5S -3 =2,e2é positivo 

—10 < -6 pois —6 — (—10) = 4,e 4 é positivo 

7>2Ppois7-2=5,e5 é positivo 

—>2 > -7Tpois -2 —- (-7) = 5,€e5 é positivo 

4+>4poisá-?=-L,e- é positivo « 

Vamos definir agora os símbolos < (lemos “é menor do que ou igual a”) 
e > (lemos ''é maior do que ou igual a”). 


1.1.2 DEFINIÇÃO | Sea, be R, 


(1) a < bsee somente se for válida qualquer uma das duas relações a < b 


oua = hb; 
(1) a 2 b se e somente se for válida qualquer uma das duas relações a > b 
oua = bh. 





Asafirmaçõesa < ba > b,a<bea > bsão chamadas de desigualdades. 
Especificando, a < be a > b são chamadas de desigualdades estritas, enquan- 
to quea < bea > bsão denominadas desigualdades não-estritas. 

O teorema a seguir decorre imediatamente da Definição 1.1.1. 






1.1.3 TEOREMA () a > 0 se e somente se a for positivo; 


(1) a < O see somente se a for negativo. 





Um número xestáentreaebsea < xex < b. Podemos escrever isso como 
uma sequência de desigualdades, da seguinte forma: 


U<x<b 
Outra sequência de desigualdades é 
a<xx<b5, 


que significa que acontecem ambas as desigualdades a < xe x < b. Outras 
sequências de desigualdades são a <x< bea< x«< b. 

O teorema a seguir pode ser provado usando os axiomas sobre o conjunto 
R e os teoremas de 1.1.1 a 1.1.3. 


1.1.4 TEOREMA ()Sea>0eb>Oentãoa+b> O. 
(1) Sea > 0€eb > 0 então ab > 0. 





A parte (1) do teorema acima estabelece que a soma de dois números positi- 
vos é positiva e a parte (ii) estabelece que o produto de dois números positivos 
é positivo. 


Se a, b, ceR,e É 
sea< beb<centãoac<c. 


> ILUSTRAÇÃO3 Sex <5es5< y,então, pela propriedade transitiva da or- 
dem, decorre x < ). «q 


1.1.5 TEOREMA 
Propriedade Transitiva da Ordem 





1.1.6 TEOREMA 


1.1.7 TEOREMA 


“7 ! 9 
2 2 4 
—4 - Er) 0 | 5] 4 
FIGURA 1 | 
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Suponhamos que'a, b, ce R. 


()DSea<bentãioa+c<b+e. 
(ii) Sea < bec> O entãoac< bc. 
(iii) Se a < bec<Oentão ac > De.. 





Db ILUSTRAÇÃO 4 (a)Sex < y, segue, do Teorema 1.1.6(i), quex + 4< y + 4. 
Por exemplo, 3 < 9; assim 3 + 4< 9 + 40u, equivalentemente, 7 < 13. 
Além disso, sex < y, então x — 11 < y — 11. Por exemplo, 3 < 9; assim 
3 - 11 < 9 —- 11 ou, equivalentemente, —-8 < —2, 
(b) Se x < y, segue do Teorema 1.1.6(ii) que 7x < 7y. Por exemplo, como 
5 < 8, então? -5<7-8 ou, equivalentemente, 35 < 56. 
(c) Como 4 < 6, então se z < 0, segue do Teorema 1.1.6(iii) que 47 > 6z. Por 
exemplo, como 4 < 6, então 4(—- 3) > 6(— 3) ou, equivalentemente, — 12 > — 18. 
4 
A parte (11) do Teorema 1.1.6 estabelece que se ambos os membros de uma 
desigualdade forem multiplicados por um número positivo, o sentido da desi- 
gualdade permanecerá inalterado, enquanto que a parte (iii) estabelece que se 
ambos os membros de uma desigualdade forem multiplicados por um número 
negativo, o sentido da desigualdade será invertido. As partes (ii) é (iii) também 
são válidas para a divisão, pois dividir ambos os membros de uma desigualdade 


por um número d(d = 0) é equivalente a multiplicá-los por E 





Sea<bec<dentãoa+rc<b+ada. 


Db ILUSTRAÇÃOS Sex <8ey< —3, então temos, pelo Teorema 1.1.7, que 
x+y<8+(-3istoé, x + y<sS. | «< 


Vamos impor ao conjunto R a condição chamada de axioma do completa- 
mento (Axioma 12.2.5). O enunciado desse axioma será adiado até a Secção 
12.2, pois requer uma terminologia que será melhor introduzida e discutida mais 
adiante. Entretanto, daremos agora uma interpretação geométrica do conjunto 
dos números reais, associando-os aos pontos de uma reta, chamada eixo. O axio- 
ma do completamento garante que existe uma correspondência um a um, ou 
seja, biunívoca, entre o conjunto R e o conjunto de pontos de um eixo. 

Veja a Figura 1, onde o eixo é uma reta horizontal. Um ponto do eixo é esco- 
lhido para representar o número 0. Esse ponto é chamado de origem. Uma uni- 
dade de distância é escolhida. Então, cada número positivo x é representado 
pelo ponto localizado à uma distância de x unidades à direita da origem, e cada 
número negativo x é representado pelo ponto localizado a uma distância de — x 
unidades à esquerda da origem (note que se x for negativo, então — x será posi- 
tivo). A cada número real corresponde um único ponto sobre o eixo e a cada 
ponto sobre o eixo está associado um único número real; logo, há uma corres- 
pondência biunívoca entre R e os pontos do eixo. Assim, os pontos do eixo são 
identificados com os números que eles representam, e o mesmo símbolo será 
usado tanto para o número como para o ponto sobre o eixo que representa o 
número. Identificamos R como o eixo, que por sua vez é chamado de reta nu- 
mérica real. | 

Vemos que a < b se e somente se o ponto que representa o número a estiver 
à esquerda do ponto que representa o número b. Da mesma forma, a > bse 
e somente se o ponto que representa a estiver à direita do ponto que representa 


mm 
a b 
FIGURA 2 
a b 
FIGURA 3 


E 


a b. 
FIGURA 4 
a b 
FIGURA 5 
— > 
a 
FIGURA 6 
— mm 
b 
FIGURA 7 





Números Reais, Funções e Gráficos 


b. Por exemplo, o número 2 é menor do que o número 5 e o ponto 2 está à 
esquerda do ponto 5. Poderíamos escrever também 5 > 2 e dizer que o ponto 
5 está à direita do ponto 2. 

O conjunto de todos os números x que satisfazem a sequência de desigualda- 
desa < x < b é chamado de intervalo aberto, sendo denotado por (a, b). Logo 


(a, b) = (xa < x < b) 

O intervalo fechado de a até b é o intervalo aberto (a, b) mais os dois pontos 
extremos a e b, sendo denotado por [a, b]. Assim 

ja, b]) = (xja <x x < 6 


A Figura 2 ilustra o intervalo aberto (a, b), e a Figura 3 ilustra o intervalo 
fechado [a, b). 

O intervalo semi-aberto à esquerda é o intervalo aberto (a, b), mais o extre- 
mo direito b. É denotado por (a, b]; assim | 


(a, b] = f(xla < x < b) 


Definimos intervalo semi-aberto à direita de forma análoga e o denotamos 
por [a, b). Assim 


la, b) = (xa < x < b) 


A Figura 4 ilustra o intervalo (a, b] e a Figura 5 ilustra o intervalo [a, b). 

Usaremos o símbolo + oo (infinito positivo) e o símbolo — co (infinito negati- 
vo); contudo, é necessário cuidado para não confundir esses símbolos com os 
números reais, pois eles não satisfazem as propriedades dos números reais. Te- 
mos os seguintes intervalos: 


> 
< 
2 
< 


A Figura 6 ilustra o intervalo (a, + c0) e a Figura 7 ilustra o intervalo (— oo, 
b). Note que (— oo, + co) denota o conjunto de todos os números reais. 

Para cada um dos intervalos (a, b), [a, b), [a, b) e (a, b] os números ae b 
são chamados de extremos do intervalo. O intervalo fechado [a, b] contém am- 
bos os extremos, enquanto que o intervalo aberto (a, b) não contém nenhum 
extremo. O intervalo [a, b) contém o extremo esquerdo, mas não o direito, en- 
quanto que o intervalo (a, b] contém o extremo direito, mas não o esquerdo. 
Um intervalo aberto pode ser considerado como aquele que não contém nenhum 
extremo e o intervalo fechado pode ser considerado como aquele que contém 
ambos os extremos. Conseqiuentemente, o intervalo [a, + co) é considerado co- 
mo fechado, pois contém o seu único extremo a. Da mesma forma, (— co, b] 
é um intervalo fechado, enquanto que (a, +00) e (— co, b) são abertos. Os in- 
tervalos [a, b) e (a, b] não são fechados nem abertos. O intervalo (— co, + c0) 
não tem extremos, sendo considerado tanto aberto como fechado. 

São usados intervalos para representar conjuntos-soluções de desigualdades. 
O conjunto-solução de uma desigualdade é o conjunto de todos os números que 
satisfazem a desigualdade. 


DS 


—3 0 
FIGURA 8 


0 2 4 
FIGURA 9 


FIGURA 10 
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EXEMPLO 1 Ache e mostre na reta numérica real o conjunto-solução da 
desigualdade 
2+3x<5x+8 
Solução As seguintes desigualdades são equivalentes 
2+3x<5x+8 
2+3x— 2<5x+8-2 
3x <5x+6 
— 2x < 6 
x> —3 


Portanto, o conjunto-solução é o intervalo (— 3, + co), ilustrado na Figura 8. 


EXEMPLO 2 Ache e mostre na reta numérica real o conjunto-solução da 
desigualdade 


4<3x—-2<10 
Solução Adicionando 2 a cada membro da desigualdade obtemos desigual- - 
dades equivalentes 
6 <3Ix< 12 
2< x<4 


Assim, o conjunto-solução é o intervalo (2, 4), conforme ilustrado na Figura 9. 


EXEMPLO 3 Ache e mostre na reta numérica real o conjunto-solução da 
desigualdade 

7 

—>2 

X 
Solução Queremos multiplicar ambos os membros da desigualdade por x. 


Mas, o sentido da desigualdade resultante dependerá de x ser positivo ou nega- 
tivo. Observe que se x < 0, então | 


tá <0 

x 
o que contradiz a desigualdade dada. Logo, precisamos considerar somente 
x > 0. Multiplicando ambos os membros da desigualdade dada por x, obtemos 
as seguintes desigualdades equivalentes: 

PA | 

1>x 

x<5. 
O conjunto-solução da desigualdade é (x|x > 0) N fx|x < 3] ou, equivalen- 
temente, [x|0 < x < 3), que é o intervalo (0, 5), conforme a Figura 10. 


EXEMPLO 4 Ache e mostre na reta numérica real o conjunto-solução da 
desigualdade 
X 





< 4 
x— 3 
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Solução Para multiplicar ambos os membros da desigualdade por x — 3, 
precisamos considerar dois casos. 


Caso I:x —- 3 > O; istoé, x > 3. 
Multiplicando ambos os membros da desigualdade por (x — 3) obtemos 
x < 4x — 12 
—3x< —12 
x>4. 


Assim, o conjunto-solução do Caso 1 é [x|x > 3) N fx|x > 4) ou, equivalente- 
mente, (x|x > 4], que é o intervalo (4, + 00). 


Caso 2:x —- 3 < O; istoé, x < 3. 


Multiplicando ambos os membros da desigualdade por (x — 3) e invertendo 
o sentido da desigualdade, temos 


x > 4x — 12 
— 3x > — 12 
x < 4 


Logo, x deve ser menor do que 4 e também menor do que 3. Assim, o conjunto- 


a ) 4 solução do Caso 2 será o intervalo (— co, 3). 


) a A pg Se os conjuntos-soluções para os Casos 1 e 2 forem combinados, obteremos 
FIGURA 11 (—- co, 3) U (4, +00), que está ilustrado na Figura 11. 


O conceito de valor absoluto de um número é usado em algumas definições 
importantes. Além disso, você precisará trabalhar com desigualdades envolvendo . 


valores absolutos. 


1.1.8 DEFINIÇÃO | O valor absoluto de x, denotado por |x|, é definido por 


—xsex < 0 





e: x sex 2 0 
xl = 
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esma=tobol cc Bl=3 Issl=-(5 E-14=|-0 

a b ' | e = 6 «4 
ai = pi Da definição, o valor absoluto de um número é um número positivo ou zero; 

Era be lab | isto é, não-negativo. 


Em termos geométricos, o valor absoluto de um número x é sua distância 
b o E A 


“ao O. Em geral, |a — b| é a distância entre a e b, sem levar em conta qual é 
FIGURA 12.. "O maior número. Veja a Figura 12. | 
A desigualdade |x| < a, onde a > 0, estabelece que na reta numérica real. 
Entes a distância da origem até o ponto x é menor que a unidades; ou seja, —a < 
Ea | x < a. Portanto, x está no intervalo aberto (— a, a). Veja a Figura 13. Parece 
a 0 : então que o conjunto-solução de |x| < aéix|-a < x < a). De fato, este é 
x <a o caso estabelecido no teorema a seguir. A seta dupla é usada aqui e em todo 


FIGURA 13 o texto para indicar que as afirmações antes e depois dela são equivalentes. 
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1.1.9 TEOREMA. | |x|) <as -a<x<a ondea>o0 


Prova Como |x| = xsex >20€e |x| = —xsex < 0, segue que o conjunto- 
solução da desigualdade |x| < a é a união dos conjuntos 


Klx<aexz0elx|-x<aex<õo0) 


Observe que o primeiro desses conjuntos é equivalente a (x]JO < x < a), e 

o segundo é equivalente a (xl-a < x < 0) pois —x < a é equivalente 

ax > —a. Assim, o conjunto-solução de |x| < a é 
fxO<gx<ajufx|-a<x<o0) 

«o [x|-a<x<al 


Comparando a desigualdade dada e o seu conjunto-solução, concluímos que 


k|<a <> -a<x<a [si 
1.1.10 COROLÁRIO | |x| Xas -a<xx<a ondea>0 
d>a d>a A desigualdade |x| > a, onde a > 0, estabelece que na reta numérica real 
| | a distância da origem ao ponto x é maior que a unidades; isto é, x > a ou 
Ea 0 E x < —a. Portanto, xestáem (—- co, —a) U (a, +00). Veja a Figura 14. Assim, 


; * parece que o conjunto-solução de |x| > aéfx|x > a) U fx|x < — al. O teore- 


x < Ei Xx>a ç ; A , ro 
ma a seguir estabelece que é esse o caso. Você deverá prová-lo no Exercício 61. 


FIGURA 14 


1.1.11 TEOREMA | |x| > aex>aoux< -a ondea>0 


1.1.12 COROLÁRIO | 





Os exemplos a seguir ilustram a solução de equações e desigualdades envol- 
vendo valores absolutos. | 


EXEMPLO 5 Resolva cada uma das equações para x: (a) 3x + 2] = 5; 
lx — 1] =|4x+ 3] (o |5x+ 4]=—3. 


Solução 
(a) 3x +2]=5. 
Essa equação será satisfeita se 
3x +2=5 ou -(3x+2)=S5 
x=1 x=—53 
(b2x-1|=|4x+3]| 
Essa equação será satisfeita se 


2x- 1=4x+43 ou 2x-—1 


I 
| 
+ 
Pa 
+ 
(oo 
e? 


| x=-2 x=—3 
(c) |5x + 4)= —3 


Como o valor absoluto de um número não pode ser negativo nunca, essa 
equação não tem solução. 


10 


mt >>> 


o 1 9 
FIGURA 15 
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EXEMPLO 6 Ache e mostre na reta numérica real o conjunto-solução da 
inequação 
x — 5|<4 
Solução Do Teorema 1.1.9, as seguintes desigualdades são equivalentes: 
|x — 5|< 4 
—4A<x—5<4 
I<x<o9 


Assim, o conjunto-solução da inequação dada é o intervalo aberto (1, 9), que 
está ilustrado na Figura 15. 








EXEMPLO 7 Ache o conjunto-solução da inequação 
Bx+2]>5 

Solução Pelo Teorema 1.1.11, a inequação dada é equivalente a 
3x+2>5 ou 3x+2<-—S 


Isto é, a inequação dada estará satisfeita se qualquer uma das desigualdades 
acima for satisfeita. 
Considerando a primeira inequação, temos que 


3x +2>5 
6] 


Logo, todo número no intervalo (1, + 0) é uma solução. 
Da segunda inequação 


3x+2<-—s 


x< —S 
Assim, todo número no intervalo (— co, — 7) é uma solução. 

O conjunto-solução da inequação dada é, portanto, (- o, —7) U (1, +00), 
= TES SST 


Você deve-se lembrar da Álgebra que o símbolo «/a, onde a > 0, é definido 
como o único número não-negativo x, tal que x = a. Lemos «/a como ““a raiz 
quadrada principal de a””. Por exemplo, 


V4=20 0=0 Vã=3 


Nota: /4 * —2 mesmo que (— 2) = 4, pois «/4 denota somente a raiz qua- 
drada positiva de 4. A raiz quadrada negativa de 4 é designada por —./4. 

Como estamos interessados somente em números reais neste livro, «/a não 
está definida para a < 0. 





EXEMPLO 8 Ache todos os valores de x para os quais x* + 7x + 12 é real. 
Solução 

2 +7x+12=(x 43x + 4) 

“lx + 3x + 4) é real quando (x + 3x + 4)>0 
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Vamos encontrar o conjunto-solução dessa inequação. A inequação estará 
satisfeita quando ambos os fatores forem não-negativos ou quando forem 
não-positivos, isto é, sex + 3 20ex + 42>0,0usex+3<0ex+ 4 
< 0. Consideraremos dois casos. 


Caso l:x +32 0ex + 4 > 0. Isto é, 


x2 -Jexz —4 
Ambas as desigualdades estarão satisfeitas para x 2 —3 ou seja, o intervalo 
[-3, +00) é o conjunto-solução. 


Caso 2:x +3<0ex+ 4< 0. Istoé, 
x<-Jex< -4 
Ambas as desigualdades estarão satisfeitas para x < —4, ou seja, o intervalo 
(— co, — 4] é o conjunto-solução. 
Se combinarmos os conjuntos-soluções dos Casos 1 e 2, teremos 
(-co, —-4] U [-3, + 00). | 





Da definição de «/a segue que 
Sê = 
Db ILUSTRAÇÃO 7 


=|) 0 4-3? =|-3 
= 5 = | «4 
Os teoremas a seguir sobre valores absolutos serão úteis mais adiante. 


1.1.13 TEOREMA | Se a; be R; então 





Prova 


jab| = ab)” 
= /a?b? 
BN 


= Jal - Jo]. n 


1.1.14 TEOREMA 





A demonstração do Teorema 1.1.14 será deixada como exercício (veja o Exer- 
cício 62). 


1.1.15 TEOREMA | Sea. be R; então 
A Desigualdade Triangular 


ja+ b| < la] + |b| 





Prova Pela Definição 1.1.8, temos a = ja) oua = — al; assim 
—lalga<|al (1) 


Da mesma forma, | 
—-bj<b< | (2) 
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Das desigualdades (1) e (2) e do Teorema 1.1.7, 
—(jal+ |b|) <a + b </al + |b| 
Logo, do Corolário 1.1.10 segue que 
ja + b| < |al + | o 


O Teorema 1.1.15 tem dois corolários importantes que serão enunciados e 
provados a seguir.. 


1.1.16 COROLÁRIO | Sea, be R, então 
ja —- b| < |al + |b| 





Prova 
a —-bl=|a+(—b]< jal + |(— b)| = [al + |] E 


1.1.17 COROLÁRIO | Sea, be R, então 


al — |b| < la — b] 





Prova 
al=|(a—-b)+b|<l|a-—b|+ |b 


assim, subtraindo |b| de ambos os membros da desigualdade, temos 























al — |b| < la — b| | s 

EXERCÍCIOS 1.1 
Nos Exercícios de 1 a 22, ache a conjunto-solução da desigual- x+2] s 30 3x +8 = 
dade dada a mostre-o na reta numérica real. O CT | “x = 3 

À. 5x+2>x—6 2.3 -x<5+3x | 

3. 2x— 1 <0 4.3-2x>9+44x Nos Exercícios de 31 a 36, ache todos os valores de x para os 

5. 1322x-3 >5 6. —-2<6-—-4x<8 quais o número é real. 

7.2>-3-3x2>2—7 8 


4 Ana es 31. 8x —5 32. (x? > 16 
PR oo 33. x? —- 3x — 10 34. 2x] + 5x —3 























9 
x x Re 35. X2— 5x +4 36. Jx2+2x—1 
1 2 x+1 x 
1. — — <— — 12. <— | . 
x+1 3x—1 2—-x 3+x Nos Exercícios de 37 a 52, ache o conjunto-solução da desigual- 
13. x? 554 14. x2<9 - dade dada e mostre-o na reta numérica real. 
IS. (x — 3x + 5)>0 16. x?-3x+2>0 37 41<7 38. Dx — 5 
17.1-x—2xX2>0 18.x2+3x+1>0 de Rea a o 
19. 4x? + 9x <9 20. 2x? —- 6x +3<0 39. |3x.— 4] < 40: 3x + 2] > 
! 4 41.|5S—-x|>7 42. 3 -x|<s5 
2. 72h05; 22. x +1>x?+x 43. 7 — 4x|<9 dá. |6 — 2x| 27 
| o: | 45. |2x— 5|>3 46. |x + 4] <|2x — 6) 
Nos Exercícios de 23 a 30, resolva em x. 47. [3x] > |6 — 3x| 48. |3 + 2x|<|4 — x| 
23. [4x + 3]=7 24. |3x — 8|=4 49. |9 — 2x| >[|4x| 50. |5 — 2x| 27 
As. [5x — 3) = [3x + 5 26. x— 2|=|3— 2x| x+2 6—-5x| 1 
; 51. 4 : «- 
27. [x] = 4 — x 28. 2x +3=|4x +45] 2x — 3/5 o GEES 
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Nos Exercícios de 53 a 56 resolva em x e escreva a resposta com — 57. Prove o Teorema 1.1.5. 
a notação de valor absoluto. 








RAR 
x+a 
-—2 2 
ss. à Rs 
x— 4 











58. Prove o Teorema 1.1.6(i). 
59. Prove o Teorema 1.1.6(ii) e (iii). 
>0 60. Prove quesex < y,entãox< (x + y)<y. 





q+x 61. Prove o Teorema 1.1.11. 
E +5 Ps a 62. Prove o Teorema 1.1.14. 
x+3 x-—l 








1.2 RETAS E COORDENADAS Os pares ordenados de números reais são importantes em nossas discussões. 





FIGURA 1 






Y 
(ordenada) 


10) 


FIGURA 2 


P(x, y) 





x 
(abscissa) 





Quaisquer dois números reais formam um par, e quando a ordem de apareci- 
mento do número é significativa, são chamados de par ordenado. Se x for o 
primeiro número real e y for o segundo, esse par ordenado será denotado por 
(x, y). Observe que o par ordenado (3, 7) é diferente do par ordenado (7, 3). 

O conjunto de todos os pares de números reais é chamado de plano numéri- 
co, denotado por R?, e cada par ordenado (x, y) será um ponto no plano nu- 
mérico. Da mesma forma que podemos identificar R com os pontos de um eixo 
(um espaço unidimensional), podemos identificar R? com os pontos de um pla- 
no geométrico (um espaço bidimensional). O método usado em R? deve-se ao 
matemático francês René Descartes (1596-1650) a quem é atribuída a criação 
da Geometria Analítica em 1637. Uma reta horizontal é escolhida no plano geo- 
métrico, sendo chamada de eixo x. Uma reta vertical é escolhida, sendo deno- 
minada eixo y. O ponto de intersecção entre os eixos x e y é chamado de ori- 
gem, sendo denotado pela letra O. Uma unidade de comprimento é escolhida. 
Usualmente a unidade de comprimento para os dois eixos é a mesma. Estabele- 
cemos a direita da origem como sendo a parte positiva do eixo x; para o eixo 
», a parte positiva fica acima da origem. Veja a Figura 1. 

Associaremos um par ordenado de números reais (x, )) com um ponto no 
plano geométrico. No ponto x sobre o eixo horizontal e no ponto y sobre o eixo 
vertical, os segmentos de reta são desenhados perpendicularmente aos respecti- 
vos eixos. A intersecção desses dois segmentos de reta perpendiculares é o pon- 
to P, associado ao par ordenado (x, y). Veja a Figura 2. O primeiro número 
x do par é chamado a abscissa (ou coordenada x) de P, e o segundo número 
» é chamado a ordenada (ou coordenada y) de P. Se a abscissa for positiva, 
P estará à direita do eixo y; e se for negativa, P estará à esquerda do eixo 7. 
Se a ordenada for positiva, P estará acima do eixo x; e se for negativa, P estará 
abaixo do eixo x. 

A abscissa e a ordenada de um ponto são denominadas coordenadas carte- 
sianas retangulares do ponto. Há uma correspondência biunívoca entre os pon- 
tos em um plano geométrico e R?; isto é, a cada ponto corresponde um único 
par ordenado (x, y) e a cada par ordenado (x, y) está associado um único pon- 
to. Essa correspondência é denominada sistema de coordenadas cartesianas re- 
tangulares. A Figura 3 ilustra esse sistema onde são apresentados alguns pontos. 

Os eixos x e y são chamados de eixos coordenados. Eles dividem o plano em 
quatro partes denominadas quadrantes. O primeiro quadrante é aquele no qual 
a abscissa e a ordenada são ambas positivas, isto é, o quadrante superior direi- 
to. Os outros quadrantes são numerados na direção anti-horária, ficando o quar- 
to quadrante na parte inferior direita. Veja a Figura 4. | 

Dada a correspondência biunívoca, identificamos R? com o plano geométri- 
co. Por essa razão, um par ordenado (x, y) é chamado de um ponto. 

Vamos discutir agora o problema de encontrar a distância entre dois pontos 
em R?. Se 4 for o ponto (x,, y)) e B for o ponto (x,, y,) (isto é, 4 e B têm a 


14 Números Reais, Funções e Gráficos 






Segundo quadrante | Primeiro quadrante 


O 





e(—8,-—6) Terceiro quadrante | Quarto quadrante 


º (9,7) 
FIGURA 3 FIGURA 4 


mesma ordenada, mas abscissas diferentes), então a distância orientada de 4 
para B será denotada por AB e definimos 


Db ILUSTRAÇÃO 1 Veja a Figura 5(a)-(c). Se A for o ponto (3, 4) e B for o ponto 

(9, 4), então AB = 9 — 3; isto é AB = 6. Se 4 for o ponto (—8, 0) 

e B for o ponto (6, 0), então AB = 6 — (—8), ou seja, AB = 14. Se 4 for 

o ponto (4, 2) e B for o ponto (1, 2), então AB = | — 4; isto é, AB = —3. 

Vemos que AB será positivo, se B estiver à direita de 4 e AB será negativo, se B 

E A(3, 4) B(9,4) estiver à esquerda de 4. «4 
Ea rent 


B(1,2)  A(4,2) 
[o 





AB = 14 AB = —3 
(b) (c) 





FIGURA 5 


Se C for o ponto (x, vy))e D for o ponto (x,, )), então a distância orienta- 
da de € para D, denotada por CD, será definida por 


CD =» -—) 


b ILUSTRAÇÃO 2 Veja a Figura 6(a) e (b). Se C for o ponto (1, —2) e D for 

o ponto (1, — 8), então CD = —-8 — (- 2), istoé, CD = —6.Se Cforo ponto 

(-2, -3)e Dforo ponto (—2, 4) então CD = 4 — (-3); isto é, CD = 7. 

y O número CD será positivo se D estiver acima de C e CD será negativo se D 

x D(=2,4) estiver abaixo de €. «4 

C(1, —2) 

Observe que a terminologia distância orientada indica ao mesmo tempo a dis- 

x tância e um sentido (positivo ou negativo). Se estivermos interessados apenas 

no comprimento do segmento de reta entre os pontos P, e P, (isto é, na dis- 

D(1,-—8) C(—2,—3) tância entre os pontos P, e P,, sem levar em conta o sentido), então usaremos 

a terminologia distância não-orientada. Denotamos a distância não-orientada 

CD = —6 CD =7 de P, a P, por |P,P,|, que é um número não-negativo. Se usamos a palavra 

(a) (b) distância sem um adjetivo, orientada ou não-orientada, fica subentendido que 
“FIGURA 6 queremos nos referir à distância não-orientada. 
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Queremos obter agora uma fórmula para calcular |P,P,| se Px, ))) e 
PXx,, Y») forem pontos quaisquer do plano. Usamos o teorema de Pitágoras 
da Geometria Plana, que é O sesuintS: 










) Num triângulo retângulo, a somã dos quadrados, dos comprimentos dos ca: 
ia tetos. é igual ao “quadrado do comprimento da hipotenusa. : do 






PÁX,, 45) A Figura 7 mostra P, e P, no primeiro quadrante e o ponto MG, Y)). Note 
que |P,P,| é o comprimento da hipotenusa do triângulo retângulo P,MP,. 
Usando o teorema de Pitágoras temos 


I90:A CEM P, ur + ME 

|P,P.| = x, — x) + ()2 — » 1)? 
Note que na fórmula acima não temos o símbolo + na frente do radical do 
FIGURA 7 segundo membro, pois |P,P,| é um número não-negativo. A fórmula é ver- 
dadeira para todas as posições possíveis de P, e P, nos quatro quadrantes. O 


comprimento da hipotenusa é sempre |P,P,| e os comprimentos dos catetos 
são sempre |PM| e IMP,|. O resultado é enunciado como um teorema. 























1.2.1 TEOREMA |:A distância entre po Pon Pis >) e Pi »).é dada por 


T asi a : 





Observe que s se P, e P, estiverem rs uma mesma reta NO rZontal: então 


Pi — 42 é 
P,P,|= x, — x)? + 02 ' 
C(—6,5) | Além disso, se P, e P, estiverem sobre uma mesma reta vertical, então x, = x € 


se) P,P,| = V0? + ()2 — »1) 


P,P,| == |y2 — 3yil 


EXEMPLO 1 Mostre que o triângulo com vértices em 4(—- 2,4), B(—-5, De 
B(—5,1) C(—6, 5) é isósceles. 


O Solução O triângulo aparece na Figura 8. 
FIGURA 8 BC|=M-6+5P+H(S—1IP |A]=M-6+272+(5— 47 
y | | = V1+ 16 | =v16+1 


Como |BC| = |4C] o triângulo é isósceles. 






Elo; 42) 


E Se P, e P, são pontos extremos de um segmento de reta, denotamos esse seg- 


mento por P,P,. Isso não deve ser confundido com a notação P,P,, a qual de- 
nota a distância orientada de P, a P,. Ou seja, P,P, é um número, enquanto 
P,P, é um segmento de reta. Veja a Figura 9, onde M(x, )) é o ponto médio 
do segmento de reta de P;(x,, y;)) à P(X, ),;). Como os triângulos PRM e 
MTP, são congruentes 


FIGURA 9 | PRI=IMT| e 











2 


RM] = |TP; 
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FIGURA 10 


Pix, 





FIGURA 11 


P>(X,, 42) 





Yam Yi 


y) 


(Ma Ri(x,, y,) 


X7— X4 
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Assim, 


X— X = 0X — XX. Pe Sm Vo 
vo +)» 


2X X + X 2) 





Essas são as fórmulas do ponto médio. Em sua derivação supusemos que 
XxX > x,e)» > y,. As mesmas fórmulas são obtidas se usarmos qualquer or- 
denação desses números. 

Em Geometria Analítica, a validade dos teoremas no plano geométrico é es- 
tabelecida com a aplicação de coordenadas e técnicas de Álgebra. O exemplo 
a seguir demonstra tal procedimento. 


EXEMPLO 2 Prove analiticamente que os segmentos de reta que ligam os pon- 
tos médios dos lados opostos de um quadrilátero dividem ao meio um ao outro. 


Solução Traçamos um quadrilátero geral. Como os eixos coordenados po- 
dem ser escolhidos em qualquer parte do plano e já que a escolha da posição 
dos eixos não afeta a veracidade do teorema, tomamos a origem em um vértice 
e o eixo x ao longo de um lado. Isso simplifica as coordenadas dos dois vértices 
no eixo x. Veja a Figura 10. | 

A hipótese e a conclusão do teorema são as seguintes: 


Hipótese: O ABC é um quadrilátero. M é o ponto médio de OA, Né o ponto 
médio de CB, R é o ponto médio de OC e Sé o ponto médio de 4B. 


Conclusão: MN e RS dividem-se ao meio. 


Prova Para provar que dois segmentos de reta dividem-se ao meio, mostramos 
que eles têm o mesmo ponto médio. Das fórmulas do ponto médio, obtemos 
as coordenadas de M, N, Re S. Méo ponto (Ja, 0), Né o ponto (5(b + d), 
Ac + e), Ré o ponto (ld, Lee Sé o ponto (i(a + b), 30). 


A abscissa do ponto médio de MN é Jlia+i(b+d)]=ái(a+b+d). 
A ordenada do ponto médio de MN é 5[0 +5(c+ J]=4(c+ e) 
Logo, o ponto médio de MN é c ponto (ia+b+d),i(c+ e). 

A abscissa do ponto médio de RS é ilid+ila+b)]=ia+b+ ad). 
A ordenada do ponto médio de RS é 3l2ze + 2c) = a(c + e) | 
Assim, o ponto médio de RSé o ponto (a(a+b+d), lc + e). 


Logo, o ponto médio de MN coincide com o ponto médio de RS. 
Então, MN e RS dividem-se ao meio. E 


Discutiremos agora retas em Rº?. Seja ! uma reta vertical e P/(x,, ),) e Pkx;,, 
»») dois pontos distintos em /. A Figura 11 mostra tal reta. Na figura, R é o 
ponto (x,, Y,)), € os pontos P,, P, e R são vértices de um triângulo-retângulo; 
além disso, PR = x, — xe RP, = y, — y,. O número y, — y, dá a medida 
da variação na ordenada de P, a P, e pode ser positivo, negativo ou zero. O 
número x, — x, dá a medida da variação na abscissa de P, a P, e pode ser po- 
sitivo ou negativo. ? 















Pr(xi, ya) 


FIGURA 12 


Bl=1,—3) 


FIGURA 13 
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P, (xa, y2 


Xz TX 








R(x2, Y1) 





1.2.2 DEFINIÇÃO 





FIGURA 14 
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Como a reta / não é vertical, x, = x,, e portanto, x, — x, não é zero. 
Seja 
m = Y2— Ji (1) 
X2 — X1 
O valor de m calculado pela fórmula acima é independente da escolha dos dois 
pontos P, e P, em Í. Para mostrar isso, vamos escolher dois outros pontos 
P(X, 7) e PX, )>) e calcular um número m usando (1). 


Mostraremos que m = m. Veja a Figura 12. Os triângulos PRP, e PRP, são 
semelhantes; assim sendo, os lados correspondentes são proporcionais. Logo 
) | 1 E CAR A aids 

Xy— XX —X1 

Assim, o valor de m calculado por (1) é único, não importando a escolha dos 
dois pontos em /. Esse número m é chamado de inclinação da reta. 


Se P(x,, Y,) e Px, Y.) forem dois pontos distintos sobre !, não paralela ao 
eixo y, então a inclinação de /, denotada por m, será dada por 


PI 
X — X 


má = 





Se multiplicarmos ambos os membros da equação acima por x, — x,, ob- 
teremos 
J2— Yi=im(x, — x1) 


Segue dessa equação que se considerarmos uma partícula movendo-se ao longo 
de uma reta, a variação na ordenada da partícula será igual ao produto da incli- 
nação pela variação na abscissa. 


> ILUSTRAÇÃO 3 Se! for a reta que passa pelos pontos P,(2, 3) e P;(4, 7) e 
m for a inclinação de !, então, pela Definição 1.2.2, 


RE fu 
4-2 
E) 


Veja a Figura 13. Se uma partícula estiver movendo-se ao longo da reta / aci- 
ma, a variação na ordenada será duas vezes a variação na abscissa. Isto é, se 
a partícula estiver em P;(4, 7) e a abscissa for aumentada em uma unidade, en- 
tão a ordenada ficará aumentada em duas unidades e a partícula estará em P, 
(5, 9). Analogamente, se a partícula estiver em P,(2, 3) e a abscissa for dimi- 
nuída em três unidades, então a ordenada ficará diminuída em seis unidades 
e a partícula estará em P(—- 1, —3). « 


Se a inclinação de uma reta for positiva, então quando a abscissa de um pon- 
to da reta aumentar, a ordenada também aumentará. Tal reta está na Figura 
14. Na Figura 15 há uma reta cuja inclinação é negativa. Para essa reta, quan- 
do a abscissa aumentar, a ordenada diminuirá. 


- 
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Se uma reta for paralela ao eixo x, então »y, = ),; assim, a inclinação da reta 
y — Xi 
X — X 
sem sentido, pois não podemos dividi-la por zero. É por essa razão que retas 
paralelas ao eixo y foram excluídas da definição de inclinação. Assim, a incli- 
nação de uma reta vertical não é definida. 

Por equação de uma reta queremos nos referir a uma equação que é satisfeita 
por aqueles, e somente aqueles pontos sobre a reta. Como um ponto P,(x,, Y,) 
e uma inclinação m determinam uma reta única, será possível obter uma equa- 
ção dessa reta. Seja P(x, y) um ponto qualquer na reta exceto (x,, 7). Então, 
uma vez que a inclinação da reta que passa por P, e P é m, temos da defini- 
ção de inclinação 

» — 

X— X 


é zero. Se uma reta for paralela ao eixo y, x, = X,; assim a fração fica 


=m 


»y— » = mx — x) 


Essa equação é chamada forma ponto-inclinação da equação da reta. Resulta 
uma equação da reta, se sua inclinação e um ponto sobre a reta forem conhecidos. 


> ILUSTRAÇÃO 4 Para encontrar a equação da reta por dois pontos A(6, —3) 
e B(— 2, 3) calculamos primeiro m. 


RR 
— casdia 
Ss 
— AB 
E 
E 4 


Usando agora a forma ponto-inclinação da equação da reta onde consideramos 
À como P,, temos 


p= de= 6) 
4v+12=-3x+4 18 
3x + 4y—- 6=0 
Naturalmente, o ponto B pode ser tomado como P,; nesse caso, temos 
y-3=-Ix+2) 
4y— 12 = —3x— 6 
3x + 4y —6=0 


Se escolhermos o ponto (0, b) (isto é, o ponto onde a reta intercepta o eixo 
») como o ponto (x,, y,) em (1), teremos 


y— b=m(x-—0) 


O número b, que é a ordenada do ponto onde a reta intercepta o eixo », é 
chamado de intercepto y da reta. Consequentemente, a equação acima é a cha- 
mada forma inclinação-intercepto da equação da reta. Essa forma é extrema- 
mente útil, pois nos dá imediatamente a inclinação da reta. É importante tam- 
bém porque expressa a coordenada y de um ponto sobre a reta explicitamente, 
em termos da coordenada x. 
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EXEMPLO 3 Ache a inclinação da reta cuja equação é 

6x+5y—-7=0 
Solução A equação é resolvida em y. 

5Sy= —-6x+7 

y=-êx+5 

Essa equação está na forma inclinação-intercepto, onde m = —+£. 

Como a inclinação de uma reta vertical não é definida, não podemos aplicar 
a forma ponto-inclinação para obter sua equação. Em seu lugar, usamos o teo- 


rema a seguir, envolvendo o intercepto x da reta (a abscissa do ponto em que 
a reta intercepta o eixo x). O teorema também dá uma equação da reta horizontal. 


1.2.3 TEOREMA (1) Uma equação da reta vertical tendo x intercepto a é 


(ii) Uma equação da reta horizontal tendo y intercepto b é 





y=b 


Prova (i) A Figura 16 mostra a reta vertical que intercepta o eixo x no ponto 
(a, 0). Essa reta contém aqueles e somente aqueles pontos sobre a reta que têm 
a mesma abscissa. Assim, P(x, y) será qualquer ponto sobre a reta se e somente se 


Xx=a 





FIGURA 16 FIGURA 17 


(ii) A reta horizontal que intercepta o eixo y no ponto (0, b) aparece na Figu- 
ra 17. Para essa reta, m = 0. Portanto, da forma intercepto-inclinação, uma 
equação dessa reta é 


Mostramos que uma equação de uma reta não-vertical é da forma y = mx + D, 
e uma equação de uma reta vertical é da forma x = a. Como cada uma dessas 
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equações é um caso particular de uma equação da forma 
Ax+ By+C=0 (2) 


onde 4, Be C são constantes, e 4 e B não são nulas, segue que toda reta possui 
“uma equação da forma (2). O oposto desse fato é dado pelo Teorema 1.2.5, 
a seguir. Mas antes de enunciá-lo definiremos o gráfico de uma equação. 





O gráfico de uma equação em Rº é o conjunto de todos os pontos em R? cujas 
coordenadas são números que satisfazem a equação. 


1.2.4 DEFINIÇÃO 








1.2.5 TEOREMA 





O gráfico da equação 
Ax + By + C=0 


onde 4, Be C são constantes e onde A e B não são ambos nulos, é uma linha reta. 


A prova desse teorema é deixada como exercício. Veja o Exercício 57. 

Como o gráfico de (2) é uma linha reta, é chamado de equação linear; sendo 
a equação geral do primeiro grau em x e ). 

Uma vez que dois pontos determinam uma reta, para fazer o esboço do grá- 
fico de uma reta precisamos apenas determinar as coordenadas de dois pontos 
dela, marcar os pontos no gráfico e então traçá-la. Qualquer par de pontos é 
suficiente, mas em geral convém marcar no gráfico os dois pontos onde a reta 
intercepta os dois eixos. 


D ILUSTRAÇÃO 5 Para traçar o esboço da reta tendo a equação 





2x — 3y = 12 
primeiro achamos x intercepto a e y intercepto b. Na equação, substituimos (a, 0) 
por (x, )y) e obtemos a = 6. Substituindo (0, b) por (x, y), obtemos b = —4. 
FIGURA 18 Assim, temos uma reta na Figura 18. «4 


A aplicação de inclinações é feita no teorema a seguir. 






1.2.6 TEOREMA 





pectivamente, então 1, e 1, serão paralelas se e somente sem, = m.. 


Prova Sejam as equações de /, e |,, respectivamente, 


y=mx+b, (o y=mx+b 








Atiy=nox+b Veja a Figura 19, que mostra duas retas interceptando o eixo y nos pontos 
As, mio + bo) B((0, b;) e BO, b,). A reta vertical x = 1 intercepta /, no ponto 4, (1, m, + 
b,) e ? no ponto Al, m, + b,). Então 


y t, v= mx + bh B,B,| =D — b, e JA, Ã4| =(m+b,)-—(m, + b,) 
AO, mm + b,) 





As duas retas serão paralelas se e somente se as distâncias verticais |B,B,| e 
|A,A4,| forem iguais; ou seja, |, e 1, serão paralelas se e somente se 


ki bb—>bi=(m+b)-—(m +b,) 
bb—bi=m+b—-m, —b, 
Mm, = mM, 


FIGURA 19 | Assim, /, e 1, serão paralelas se e somente se m, = m,. = 


Se 4, e |, forem duas retas distintas não-verticais, tendo inclinações m, e m,, res- | 


+ ——e— mem 


ur ro O ia aim 


FIGURA 20 





FIGURA 21 


y 


X = 





1.2.7 TEOREMA 


PL, my) 





lo 
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D ILUSTRAÇÃO 6 Seja /, a reta que passa pelos pontos A(l, 2) e B(3, —6) 
com inclinação m,, e seja !, a reta que passa pelos pontos C(2, —5) e D(— 1, 7) 
com inclinação m,. Então 


—6-—2 7—(—5) 
Re Mica 
— 8 12 | 
Ea = 
= —d4 = —4 
como m, = m,, segue que /, e |, são paralelas. Veja a Figura 20. «4 


Dois pontos distintos quaisquer determinam uma reta. Três pontos distintos 
podem ou não estar na mesma reta. Se três ou mais pontos estiverem na mesma 
reta, eles serão denominados colineares. Assim, três pontos 4, Be €C serão coli- 
neares se e somente se a reta que passa pelos pontos 4 e B for a mesma que 
passa pelos pontos B e C. Como as retas que passam por 4e Bepor BeC 
contêm o ponto B em comum, elas serão a mesma reta se e somente se suas 
inclinações forem iguais. 





EXEMPLO 4 Através das inclinações, determine se os pontos 4(—-3, —4), 
B(2, —-1) e €C(7, 2) são colineares. 


Solução Se m, for a inclinação da reta que passa por 4 e Bem, for a in- | 
clinação da reta que passa por Be C, então | 
E Di Ca a age [= ]) 
1 2-(—3) 7-2 


— 


3 3 
5 5 
Logo, m, = m,. Assim sendo, as retas que passam por 4e Be por Be Ctêm 
a mesma inclinação e o ponto B em comum. Assim elas coincidem e, portanto, 


são colineares. 





Agora enunciaremos e provaremos um teorema considerando as inclinações 
de duas retas perpendiculares. 


Duas retas não-verticais /, e L,, com inclinações m, e m,, respectivamente, se- 


rão perpendiculares se e somente se mm, = -—1. 





Prova Escolhemos os eixos coordenados de modo que a origem esteja no pon- 
to de intersecção de |, e 4. Veja a Figura 21. Como nem /, nem [, são verti- 
cais, essas duas retas interceptam a reta x = 1 nos pontos P, e P,, respectiva- 
mente. A abscissa de ambos P, e P, é 1. Seja y a ordenada de P,. Como /, 
contém os pontos (0, 0) e (1, )), sendo sua inclinação m,, então 

mars 

I-—O 

Assim, ) = m,. Da mesma forma, podemos provar que a ordenada de P, é m.. 
Aplicando o teorema de Pitágoras e seu oposto, o triângulo P,OP, será um 
triângulo retângulo se e somente se 


jOP,|? + |OP;|? = |PiP;|? | (3) 
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Da fórmula da distância, obtemos 
OP;?=(1-0+(m-0o? l0P,|=(-0+(m,— 0? 
— 1] + my” — l + ms? 
PPP=0-12+(m —-m)? 
=m,? — 2mm, + my 
Substituindo em (3) podemos concluir que P,OP, é um triângulo retângulo se 


e somente se 


l+m+1+m,2=m;” — 2mm, + my 


2 = —2mm, 
mms — — 1 É ei 
Como m;m, = —1 é equivalente a 
| | | 
Mp === e Mm, = —— 
mo : mM 


O Teorema 1.2.7 estabelece que duas retas não-verticais serão perpendiculares 
se e somente se a inclinação de uma delas for a recíproca negativa da Hc ação 
da outra. 


EXEMPLO 5 Dada a reta ! com a equação | 
5x + 4y— 20=0 


encontre uma equação da reta que passe pelo ponto (2, —3) e (a) seja paralela 
a le (b) seja perpendicular a Í. 


Solução Primeiro determinamos a inclinação de !, escrevendo sua equa- 
ção na forma inclinação-intercepto. Resolvendo a equação para y, temos 


4y= —5x + 20 
y=-;x+5 


A inclinação de 1 é o coeficiente de x, que é — 45. 
(a) A inclinação de uma reta paralela a | também é — 4 . Como a reta re- 
querida contém o ponto (2, — 3), usamos a forma ponto-inclinação, que resulta 


y=(-)= 3-2) 
4y + 12= —-5Sx+ 10 
5x + 4y+2=0 


| Pl A inclinação de uma reta perpendicular a / é o negativo de — 3, ou seja, 
. Da forma epi uma equação da reta que passa por (2, — 3), 
com inclinação + 


= (9=36-2) 
Sy+ 15=4x—8 
4x —5y—-23=0 





Exercícios 1.2 


EXEMPLO 6 


Solução 
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Prove, através das inclinações, que os quatro pontos A(6, 2), 
B(8, 6), C(4, 8) e D(2, 4) são os vértices de um retângulo. 


Veja a Figura 22, onde |, é a reta que passa por 4e B, Léa reta 
que passa por Be €, !, é a reta que passa por De Cel, é a reta que passa por 
Ae D;m, m, m,em, são suas respectivas inclinações. 


6—2 “8-6 8 — 4 E 2 
o Ce ad 
=2 = 3 =2 =—4 
FIGURA 22 
Como m, = ms, 1, é paralela a /,; e como m, = ms, L, é paralela a !,. Como 
mm, = —1,l,e!, são perpendiculares. Portanto, o quadrilátero tem seus la- 


dos opostos paralelos e dois lados perpendiculares. Assim, o quadrilátero é um 


retângulo. 


EXERCÍCIOS 1.2 


Nos Exercícios de 1 a 6, coloque num gráfico o ponto P dado 
e cada um dos seguintes pontos: 


(a) O ponto Q, tal que a reta que passa por Pe Q seja perpendi- 


cular ao eixo x e o divida ao meio. Dê as coordenadas de Q. 


(b) O ponto R, tal que a reta que passa por Pe R seja perpendi- 


cular ao eixo y e o divida ao meio. Dê as coordenadas de R. 


(c) O ponto 5, tal que o segmento de reta que passa por Pe por 


(d) O ponto T, tal que o segmento de reta que passa por Pe T 


S seja dividido ao meio pela origem. Dê as coordenadas de S. 


seja perpendicular e dividido pela reta que passa pela origem, 
formando um ângulo de 45º e dividindo o primeiro e o ter- 
ceiro quadrantes. Dê as coordenadas de T. 


I. P(1, —2) 2. P(—2,2) 3. P(2,2) 
4. P(—-2, —2) 5. P(— 1, —3) 6. P(O, —3) 
7. Prove que os pontos 4(— 7,2), B(3, —4)e C(1,4)são vérti- 


10. 


11. 


ces de um triângulo isósceles. 


- Prove que os pontos 4A(—-4, —1), B(-2, -3), C(4, 3) e 


D(2, 5) são vértices de um retângulo. 


- A mediana de um triângulo é um segmento de reta que une 


um vértice ao ponto médio do lado oposto. Ache o compri- 
mento das medianas do triângulo cujos vértices são: 4 (2, 3), 
B(3, -3)e C(-1, —1). 

Ache o comprimento das medianas do triângulo com vérti- 
ces A(-3,5), B(2, Je C(-1, —4). 

Prove que o triângulo com vértices A(3, —6), B(8, —-2) e 
C(— 1, —1) é retângulo. Ache a área do triângulo. (Suges- 
tão: Use o inverso do teorema de Pitágoras.) 


12. 


13. 


14. 


15. 


16. 


17. 


18. 


Ache os pontos médios das diagonais do quadrilátero cujos 
vértices são (0, 0), (0, 4), (3, 5) e (3, 1). 

Prove que os pontos 4(6, — 13), B(-2, 2), C(13, 10) e 
D(21, — 5) são os vértices de um quadrado. Ache o compri- 
mento de uma diagonal. | | 

Se um extremo de um segmento de reta for o ponto (— 4, 2) 
e o ponto médio for (3, — 1), ache as coordenadas do outro 
extremo. , 

Se um extremo de um segmento de reta for o ponto (6, —2) 
e o ponto médio for (— 1, 5), ache as coordenadas do outro 
extremo. . 

A abscissa de um ponto é — 6, e sua distância do ponto (1, 3) 
é /74. Ache a ordenada do ponto. 

Usando a fórmula da distância (1), prove que os pontos 
(-3, 2), (1, —-2e (9, — 10) estão sobre uma reta. 
Determine se os pontos (14, 7), (2, 2) e (— 4, — 1) estão so- 


"* bre uma reta usando a fórmula da distância (1). 


19. 


20. 


Se dois vértices de um triângulo equilátero são (— 4, 3) e (0, 0), 
ache o terceiro vértice. 

Dados dois pontos A(— 3, 4) e B(2, 5), ache as coordenadas 
de um ponto P sobre a reta que passa por 4 e B, tal que 
P seja (a) duas vezes mais distante de 4 do que de Be (b) duas 
vezes mais distante de B do que de 4. 


Nos Exercícios de 21 a 24, ache a inclinação da reta que passa 
pelos pontos. 


21. 
PA 
23. 
24. 


(2, —3),(—4,3) 
(5, 2), (— 2, —3) 
(3, 2), (—&, 3) 


(—-2,, 0,3), (2,9, 1,4) 


24 


"Nos Exercícios de 25 a 38, ache uma equação da reta que satis- 
faz as condições. 


25. A inclinação é 4 e passa pelo ponto (2, —3). 

26. A inclinação é 3 e passa pelo ponto (—4, — 1). 

27. A inclinação é —2 e passa pelo ponto (— 3, 5). 

28. Passa pelos pontos (— 2, 7) e (6, 0). 

29. Passa pelos pontos (4, 6) e (0, —7). 

30. Passa pelos pontos (3, 1) e (—5, 4). 

31. O intercepto x é —-3 e o intercepto y é 4. 

32. Passa pelo ponto (1, 4) e é paralela à reta cuja equação é 
2x + 5y + 7 =0. 

33. Passa pelo ponto (— 2, 3) e é perpendicular à reta cuja equa- 
ção é 2x — y —- 2 =0. | 

34. Passa pelo ponto (—3, —4) e é paralela ao eixo ). 

35. Passa pelo ponto (1, —7) e é paralela ao eixo x. 

36. A inclinação é —2 e o intercepto x é 4. 

37. Passa pelo ponto (— 2, —5) e tem uma inclinação de RE) E 

38. Passa pela origem e divide ao meio o ângulo entre os eixos 
no primeiro e terceiro quadrantes. 


Nos Exercícios 39 e 40, ache a inclinação da reta. 


39. (a) x +3y=7;(b)2y+9=0 
40. (a) 4x — 6y=5;(b)3Ix —-5=0 


Nos Exercícios 41 e 42, determine, através das inclinações, se os 
três pontos são colineares. 


41. (a) (2,3), (—4, —7), (5, 8); (b) (2, — 1), (1, 1), (3,4) 

42. (a) (4, 6), (1, 2), (== E == eU), (b) (ea; 6), (3, 2), (9, 0) 

43. (a) Escreva uma equação cujo gráfico seja o eixo x. (b) Es- 
creva uma equação cujo gráfico seja o eixo y. (c) Escreva uma 
equação cujo gráfico seja o conjunto de todos os pontos no 
eixo x ou ). 

44. (a) Escreva uma equação cujo gráfico consista em todos os 
pontos tendo uma abscissa de 4. (b) Escreva uma equação 
cujo gráfico consista em todos os pontos com ordenada — 3. 

45. Mostre que as retas com equações 3x + 5y + 7 =0€e 
6x + 10y — 5 = 0 são paralelas. 

46. Mostre que as retas com equações 3x + 5y + 7 =0€e 
5x — 3y — 2 = 0 são perpendiculares. 

47. Dada a reta | com equação 2y — 3x = 4e o ponto P(1, —3), 
ache (a) uma equação da reta passando por P, perpendicu- 
lar a !; (b) a menor distância de P à reta 1. 

48. Ache o valor de k tal que as retas cujas equações são 3kx + 
+ 8) = 5e6y — d4kx = — 1 sejam perpendiculares. 

49. Mostre, através das inclinações, que os pontos (— 4, — 1), 
(3, 5), (8, —-4) e (2, —9) são vértices de um trapezóide. 

50. Prove, usando inclinações, que os três pontos A (3, 1), B(6, 0) 
e C(4, 4) são vértices de um triângulo retângulo e determine 
a área do triângulo. | 

51. Ache as coordenadas dos três pontos que dividem o segmen- 
to de reta de A(—5, 3) a B(6, 8) em quatro partes iguais. 

52. Três vértices consecutivos de um paralelogramo são (— 4, 1), 
(2, 3) e (8, 9). Ache as coordenadas do quarto vértice. 

53. Dada a reta / tendo a equação 4x + By + C=0,BX0, 
determine (a) a inclinação; (b) o intercepto y; (c) o intercep- 


Sá. 


55. 


56. 


57. 


58. 


59. 


60. 
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to x; (d) uma equação da reta que passe pela origem e seja 
perpendicular a /. 

Se 4, B, Ce Dsão constantes, mostre que (a) as retas Ax + 
+ By+ C=0€eA4x+ By+ D = 0são paralelas e (b) as 
retas 4x + By + C=0€eBx —- Ay + D = 0 são perpendi- 
culares. 

Ache as equações das três medianas do triângulo com vérti- 
ces 4(3, —2), B(3, 4) e C(— 1, 1) e prove que elas se encon- 
tram em um ponto. 

Ache as equações das mediatrizes dos lados de um triângulo 
com vértices A(— 1, —3), B(S, —3) e C(5, 5) e prove que 
elas se encontram em um ponto. 

Prove o Teorema 1.2.5: O gráfico da equação 

Ax + By+ C=0 
onde 4, Be € são constantes e onde nem 4 nem B são nu- 
los, é uma reta. (Sugestão: Considere dois casos B x 0 e 
B = 0.Se B x 0, mostre que a equação é aquela de uma 
reta tendo inclinação — 4/Beo intercepto py — C/B. Se B = 
= 0, mostre que a equação é aquela de uma reta vertical.) 
Seja areta4,x + By + C|=0esejabareta 4,x + 
+ By + €, = 0. Se 1, não for paralela a !, e k for uma 
constante qualquer, a equação . 

Ax + By+ CC, + k(Ax+ By+ C) =0 
representará um número ilimitado de retas. Prove que cada 
uma delas contém o ponto de intersecção de 1, e 4. 

Dado que uma equação de |, é2x + 3y — 5 = 0 e que uma 
equação de |, é 3x + 5y — 8 = 0, usando o Exercício 58 
e sem determinar as coordenadas do ponto de intersecção de 
|, e b, encontre uma equação da reta que passe por esse pon- 
to e (a) contendo o ponto (1, 3); (b) seja paralela ao eixo x; 
(c) e tenha inclinação —2. 

Para as retas /, e £, do Exercício 59, use o Exercício 58 e, 
sem achar as coordenadas do ponto de intersecção de 1, e b, 
encontre uma equação da reta que passe por esse ponto e 
(a) seja paralela ao eixo y; (b) seja perpendicular à reta com 
equação 2x + y = 7; (c) forme um triângulo isósceles com 
os eixos coordenados. 


Nos Exercícios de 61 a 66, use Geometria Analítica para provar 
o teorema dado a partir da Geometria Plana. 


61. 


62. 


63. 


64. 


65. 
66. 


A soma dos quadrados das distâncias de qualquer ponto a 
dois vértices opostos de qualquer retângulo é igual à soma 
dos quadrados de suas distâncias aos outros dois vértices. 
O ponto médio da hipotenusa de qualquer triângulo retân- 
gulo é equidistante dos três vértices desse triângulo. 

O segmento de reta que liga os pontos médios de dois lados 
opostos de qualquer quadrilátero e o segmento de reta que 
liga os pontos médios das diagonais do quadrilátero dividem- 
se ao meio. | 

Os segmentos de reta que ligam os pontos médios consecuti- 
vos dos lados de qualquer forma quadrilátera formam um 
paralelogramo. 

As diagonais de um paralelogramo dividem-se ao meio. 
Se as diagonais de um quadrilátero dividem-se ao meio, en- 
tão o quadrilátero é um paralelogramo. 
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1.3 CIRCUNFERÊNCIAS E Uma equação de um gráfico é uma equação satisfeita pelas coordenadas da- 
GRAFICOS DE EQUAÇÕES queles pontos sobre o gráfico e somente por eles. Você aprendeu na Secção 1.2 
| que uma equação de primeiro grau com duas variáveis tem uma reta como o 
seu gráfico. Uma das curvas mais simples que é um gráfico de uma equação 
de segundo grau com duas variáveis é a circunferência. 


1.3.1 DEFINIÇÃO Uma circunferência é o conjunto de todos os pontos em um plano, equidistan- 


| tes de um ponto fixo. O ponto fixo é chamado de centro e a distância fixa é 
chamada de raio da circunferência. 





Para obter uma equação da circunferência tendo centro em C(hA, k) e raio 
r, usamos a fórmula da distância. Veja a Figura 1. O ponto P(x, y) está na 
circunferência se e somente se |PC| = r, isto é, se e somente se 


och? +? = 
Essa equação é verdadeira se e somente se 


(x-h2+(y-k? =p? (r>0) 





Essa equação é satisfeita pelas coordenadas daqueles e somente daqueles pon- 
FIGURA 1 tos que estão na circunferência e, portanto, é uma equação da circunferência. 
Provamos o teorema a seguir. 


Ago 


1.3.2 TEOREMA | A circunferência com centro no ponto C(h, 75) e raio r tem como » equação 
G-hp+O-kp=P 


Se o centro de uma circunferência está na origem, então h = 0e k = 0; por- 
tanto, sua equação é 








Tal circunferência aparece na Figura 2. Se o raio de uma circunferência for 1, 
será chamada de circunferência unitária. 


EXEMPLO 1 Ache uma equação da circunferência que tenha um diâmetro 
com extremidades em 4(-2, 3) e B(4, 5). 


Solução Como as extremidades de um diâmetro são os pontos 4 e B,o 
FIGURA 2 ponto médio do segmento de reta 4B será o centro da circunferência. Veja a 
Figura 3. Chamando de C(A, k) o centro da circunferência, 
o DA 345 
h=-———— k =—— 
Z 2 

O centro está em C(1, 4). O raio da circunferência pode ser calculado determi- 
nando |CA| ou |CB]|. Ser = |CA|, então 


=(1+292+(4-3 
= 10 
Uma equação da circunferência é, portanto, 


-12+(p-42=10 
x +yº-2x-8y47=0 








FIGURA 3 
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A equação (x — h2 + (y — kJ = r” é chamada de forma centro-raio da 
equação de uma circunferência. Se retirarmos os parênteses e combinarmos os 
termos, obteremos 


x +yº-2hx-2ky+(hº +k —-r)=0 


Tomando D = -2h,E = -2k,eF = hº?+ k — r2, essa equação torna-se 


x +22 + Dx+ Ey+ F=0 


que é denominada a forma geral da equação de uma circunferência. Como to- 
da circunferência tem centro e raio, sua equação pode ser colocada na forma 
centro-raio, ou seja, na forma geral, como fizemos no Exemplo 1. Se iniciar- 
mos com uma equação de uma circunferência na forma geral, podemos escrevê-la 
em sua forma centro-raio completando os quadrados. No exemplo a seguir tal 
procedimento é mostrado. 


EXEMPLO 2 Encontre o centro e o raio da circunferência com equação 
x +72 +6x—2y-15=0 

Solução À equação dada pode ser escrita como 
(x +60) +(yº —-2y) = 15 


Completando os quadrados dos termos entre parênteses, ao somarmos 9 e 1 
a ambos os membros da equação, teremos 


(x +6x+9)+(v?-2y+D=15+9+41 
(x+3)2+(y- 1) =25 
Como essa equação está na forma centro-raio, o centro está em (—-3, 1) e o 
raio é 5. 
Mostramos agora que há equações da forma 
x +72 +Dx+ Ey+F=0 | (1) 


cujos gráficos não são circunferências. Suponhamos que, ao completar os-qua- 
drados, obteremos | 


e —hP+(y—-k=d 


Se d > 0, temos uma circunferência com centro em (A, k) e raio Jd. Entretan- 
to, sed < 0, não há valores reais de x e y que satisfaçam a equação; assim, 
não é possível traçarmos um gráfico. Em tal caso, dizemos que o gráfico é o 
conjunto vazio. Finalmente, se d = 0, temos 


(x—h2+(y—-k)? =0 
Apenas os valores reais de x e y que satisfazem essa equação são x = he 
y = k. Assim, o gráfico é o ponto (A, k). 
D ILUSTRAÇÃO 1 Suponha que tenhamos a equação 
x +y2-4x+107+29=0 
a qual pode ser escrita como 
(x? — 4x) + (y? + 10y) = — 29 


e. m op" 


1.3.3 TEOREMA 
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Completamos os quadrados dos termos entre parênteses, somando 4 e 25 a am- 
bos os membros, obtemos 


(x2—- 4x +9)+(yv2+107+25)= —-29+4+425 
(x-22+(y+5)=0 

Como os únicos valores reais de x e y que satisfazem essa equação são x = 2 
ey = -5,o gráfico é o ponto (2, —5). «4 

Observe que uma equação da forma 

Ax? + Ay? + Dx + Ey + F=0 onde 4 * 0 (2) 
pode ser escrita na forma de (1) ao dividirmos por 4, obtendo 

F 


D Ê 
Pá 2 e Eus -— =0 
6 Ss a pd ta dd 


A Equação (2) é um caso particular da equação geral do segundo grau 
Axº + Bxy + Cy? + Dx+ Ey + F=0 


na qual os coeficientes de x? e y? são iguais, não possuindo nenhum termo xy. 
O teorema a seguir é resultado dessa discussão. 


O gráfico de qualquer equação de segundo grau em Rº em x e y, na qual os 


coeficientes de x? e y? são iguais e na qual não há termo em xy, é uma circun-. 
ferência, um ponto, ou ainda, um conjunto vazio. 





> ILUSTRAÇÃO 2 A equação 


2x2 +2yº + 12x —-8y431=0 


é da forma (2) e, portanto, pode ser o gráfico de uma circunferência, de um 
ponto-circunferência ou o conjunto vazio. Colocando a equação na forma (1): 


x +y2+6x-—-4y +31 =0 

(e +60) +(7? — 4y)= —& 
x +6x+N)+(y —-4y +4)=-S+944 
X+32+(y—-2)P = — 


Logo, o gráfico é o conjunto vazio. 4 


Mun 


Na Secção 1.2 definimos o gráfico de uma equação em R? como o conjunto 
de todos os pontos (x, y) cujas coordenadas são números que satisfazem a equa- 
ção. O gráfico de uma equação em R? também é chamado de curva. Já discu- 
timos dois tipos de curvas: retas, que são gráficos de equações de primeiro grau, 
e circunferências, as quais são gráficos das equações de segundo grau da forma 
(2). Agora examinaremos alguns gráficos de outro tipo de equação em x e y: 


y=axº +bx+c (3) 
onde a, b e c são constantes e a * O. Especificando, consideramos 


p=x2—2 (4) 
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FIGURA 4 


FIGURA 7 
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A solução dessa equação é um par ordenado de números reais, um para x e 
o outro para y, que satisfaça a equação. Por exemplo, se x for substituído por 
3 na equação, vemos que y = 7; assim, x = 3 ey = 7 constitui uma solução 
dessa equação. Substituindo x por qualquer número no segundo membro de 
(4), obtemos um valor para y. Vemos, então, que (4) tem um número ilimitado 
de soluções. A Tabela 1 dá algumas dessas soluções. 

Se marcarmos os pontos que têm como coordenadas os pares de números 
(x, ») da Tabela 1, ligando-os por uma curva suave, obteremos um esboço do 
gráfico da Equação (4), que aparece na Figura 4. Qualquer ponto (x, y) nessa 
curva tem coordenadas que satisfazem a Equação (4) e as coordenadas de qual- 
quer ponto não situado nessa curva não satisfarão a equação. 

O gráfico da Figura 4 é uma parábola. O ponto mais baixo do gráfico é 
(0, — 2); é o vértice da parábola. Essa parábola abre para cima. Um tratamento 
completo de parábolas encontra-se no Capítulo 10, onde mostraremos que o 
gráfico de uma equação da forma (3) será uma parábola tendo um eixo vertical 
abrindo para cima, sea > 0 para baixo, se a < 0. No exemplo a seguir, o 
gráfico é uma parábola com eixo horizontal. 





EXEMPLO 3 Faça o esboço do gráfico da equação 


v2—-x—-2=0 
Solução Resolvendo essa equação em y teremos 
yJ=x+2 
y= tvyx+2 


Assim, a equação dada é equivalente às duas equações 


y=vx+2 “e y=—V/Xx+2 
As coordenadas de qualquer ponto que satisfaçam qualquer uma dessas duas 
equações, irão satisfazer a equação dada. Por outro lado, as coordenadas de 
qualquer ponto que satisfaçam a equação dada, satisfarão y = x + 2 ou 
»y = —x + 2. A Tabela 2 dá alguns desses valores de x e 7. 


Tabela 2 
x 0 O 1 1 2 2 3 Se dedo St =) 


yi2 -2 3 3.2 -2 5 So 1 1 
Observe que para qualquer valor de x > —2 não há valor real para y. Tam- 


bém, para cada valor de x > — 2 há dois valores para y. Um esboço do gráfico 
aparece na Figura 5. 








EXEMPLO 4 Faça esboços dos gráficos das equações 
y= xXx + 2 € A = —/X + po 


Solução Lembre do Exemplo 3 que essas duas equações juntas equivalem 
à- equação y? — x —. 2 = 0. Na equação y = x + 2, o valor de y não é ne- 
gativo. Logo, o gráfico da equação, que a Figura 6 mostra, é a parte superior 


-do gráfico na Figura 5. 


Da mesma forma, o gráfico da equação y = —«/x + 2, cujo esboço está na 
Figura 7, é a parte inferior da parábola da Figura 5. 
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Ao desenhar um esboço do gráfico de uma equação, muitas vezes é útil con- 
siderar as propriedades de simetria de um gráfico. 


1.3.4 DEFINIÇÃO | Dois pontos P e Q serão simétricos com respeito a uma reta se e somente se | 
a reta for a perpendicular bissetora do segmento de reta PQ. Dois pontos P | 
| e Q serão simétricos com respeito a um terceiro ponto se e somente se o terceiro 

ponto for o ponto médio do segmento de reta PQ. 





o(—3,2) (3,2)0 

D ILUSTRAÇÃO 3 Os pontos (3, 2) e (3, — 2) são simétricos com relação ao ei- 

XO x, Os pontos (3, 2) e (— 3, 2) são simétricos com respeito ao eixo y e os pon- 

tos (3, 2) e (—3, —2) são simétricos com respeito à origem (veja a Figura 8). 
«4 





(0) 


Na) pao Em geral, os pontos (x, y) e (x, — y) são simétricos com respeito ao eixo x, 
| (x, y)e(—x, y) são simétricos com relação ao eixo ye (x, y))e(—-x, —y) são 
FIGURA 8 simétricos com respeito à origem. 


1.3.5 DEFINIÇÃO | O gráfico de uma equação será simétrico com respeito a uma reta / se e somente 
se para todo ponto P sobre o gráfico existir um ponto Q, também sobre o gráfi- 
co, tal que P e Q sejam simétricos com relação a 1. O gráfico de uma equação 


é simétrico com respeito a um ponto R se e somente se, para todo ponto P so- 
bre o gráfico, existir um ponto S também sobre o gráfico, E nque PesS sejam 
simétricos com respeito a R. | 





Na Figura S temos um gráfico simétrico em relação ao eixo x, e a Figura 4 
mostra outro gráfico simétrico em relação ao eixo y. Mostramos um gráfico 
que seja simétrico em relação à origem na Figura 9. A circunferência mostrada 
na Figura 2 é simétrica em relação ao eixo x, ao eixo y e à origem. 

Da Definição 1.3.5 segue que se o ponto (x, y) estiver sobre um gráfico simé- 
trico com respeito ao eixo x, então o ponto (x, —y) também deverá estar no 

O T gráfico. E se ambos os pontos (x, y) e (x, —) estiverem no gráfico, então o 
gráfico será simétrico com respeito ao eixo x. Logo, as coordenadas dos pontos 
(e, —y) e (x, y) devem satisfazer a equação do gráfico. Então o gráfico de uma 
equação em x e y será simétrico com respeito ao eixo x se e somente se uma 
equação equivalente for obtida quando y for substituído por — y na equação 
dada. Provamos, assim, a parte (i) do teorema a seguir. As provas das partes 
FIGURA 9 (11) e (iii) são similares. 


1.3.6 TEOREMA | O gráfico de uma equação em x e y será 
Teste de Simetria (1) simétrico com respeito ao eixo x se e somente se obtivermos uma equa- 
ção equivalente ao substituirmos y por —y na equação dada; 
(11) simétrico com respeito ao eixo y se e somente se obtivermos uma equa- 
ção equivalente ao substituirmos x por — x na equação dada; 
(1ii) simétrico com respeito à origem se e somente se obtivermos uma equa-: 
ção equivalente quando x for substituído por — x e y for substituído por 
— y na equação dada. 


Observe o gráfico da Figura 4, novamente. Ele é simétrico em relação ao eixo 

» e sua equação é y = x? — 2. Observe que uma equação equivalente é obtida 
quando x é substituído por — x. No Exemplo 3 temos a equação y? —- x — 2 = 
= (0 para a qual uma equação equivalente é obtida quando y é substituído por 
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—), e seu gráfico, esboçado na Figura 4, é simétrico em relação ao eixo x. O 
exemplo a seguir fornece um gráfico que é simétrico em relação à origem. 


EXEMPLO 5 Faça um esboço do gráfico da equação 
xy = 1 


Solução Vemos que se na equação dada substituirmos x por —-x e y por 
— Y, obteremos uma equação equivalente; logo, pelo Teorema 1.3.6 (iii), o grá- 
fico será simétrico com respeito à origem. A Tabela 3 dá alguns valores de 
x e y satisfazendo a equação dada. 


Tabela 3 
x Í 2 3 4 à 5 4 —1 —2 — 3 —4 —s —4 —1 
vj1l 44 4234 1 4 4 4 2 “3 —3 


Da equação dada, y = 1/x. Vemos que à medida que x cresce com valores 
positivos, y diminui com valores positivos e aproxima-se cada vez mais de zero. 
À medida que x diminui com valores positivos, y cresce com valores positivos 
e torna-se cada vez maior. À medida que x cresce com valores negativos (isto ' 
é, x assume, por exemplo, os valores —4, —3, —2, — 1, —1- etc.), ) assume 
valores negativos tendo valores absolutos cada vez maiores. Um esboço do grá- 
fico está na Figura 10. 


FIGURA 10 











EXERCÍCIOS 1.3 


Nos Exercícios de 1 a 4, ache uma equação da circunferência com 
centro em Ce raio r. Escreva a equação na forma centro-raio 
e na forma geral. 


1. €(4, —-3),r=5 2. €(0,0), r=8 
3. €—5, —12),r=3 4 CCL—1,),r=2 


Nos Exercícios 5 e 6, ache uma equação da circunferência que 
satisfaça as condições. 


5. Centro em (1, 2) e passa pelo ponto (3, — 1). 
6. Passa pelos três pontos (2, 8), (7, 3) e(—2, 0). 


Nos Exercícios de 7 a 10, ache o centro e o raio da circunferên- 
cia, e desenhe um esboço do gráfico. 


7.xº+yº —6x—-8y4+9=0 

8. 2x2 +27? -2x+2y4+7=0 
9.3x]4+3y?+4y-7=0 

10. x2+y2— 10x — 109+25=0 


Nos Exercícios de 11 a 16, determine se o gráfico é uma circun- 
Jferência, um ponto ou um conjunto vazio. 


11. x2+y2-2x+10y+19=0 
12. 4x2 +42 +24x—-4y+1=0 
13. x2+yº—- 10x+46y436=0 
14 x +y+2x-4y+5=0 


15. 36x? + 3672 — 48x + 367 — 119 =0 
16. 9x2 +9y2 + 6x — 67+5=0 


Nos Exercicios de 17 a 44, desenhe um esboço do gráfico da | 
equação. 


17. y=2x+5 18. y= 4x —3 
19. y=vx+4 20. y=vx— 1 
2. y=—x+4 22. y= —Vx— 1 
23. y) =x +4 24. y)=x—1 
25. y=3— x? 26. y=x2+2 
27. y=x]—4 28. y=9— x? 
29. y=4+xº 30. y=x?—9 
31. xy=4 32. xy= —1 
33. xy = — 34. xy = 9 

35. x=yº2+2 36. x=yº—4: 


37. (a) x+3y=0;(bD)x-3y=0;(c)x?—-9y2=0 

38. (3) 2x — 5y=0;(b)2x+5y=0:(c)4x?— 2592 =0 
39. (a) y = 2x; (b) y = — 2x; (0) y? = 2x 

40. (a) y=V-2x:(bD)y=—V-2x: (0) y? = —2x 

4. (a)y=V/4 22; (b)y= 4-0; ()2 +92 =4 


42. (a)y=vt-x;(bDy=-VI-x!;(0)x2+y2=1 


43. (a)x=;vl—4y';(b)x= —3V1-4y2; (c0)4x2? +4y2 = 1 


44. (a) xy=2;(b)xy= —2; (0) xy? = 4 


Nos Exercícios de 45 a 48, ache uma equação da circunferência 


satisfazendo as condições dadas. 


45. O centro estáem (— 3, — 5) e é tangente à reta 12x + 5y = 4. 
46. O centro está em (— 2, 5) e é tangente à reta x = 7. 
= O0em(-—1, 1) e passa pelo 


47. Tangente à reta 3x + y + 2 
ponto (3, 5). 


48. Tangente à reta 3x + 4y — 16 = 0 em (4, 1) e com um raio 
de 5 (duas circunferências possíveis). 

49. Ache uma equação da reta que é tangente à circunferência 

O no ponto (5, 1). 

50. Ache uma equação de cada uma das duas retas com 

que são tangentes à circunferência 


x + yº —- 4x + 67) — 12 = 


4 


inclinação > 
x + 7º +2x- 8y - 8 =0. 


1.4 FUNÇÕES 





FIGURA 1 
Tabela 1 
x y=x? 
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X: todos os Y: números 
números reais não-negativos 
FIGURA 2 
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51. Prove que um gráfico que seja simétrico com respeito a am- 
bos os eixos coordenados também seja simétrico com respei- 
to à origem. 


52. O gráfico de uma equação em x e y será simétrico com res- 
peito à reta com equação y = x se e somente se esta for equi- 
valente à equação obtida quando x for substituído por y e 
y por x. Mostre que o gráfico da equação ax? + by? = c, 
onde q, be c são positivos, será simétrico com respeito a 
essa reta se e somente se a = b. 


53. Prove que um gráfico simétrico com respeito a duas retas per- 
pendiculares quaisquer também seja simétrico com relação 
ao ponto de intersecção delas. 


Muitas vezes ocorre na prática que o valor de uma quantidade depende do va- 
lor de outra. Exemplificando, o salário de uma pessoa pode depender do núme- 
ro de horas trabalhadas; a produção total de uma fábrica pode depender do 
número de máquinas usadas; a distância percorrida por um objeto pode depen- 
der do tempo decorrido desde que ele deixou um dado ponto; o volume do es- 
paço ocupado por um gás sob uma pressão constante depende da temperatura 
do gás; a resistência de um fio elétrico com comprimento fixo depende de seu 
diâmetro, e assim por diante. A relação entre tais quantidades é dada freqiuen- 
temente por uma função. Para nossos propósitos, restringimos as quantidades 
na relação a serem números reais. Então 


Uma função pode ser considerada como uma correspondência de um con- 


junto X de números reais x a um conjunto Y de números reais >, Eua o núme- 
TO ) é único para um valor específico de x. | 





A Figura 1 dá uma visualização de tal correspondência, onde os Conjuntos X 
e Y consistem em pontos numa região plana. ; 

Estabelecendo o conceito de uma função de outra forma, consideramos in- 
tuitivamente o número real y no conjunto Y como uma função do número real 
x no conjunto X se houver uma regra pela qual um valor específico de y seja 
atribuído a um valor de x. Essa regra é dada, muitas vezes, por uma equação. 
Por exemplo, a equação 


y=xº 


define uma função para a qual X é o conjunto de todos os números reais e Y 
é o conjunto de números não-negativos. O valor de y em Y, atribuído ao valor 
de x em X, é obtido quando multiplicamos x por si mesmo. A Tabela 1 dá o 
valor de y atribuído a alguns valores fixados de x, ea Figura 2 ilustra a corres- 
pondência para os números na tabela. 

Usamos simbolos tais como f, ge h para denotar uma função. O conjunto 
X de números reais descritos acima é o domínio da função, e o conjunto Y de 
números reais atribuídos aos valores de x em X é a imagem da função. 


D ILUSTRAÇÃO 1 Seja f a função definida pela equação 


y=vx—2 


Como os números são restritos a números reais, y é uma função de x apenas 
parax — 2 > 0, pois para qualquer x que satisfaça essa desigualdade, um valor 
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único de y é determinado. No entanto, se x < 2, obtemos uma raiz quadrada 
de um número negativo, e então, não existe número real y algum. Logo, deve- 
mos restringir x de modo que x > 2. Assim, o domínio de f é o intervalo 
[2, +c0), e a imagem é [0, + 00). « 


Db ILUSTRAÇÃO 2 Seja g a função definida pela equação 
y=vxº—9 


Observe que y é uma função de x apenas para x > 3 oux < —3 (ou sim- 
plesmente |x| > 3); para qualquer x que satisfaça uma dessas desigualda- 
des, um valor único de y é determinado. Nenhum valor real de y é deter- 
minado se x estiver no intervalo aberto (— 3, 3); pois para esses valores de 
x obtemos a raiz quadrada de um número negativo. Logo, o domínio de 
gé(-o, -3] U [3, +00) e a imagem é [0, +00). 4 


Podemos considerar uma função como um conjunto de pares ordenados. Por 
exemplo, a função definida pela equação »y = x? consiste em todos os pares or- 
denados (x, y) que satisfaçam a equação. Os pares ordenados pesa função da- 
dos pela Tabela 1 são (1, DG, 5). (4, 16), (0,0), (— 1, D(-5, De(-4,10. 
Evidentemente, há um número ilimitado de pares ordenados na função. Alguns 
outros são (2, 4), (— 2, 4), (5, 25), (—5, 25), (43, 3) e assim por diante. 


D ILUSTRAÇÃO3 A função f da Ilustração 1 é o conjunto de pares ordenados 
(x, y) para os quais y = Vx — 2. Com simbolos, escrevemos 


f=Iey|y=vx—2) 


Alguns dos pares ordenados em f são (2, 0), (é, 4), 3, D, (4, 2), (5, va, 
(6, 2), (11, 3). 


> ILUSTRAÇÃO 4 A função q da Ilustração 2 é o conjunto dos pares ordena- 
dos (x, y) para os quais y = x? — 9, isto é, 


9 = [()|y=vx—9] 


Alguns dos pares ordenados em g são (3, 0), (4, “JN, (5, 4), (—- 3,0), (— 13, 2). 
«4 
Daremos agora a definição formal de uma função. O conceito de função torna- 


se mais preciso se ela for definida como um conjunto de pares ordenados, ao 
invés de usarmos uma regra ou correspondência. 


Uma função é um conjunto de pares ordenados de números (x, )), sendo que 
dados dois pares ordenados distintos, nenhum deles terá o mesmo primeiro nú- 


mero. O conjunto de todos os valores admissíveis de x é chamado de domínio 
da função e o conjunto de todos os valores resultantes de .y é chamado a ima- 
gem da função. 





Nessa definição, a restrição que dois pares ordenados não podem ter o mes- 
mo número assegura que y seja único para valores específicos de x. Os números 
x e y são variáveis. Dados os valores atribuídos a x e como o valor de y indepen- 
de da escolha de x, x será a variável independente e y, a variável dependente. 
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O conceito de uma função é um conjunto de pares ordenados que nos permi- 
te dar a definição a RE do gráfico de uma função. 


Se f for uma função, então o gráfico de f será o conjunto dos pontos (x, )) 





em Rº para os quais (x, y) é um par ordenado de f. 


Comparando essa definição com a definição do gráfico de uma equação 
(1.2.4), segue que o gráfico de uma função f é o mesmo que o gráfico da equa- 
ção y = f(x). 


"D ILUSTRAÇÃO 5 (a) Um esboço do gráfico da função f da Ilustração 1 está 


na Figura 3. Ele é a metade superior de uma parábola. 
(b) A Figura 4 mostra um esboço do gráfico da função g das Ilustrações 2 e 4. 
« 
Lembre-se de que para termos uma função, é preciso existir exatamente um 
valor da variável dependente para cada valor da variável independente no do- 
mínio da função. Em termos geométricos isso significa que 


O gráfico de uma função pode ser interceptado por uma reta eine em, 


no máximo, um ponto. 





Observe que essa é a situação dos gráficos das funções nas Figuras 3 e 4. 


Db ILUSTRAÇÃO 6 Consideremos o conjunto 
(Ox 9)|x? + y? = 25) 


Um esboço do gráfico desse conjunto está na Figura 5. Tal conjunto de pares 
ordenados não é uma função, pois para cada x no intervalo (— 5, 5) existem 
dois pares ordenados distintos, tendo um mesmo valor de x como primeiro ele- 
mento. Por exemplo, (3, 4) e (3, — 4) são pares ordenados no conjunto dado. 
Além disso, observe que o gráfico do conjunto dado é uma circunferência com 
centro na origem e raio 5 e uma reta vertical tendo a equação x = a, onde 
—S <a< 5, intercepta a circunferência em dois pontos. « 


À próxima secção trata de gráficos de funções e apresenta mais exemplos. 

Para introduzir a notação de valor funcional, seja f a função tendo como 
seu domínio os valores da variável x e como sua imagem os valores da variável 
». Então, o símbolo f(x) (lemos ““f de x”) denota o valor de y correspondente 
ao valor de x. 


D ILUSTRAÇÃO 7 Na Ilustração 1, f = f(x, D|y = x — 2). Assim 


fo)=vx—2 


Calculamos f(x) para valores específicos de x. 


fQO=3-2 H)=5-2 bfH9)=/6-2 H9)=9-2 
= 1 = 3 = = 7 «4 
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Quando definimos uma função, o domínio da função deve ser dado implícita 
ou explicitamente. Por exemplo, se f for definida por 
fo) = 3x? — 5x +2 
isto implica que x pode ser qualquer número real. Mas, se f for definida por 
fO)=3xº — 5x +2 I<x<10 


então o domínio de f consistirá em todos os números reais entre 1 e 10, inclusi- 
ve os extremos. 
Analogamente, se g for definida pela equação 





(x) 5x — 2 
i x+4 
isto implica que x é —4, pois o quociente não está definido para x = —4; 


logo, o domínio de g é o conjunto de todos os números reais exceto — 4. 
Se 


h(x) = /9 — x? 


isto implica que x está no intervalo fechado [—3, 3], pois 9 — x? não é um 
número real para x > 30ux < —3. Assim, o domínio deh é [-3,3]ea ima- 
gem é [0, 3]. 


EXEMPLO 1 Dada a função f definida por 
fo)=x2+3x—4 


ache: 


(a) F(0); (b) SC); (0) FU); (A) FC); (O) FD); (DD FO + h); (8) SO) + HC). 


Solução 
(a) H(0)=02+3-0-—4 DMD =2+4+3:2-—4 
— =4 =6 
(co) f(h)=h?+3h-—4 (d) f(2h) = (2h)* + 3(2h) — 4 
=4hº+6h-—4 
O IL) OLHA OD fkth)=K+h+Hx+h—4 
= 4x2 + 6x-—4 =x2+2hx+h? +3x+3h—4 


=x+(2h+3x+(h?+3h-—4) 


(2) fo)+ fh)=(x2+3x—- 9)+(hº+3h-—4) 
=x]+3x+(hº+3h-—8) 


Compare os cálculos das partes (f) e (g) do Exemplo 1. Na parte (£ ) o cálcu- - 
lo é de f(x + A) que é o valor funcional na soma de x e A. Na parte (g), onde: 
S() + f(h) é calculado, obtemos a soma de dois valores funcionais f(x) e f(h). 





FIGURA 6 
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No Capítulo 3 precisamos calcular quocientes da forma 


fx + h)— fo) 
h 


Esse quociente surge como a inclinação da reta que passa pelos pontos (x, f(x)) 
e (x + A, f(x + h)) sobre o gráfico da função definida por y = f(x). Veja a 
Figura 6. Se, no cálculo, a diferença de dois radicais aparece no numerador, 
racionalizamos o numerador como na parte (b) do exemplo a seguir. 


h AO 


EXEMPLO 2 Ache 


Fx + h) — SO) 
h 


“onde A 0, se (a) f(x) = 42 — 5x + 7: (b) FO) = Vx. 


Solução 


E Ased  AO RR (Cação Ho O 








h h 
4x +8hx+4hº —-5Sx—-Sh+7-—- 4x] + 5x2 7 
= ; | 
— 8hx— Sh + 4h 
E h 
—8x-—-S+4h 


Soc fo) xt — x 
h 


h 
vx + h — Vox +h + Vx) 
h(/x + h + x) 
(x + h)— x 


Fa ess 


(b) 


h 
E h(/x + E Vx) 
Í 
E Jx+h+ x 


Na segunda etapa dessa solução o numerador e o denominador são multipli- 
cados pelo conjugado do numerador, a fim de racionalizar o numerador, e isto 
dá um fator comum de h no numerador e denominador. 


Vamos definir agora algumas operações com funções. Na definição, novas 
funções são formadas a partir das funções dadas, através da soma, subtração, 
multiplicação e divisão de valores funcionais. Consequentemente, essas novas 
funções são conhecidas como a soma, a diferença, o produto e o quociente das 
funções originais. 
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1.4.3 DEFINIÇÃO | Dadas as duas funções f e 9: 
(i) a sua soma, denotada por f + q, é a função definida por 
GF + DO) = FO) + 96) | 

(ii) a sua diferença, denotada por f — q, é a função definida por 
( — 9X) = TO) — 90) | 

(iii) o seu produto, denotado por f - q, é a função definida por 
O + 90) = SO) - 90) o 

(iv) o seu quociente, denotado por f/g, é a função definida por 
U/9)0) = 10)/900) 


Em cada caso, o domínio da função resultante consiste naqueles valores de 
x comuns aos domínios de f e g, com a exigência adicional, no caso (iv), de 
que os valores de x para os quais g(x) = O sejam excluídos. 


EXEMPLO 3 Dadas as funções :f e g definidas por 


fo)=vx+1 e gx=yx-—4 
ache: 
(a) (SÍ + ge; (DU — e); (e) e); (A) L/. 


Solução 
(a) (f+gb)=vx+1l+Vyx—4 (b) (f—-gbo)=vx+1I—vx—4 


OU MD= VET NITS (I- Er 


O dominio de fé [- 1, + c0), o domínio de g é [4, + 0). Assim, nas partes 
(a), (b) e (c), o domínio da função resultante é [4, + 00). Na parte (d), o deno- 
minador é zero quando x = 4; desse modo, 4 é excluído do domínio, o qual, 
então, é (4, + 00). 





Outra operação com funções consiste em obter a função composta de duas 
funções dadas. 












Dadas as duas funçõ 
da por 


Fo go) = Fg(x) 


e o domínio de f o g é o conjunto de todos os números x no domínio de g, 
| tal que g(x) esteja no domínio de f. | 


1.4.4 DEFINIÇÃO es fe q, a função composta, denotada por f og, é defini- | 





A definição indica que quando calculamos (f o g)(x), primeiro aplicamos 
a função ga xe então, a função fa g(x). Esse procedimento será demonstrado: 
na ilustração e no exemplo a seguir. 


1.4.5 DEFINIÇÃO 
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Db ILUSTRAÇÃO 8 Se fe g são definidas por 


fo)=vx e g)=2x—3 
(e 9x) = F(g(x)) 

= f(2x — 3) 

EZX 


O domínio de g é (—- co, +00), e o domínio de f é [0, + 0). Logo, o domínio 


def o g é o conjunto de todos os números reais, para os quais 2x — 3 >0 


ou, de modo equivalente, [5, + 00). « 


EXEMPLO 4 Dado que f e q estão definidas por 


fo)=/x e gy=x-1 


“determine: (3) fo fi(b)gog;(c)fog:;(d)g o f. Encontre também o domí- 


nio da função composta em cada parte. 


Solução 
(a) (fo DO) = HJ09)) (b) (9 - O) = g(g(x)) 
= f(x) = (2 — 1) 
= VVx =(x 1-1 
= 4/x = x* — 2x? 
O domínio é [0, + 00). O domínio é (— 0, + 0). 
(c) (o gx) = F(g()) (d) (g o SO) = g(f0)) 
= f(x? — 1) = g(V'x) 
=vt-l =(Vx2—1 
O domínio é RA 
(o, —1) U [1, +00). O domínio é [0, + co). 


Na parte (d) notamos que, embora x — 1 seja definida por todos os valores 
de x, o domínio de g o f, pela definição de uma função composta, será o con- 
junto de todos os números x no domínio de f, tais que f(x) esteja no domínio 
de g. Assim, o domínio de g o f deve ser um subconjunto do domínio de f. 


Observe, dos resultados das partes (c) e (d) do Exemplo 4, que (f o g)(x) 
e (9 o fx) não são, necessariamente, iguais. 





(1) Uma função é par se, para todo valor de x no domínio de f, f(—-») = f(9). | 
(11) Uma função f é denominada ímpar se, para todo valor de x no domínio 


de f, f(x) = —FfO). 


Em ambos os casos (i) e (ii), devemos entender que — x está no domínio de f, | 
sempre que x estiver lá. - 
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D ILUSTRAÇÃO 9 (a) Se f(x) = 3x! — 2x? + 7, então 
H-g)= H-m)* = A -x)* +7 
=3x* = 2x* 47 
= f(x) 


| Logo, f é uma função par. 


(b) Se g(x) = 3xº — 4xº — 9x, então 
3(— x)? — 4(—x)* — 9H — sx) 
—3xº + 4x* + 9x 

= —(3xº — 4x) — 9x) 

= —g() 


g(— x) 


Logo, g é uma função impar. 
(c) Se A(x) = 2x! + 7xº — x? + 9, então 


nisi ais ao 
= 2x*—- 7x* —- x? +09 


Vemos que a função h não é nem par, nem ímpar. «4 


Do teste de simetria dado na Secção 1.3, segue que o gráfico de uma função 
par é simétrico em relação ao eixo y e o gráfico de uma função ímpar é simétri- 
co com relação à origem. 


> ILUSTRAÇÃO 10 (a) Se f(x) = x2, f será uma função par e seu gráfico será 
uma parábola simétrica com respeito ao eixo y. Veja a Figura 7. 

(b) Se g(x) = x3, g será uma função impar. O gráfico de g, mostrado na Fi- 
gura 8, será simétrico com respeito à origem. «4 


Uma função cuja imagem consiste em um único número, é chamada de fun- 
ção constante. Assim, se f(x) = ce se c for um número real qualquer, então 
f será uma função constante e seu gráfico será uma reta paralela ao eixo x, a 
uma distância de c unidades desse eixo. 


>» ILUSTRAÇÃO 11 (a) A função definida por f(x) = 5 é uma função constante, 


e seu gráfico, mostrado na Figura 9, é uma reta horizontal 5 unidades acima 
do eixo x. 

(b) A função definida por g(x) = —4 é uma função constante cujo gráfico 
é uma reta horizontal 4 unidades abaixo do eixo x. Veja a Figura 10. «4 

Uma função linear é definida por 

fo)=mx+b 


onde m e b são constantes e m O. Seu gráfico é uma reta tendo inclinação 
m e y intercepto bD. 


D ILUSTRAÇÃO 12 A função definida por 
fo)=2x— 6 


é linear. Seu gráfico é a reta mostrada na Figura 11. 4 





FIGURA 11 
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EXERCÍCIOS 1.4 


Nos Exercícios de 1 a 4, determine se o conjunto dado é uma 
função. Se for, qual o seu domínio? 


Vx — 43 (b) (lx, 9)|y = 


1. 


(a) f(x, W)|y = 
(o) ((x, y)|y = 
- (a) f(x, ))|y = 


(o) (ix, W)|y = 


(a) (lx, 9)|y = 
(c) ((x, y)|ly = 


V4— x23; (d) f(x, y)|x? + y? = 4). 

Vx + 1; o ((x, 9)|y 

d) f(x, y)jx? + y? = 1). 

« (a) (x, 9)|y = x23; (b) E lx = y?); 

(o) (x, 9)|y = x*); (d) (lx, ))|x = 2). 

x — 12 +2y(b f(x px=(y—- 2 + 1); (1): f 00) + Sh); (9) 

(x + 2)* — 13; (d) (lx, D)|x = (y + 1)º — 23. | 

- Dada f(x)=2x— 1, ache (a) f(3); (b) f(—2) (c) f(0); 8. Dada g(x) = 3x? — 4, ache (a) g(—4); (b) gl); (c) g(x?); 
(d) fla + 1); (e) Fx + 1; (1) fQx): (2) 2/00); (h) flx + h); gx + h) — g(x) 


(1) S69) + F(h); 0) ,h%0. 
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A função linear dada, definida por 


fo) = 


é chamada de função identidade. Seu gráfico, mostrado na Figura 12, é a reta 
que divide ao meio o primeiro e o terceiro quadrantes. 
Se uma função f for definida por 


fo)=ax +a x Ira x +...+ax+a 


onde q, à, ..., a, são números reais (a, = 0) en for um inteiro não- 
negativo, então f será chamada de função poninonaa! de grau n. Assim, a fun- 
ção definida por 


fo)=3I0 —- xº + 7x — 1 


é uma função polinomial de grau 5. 

Uma função linear será uma função polinomial de grau 1. Se o grau de uma 
função polinomial for 2, ela será chamada de função quadrática, e se o grau 
for 3, será chamada de função cúbica. 

Se uma função puder ser expressa como o quociente de duas funções polino- 
miais, ela será chamada de função racional. 

- Uma função algébrica é aquela formada por um número finito de operações 
algébricas sobre as funções identidade e constante. Essas operações algébricas 
incluem adição, subtração, multiplicação, divisão, potenciação e radiciação. As 
funções polinomiais e racionais são tipos especiais de funções algébricas. Um 


exemplo complicado de uma função algébrica é aquele definido por 
(x2 — 3x + 1) | 
JO) = Qd 
x + 1 


Além das funções algébricas, são também consideradas em Cálculo as fun- 
ções transcendentais. Exemplos são as funções trigonométricas discutidas na 
Secção 1.6 e as funções exponencial e logarítmica introduzidas no Capítulo 7 


3 
6. Dada f(x) = —, ache (a) f(1); (o) H—3); (o) S (9; (d) SG); 


= 3 
Oy, (e) (5): () Rê ) (8) na () fe 3% 0) NO 10) 
=x — 1); HÃO po 


7. Dada f(x)=2x? + 5x — 3, ache (a) f(— 2); (b) f(— 1); (c) f(O0); 

(d) FG); (e) Hh + D; (1) SQx); (2) Sc — 3); (h) flx + h); 
fo + h)— SO) h+0 
h , 


(d) g(3x? — 4); (e) g(x — h); (£) g(x) — g(h); (g) 
h + 0. 


h , 
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9. Dada F(x)=V2x+ 3, ache (a) F(—1); (b) F(4); (c) F(): 


(d) F(L); (e) Fx + 3); (1) td dio h+0 


4 — x, ache (a) G(—5): (b) G(0); (c) G(1); 


(a) GU) (6) G(4 — xy; () PELO CO pão 


Nos Exercícios de Il a 20, as funções fe g são definidas. Em 
cada exercício, defina as seguintes funções e determine o domi- 
nio da função resultante: (a) f + g; (b)f- g;()f-g; (d) S/8; 
(e) g Ff. 


10. Dada G(x) = 





11. de di 12. fo)=Vx:go)=x2+41 
13. f(x) = E igb)= 14. fl) = x; g(x) = 
15. f(x) = x go)=x"—1 16. f0)=||igo)=|x—3] 
17. fo)=x]+ 1; g(x)=3x—2 
I8. fb)=Vx +44 go)=x])—4 
1 

E E Ena PO RR pasa EO 

19. Sl) E 1 g(x) e E 5 20. f(x) x g(x) Jx 


Nos Exercícios de 21 a 30, estão definidas as funções fe g. Em 
cada exercício, defina as seguintes funções e determine o domi- 
nio da função composta: (a) fog; (b)gofit)Jfofitdlg og. 
21. fo)=x—2 g(x)=x+7 

22. f(x)=3— 2x; g(x) = 6 — 3x 

23. As funções do Exercício 11. 

24. As funções do Exercício 12. 


25. x)=vx—- 2 g(x)=x]—-2 
l | 
26. fo)=x?— 1: gx) = E 27. f(x) ==: 90) = x 
fl) = Vx: 90) = 29. f(9) = [el; 900) = |x + 2] 


30. fl) = xº — Edi JR 


Nos Exercícios 31 e 32 a função f está definida. Em cada exerci- 
cio, defina as seguintes funções e determine o dominio da fun- 
ção resultante: (a) fOc): (b) [fO)P; (c) (f o Pt). 


31. f(x)=2x —3 32. f(x) = no 


= 1 
33. Dada G(x) = ix — 2| — |x| + 2, expresse G(x) sem as 
barras de valor absoluto, se x estiver no intervalo dado: 
(a) [2, + 0); (b) (— 00, 0); (c) TO, 2). 
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34. Dada f(t) = l 


B+d-ll—3 


, expresse f(t) sem as barras 


de valor absoluto, se t estiver no intervalo dado: (a) (0, + co); 


(b) [-3, 0); () (—- o, —3). 
35. Dada 
bd 
ui E se x £ O 
l se x = O 


ache (a) f(1); (b) S(— 1); (e) S(4); (d) C— 4); (e) HC x); (D fla + 1); 


(2) flx%); (h) H(— x?). 


Em cada caso dos Exercícios 36 e 37, determine se a função da- 
da é par, impar ou nenhuma das duas. 


36. (a) flx)=2x* -3x2 +41 
(c) f(s)=s2 +25 +2 
(e) h(t) = ad | 
pas 
(g) 10) = Ri F1 


37. (a) gx) = 5x2 — 4 


(co) H)=4"+3t—2t 


Il sex>0 
fer -( se x < 0 
(8) fz) = (z — 1)? 
() gox)=vx)—1 


(b) f(x) = 5xº — 7x 
(d) go) =xº —1 








(1) Sl) = | 
(h) g(z) = El 
Dto eai 
— 1 
(d) g(r) = PE 
— 5 
(1) h(x) = o 
“HW 
(h) g(x) = EE 


(O) SO) =x 


38. Existe uma função que é par e ímpar. Qual é? 
39. Determine se a função composta f o g é par ou impar em. 
cada um dos seguintes casos: (a) f e g são ambas pares; 
(b) fe g são ambas ímpares; (c) f é par e g é impar; (d) f é 


impar e g é par. 


Se feg forem duas funções tais que (f o g)x) = xe (g o Hx) = 
= x, então fe g serão funções inversas. Nos Exercícios de 40 
a 42, mostre que fe g são funções inversas. 


40. f(x) = 2x — 3 e gx)= 





Í 
41. f(x) = 1 


42. flxy)=x],x>20 e g(x)= 


x+3 


Z 


| — x 
e Ai 


F- 


1.5 GRÁFICOS DE FUNÇÕES Como preparação para o nosso estudo de limites e continuidade no Capítulo 
2, discutiremos os gráficos de funções. Lembre-se, da Secção 1.4, que o gráfico 
de uma função f é o mesmo que o gráfico da equação y = f(x). Enquanto o 
domínio de uma função geralmente torna-se evidente a partir da definição da 
função, a imagem é determinada frequentemente pelo gráfico da função. 


FIGURA 1 


FIGURA 2 








FIGURA 3 
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EXEMPLO 1 A função valor absoluto é definida por 
fl) = | 


Determine o domínio e a imagem da função valor absoluto e faça um esboço 
de seu gráfico. 


Solução Da definição (1.1.8) de |x|, temos 


x sex 20 
—x sex <0 


fog= 


O domínio é (— co, + 0). O gráfico de f consiste em duas semi-retas que pas- 
sam pela origem e acima do eixo x; uma delas tem inclinação igual a 1 e a outra 
tem — 1. Veja a Figura 1. A imagem é [0, + 00). 


EXEMPLO 2 Seja f a função definida por 


—3 sex < —l 
f(x) = | se-l<x<?2 
4 seZ<x 


Determine o domínio e a imagem de f e desenhe um esboço de seu gráfico. 


Solução O domínio é (— oo, + co) e um esboço do gráfico aparece na Figu- 
ra 2. A imagem consiste nos três números —3, le 4. 


z 
Ed 


EXEMPLO 3 Seja g a função definida por 


(x) 3x — 2 sex<1 
X)] = 
4 x sel <x 


Determine o domínio e a imagem de g e faça um esboço de seu gráfico. 


Solução O domínio de gé (— co, + 00). O gráfico consiste na parte da reta 
y = 3x — 2 para a qual x < 1 e na parte da parábola y = x” para a qual 
1 < x. Um esboço do gráfico está na Figura 3. A imagem é (— 0, +00), 


EXEMPLO 4 A função h é definida por 


KO 00 
x—3 





h(x) = 


Determine o domínio e-a imagem de h e faça um esboço de seu gráfico. 


Solução Como h(x) está definida para todo x exceto 3, o domínio de h 
consiste em todos os números exceto 3. Quando x = 3, ambos o numerador 
e o denominador são nulos e 0/0 é indefinido. 

Fatorando o numerador em (x — 3)(x + 3) obtemos 


(x — 3)(x + 3) 
x 


h(x) = 3 


42 





FIGURA 4 





FIGURA 5 





FIGURA 6 
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ou A(x) = x + 3, desde que x = 3. Em outras palavras, a função A pode ser 
definida por 


hO)=x+3 sex3 
O gráfico consiste em todos os pontos sobre a reta y = x + 3, exceto o ponto 


(3, 6). Veja a Figura 4. A imagem de A é o conjunto de todos os números reais 
exceto 6. 


EXEMPLO 5 Seja H a função definida por 


x+3 sex *3 
H(x) = 
fo) E sex =3 


Determine o domínio e a imagem de H e faça um esboço de seu gráfico. 


Solução Como H está definida para todos os valores de x, seu domínio 
é (- co, + 00). Um esboço do gráfico de H é mostrado na Figura 5. Ai imagem 
é o conjunto de todos os números reais exceto 6. 


EXEMPLO 6 A função f é definida por 


2 
seo (5 se x £2 


7 sex=2 
Determine o domínio e a imagem de f e faça um esboço de seu gráfico. 


Solução Como f é definida para todos os valores de x, o domínio é 
(— co, + 00). O gráfico mostrado na Figura 6 consiste nos pontos (2, 7) e todos 
os pontos sobre a parábola y = x? exceto (2, 4). A imagem é [0, + 0). 


EXEMPLO 7 Seja F a função definida por 


x— | sex<3 
F(x) = 45 se x=3 
2x + | se3<x 


Determine o domínio e a imagem de F e faça um esboço de seu gráfico. 


Solução O domínio de Fé (— co, +00), A Figura 7 mostra um esboço do 
gráfico de F; consiste em parte da reta y = x — 1 para x < 3,0 ponto (3, 5) 
e parte da reta y = 2x + 1 para 3 < x. Os valores funcionais são ou números 
menores do que 2, o número 5, ou números maiores do que 7. Logo, a imagem 
de F é o número 5 e aqueles números em (—- 00, 2) U (7, +00). 


EXEMPLO 8 A função q é definida por 
90) = xlx — 2) 


Determine o domínio e a imagem de g e faça um esboço de seu gráfico. 





FIGURA 7 


FIGURA 8 





FIGURA 9 
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Solução Como vx(x — 2) não é um número real quando x(x — 2) < 0 

o domínio de g consiste em todos os valores de x para os quais x(x — 2) 20 
Essa inequação estará satisfeita quando ocorrer um dos dois casos: x > O e e 
x-2>00ux<0ex-2<0. 


Caso lx >0ex -—- 2 > 0. Isto é, 
x20ex2z22 


Ambas as pena estão verificadas se x > 2, que é o intervalo [2, + co). 


Caso 2:x <0ex — 2 < 0. Isto é, 
<0ex<2 


Ambas as desigualdades ocorrem se x < 0, que é o intervalo (= co, 0]. 
Combinando as soluções dos dois casos obteremos o domínio de g. Ele é 
(—- o, 0] U [2, +00). 
A Figura 8 mostra um esboço do gráfico de g. A imagem de q é 10, + 00). 


O símbolo [x]é usado para denotar o maior inteiro, menor ou igual a x; isto é, 
[x)=nsen <x<n+ l,onden é um inteiro 
Essa função é chamada de função maior inteiro. Portanto, se 7 for essa função 
1= (x, )|y = [x]) 
e o domínio de I será (— co, + 0). Para obter um esboço do gráfico de 7, pri- 
meiro calculamos alguns valores funcionais. 
Se —S<gx<-—4, [x|= —S 
Se —-4<xx<-—3, [x]J=-—4 


Se —-3<xx<-2, [x)=-3 
Se —2<xx<-l, [x)=—2 
Se —lI<xx< 0 [xj=-1 
Se O<x< 1, [xj= 0 
"Se Ii<xx<-2 [bj= 1 
Se 2<x< 3 Ix)j= 2 
Se 3I<xx< 4, |xj= 3 
Se d4<xx< 5, [|xl= 4 


A Figura 9 mostra um esboço do gráfico de 7. A imagem é o conjunto de todos 
Os inteiros. 


EXEMPLO 9 Faça um esboço do gráfico da função definida por 
G(x) = [x] — x | 


Dê o domínio e a imagem de G. 
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Solução Como G está definida para todos os valores de x, seu domínio 
é (—- co, +00). Da definição de [x], temos o seguinte: 


Se 


—2<x<—1, [x])=—-2; portanto G(x)= Ei 
Se —-lI<xx< O [x])=-—1l; portanto G(xy)=-1—-x 
Se O<x< 1, [x])= 0; portanto G(x) = — 
Se I<xx< 2, [x]l= 1; portanto G()=1-—-x 
Se 2<«x< 3 [x)J= 2; portanto G(x)= 


e assim por diante. Em termos mais gerais, se n for um inteiro qualquer, então 


Se n<xx<n+1, [x)=n; portanto G(x)=n-—x 





Com estes valores de funções obtemos o esboço do gráfico de G, mostrado na 
FIGURA 10 Figura 10. Do gráfico observamos que a imagem de G é (— 1, 0). 








EXERCÍCIOS 1.5 


Em cada exercício, determine o dominio ea imagem da função x+6 sex< —4 
e desenhe um esboço de seu gráfico. 25. fo) =+. 16 —- x? se-4<x<4 
L f)=3x—1 2. g0)=6-2x 6 — x se 4 < x 
3. Fo)=x)— 1 4 G(x)=5—x?. 6x+7 sex< —? 
5. g(x) = x + l 6. fo) = VIx— 6 26. g(x) = 3 sex= -—2 
e 8. g(x) = 9 — x? 4-x se-Z<x 
Pa Aloe) = E E e : x-2 sex<0 
Ee a si o 27. F(x)=40 sex=0 
4xº — 1 
15. =Ix—2+4 16. F(xy)=———— 2 = 2. 
g(0) = | | a PSU e gta = & dia 4x? — 5x + 6) 
: F (xº — 3x + 2x — 3) 
11 es — 4x +3 dá RR oe — 4x + 12 : ô 
' o | RAciE x —- x— 6 29, rose O) 
x + 6x+5 
19. G —2 sex<3 ; — 
- G(x) = E 30. h(x) = vxº — 5x + 6 31. fo)=vx)—3x— 4 
3 2 30942 
E se x< —2 32. fl) = ER TO a gls) Hex 
20. ho)=4-1 se -2<x<? RES Ro 
3 a 34. Fl) = x* + xº = — 3x + 18 
21. f(x) = 3 2 
O sex=2 x) + 5x — 6x — 30 
2. fo) = po sex * —3. 
sex=—3 36. g(x) = |x): |x — 1] | 
23. HG) = x2—-4 sex<3 37. fo) = [pj+|x—1| 38. F(x) = [x + 2] 
2x— 1 se3< 39. g(x) = [x — 4] 40. H(x) = |x| + [x] 


24. 25=% qe=beres a 


Ri 44. h(x) = 


x+5 sex<-s 41. G(x) = x — Eae 42. h(x) = [x7] 
dada pa 43. gl) = 


x—s se 5 <x 


FIGURA 1 


1.6 AS FUNÇÕES 
TRIGONOMÉTRICAS 





1.6.1 DEFINIÇÃO 
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Você já deve ter feito algum estudo de trigonometria. Mas, dada a importância 
das funções trigonométricas em Cálculo, apresentamos aqui um breve resumo 
delas. 

Em geometria um ângulo é definido como a união de dois raios chamados 
de lados, tendo um extremo em comum denominado vértice. Qualquer ângulo 
é congruente a um ângulo tendo vértice na origem e um lado, chamado de lado 
inicial, sobre o lado positivo do eixo x. Dizemos que tal ângulo está na posição 
padrão. A Figura | mostra um ângulo 4OB na posição padrão com 04 como 
lado inicial. O outro lado OB é chamado de lado final. O ângulo 40B pode 
ser formado ao girarmos o lado OA até o lado OB; sob tal rotação o ponto 
A move-se ao longo da circunferência de centro O e raio |O4|, até o ponto B. 

Quando os problemas envolvem ângulos de triângulos, a medida de um ân- 
gulo é dada usualmente em graus. Mas, em Cálculo estamos interessados em 
funções trigonométricas de números reais e essas funções estão definidas em 
termos da medida de ângulos em radianos. 

O comprimento de um arco de uma circunferência é usado para definir a me- 
dida em radianos de um ângulo. 


Seja AOB um ângulo na posição padrão e |O4| = 1. Ses unidades for o com- 
primento do arco da circunferência percorrido pelo ponto 4 quando o lado ini- 
cial OA é girado até o lado final OB, a medida em radianos £, do ângulo 40B, 
será dada por 


= s sea rotação for no sentido anti-horário 





—s sea rotação for no sentido horário 


> ILUSTRAÇÃO 1 Do fato de que a medida da circunferência do círculo uni- 
tário é 2x, as medidas em radianos dos ângulos na Figura 2 (a)-(f) são determi- 


nadas. Elas são +71, 47, -5A,5n,-SneZ7n, respectivamente. «4 
y 

y 

E à 

2 E 

As , 
X 

(0) O 


(a) (b) 


o] ts 
3 





| (a) (e) 
FIGURA 2 
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Na Definição 1.6.1, é possível ocorrer mais do que uma revolução completa 
na relação de OA. 


> ILUSTRAÇÃO 2 A Figura 3(a) mostra um ângulo cuja medida em radianos 
é 5x, e a Figura 3(b) mostra um cuja medida em radianos é — “fr. «q 


Um ângulo formado por uma revolução completa, de tal forma que OA seja 
coincidente com OB, tem por medida 360 graus e 27x como medida em radia- 
nos. Assim sendo, há a seguinte correspondência entre as medidas em graus e 
radianos (onde o símbolo — indica que as medidas dadas são de ângulos iguais 
ou congruentes): 


360º = 27x rad 180º = x rad 





Disso segue que 


o 








1º = Sion rad | rad — 
x 57º18' 
FIGURA 3 Note que o símbolo = antes de 57º18” indica que 1 rad e aproximadamente 


57º18' são medidas do mesmo ângulo ou de ângulos congruentes. 
Dessa correspondência, a medida de um ângulo pode ser convertida de um 
Tabela l sistema de unidades para O outro. 
Medida Medida 





em graus em radianos E 
30: EXEMPLO 1 (a) Ache a medida em EReIaos equivalente a 162º; (b) encon- 
Je e tre a medida equivalente em graus para  % rad. 

4 

60 sa Solução 

90 21 5 180º 
120 2q (a) 162º = 162 5397 rad (b) 557 rad — 197 

Fis 

135 E! 
150 57 162º = rn rad tan rad — 75º 
180 r 
270 57 . o aê . . 
360 m A Tabela 1 dá a correspondência em graus e radianos da medida de alguns 


ângulos. Vamos definir agora as funções seno e co-seno de qualquer número real. 


1.6.2 DEFINIÇÃO | Suponha que £ seja um número real. Coloque na posição padrão um ângulo 
y com £ rad de medida e seja P a intersecção do lado final do ângulo com a cir- 
cunferência do círculo unitário com. centro na ongem: Se P for o ponto (x, )), 
então a função seno será definida por 






; sent =» 
= (cos t, sen t) 


então a função seno será definida por 


x cos ft = 





Da definição acima, vemos que sen t e cos t estão definidas para todos os 
valores de t. Assim sendo, o domínio das funções seno e co-seno é o conjunto 
de todos os números reais. A Figura 4 mostra o ponto (cos t, sen ?) quando 
FIGURA 4 | O <t < Lr,ea Figura 5 mostra o ponto (cos t, sen ?) quando —jn <t< —7. 
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y O maior valor de qualquer uma das duas funções é 1 eo menor é — 1. Vere- . 
mos posteriormente que as funções seno e co-seno assumem, todos os valores 
entre — 1 e 1; segue, portanto, que a imagem das duas funções é [—1, 1). 

Para certos valores de t, o seno e o co-seno são facilmente obtidos de 
uma figura. Da Figura 6 vemos que sen 0 = Oecos0 = 1, sen iz = 1v2e 
cosimx =i/2,senlz =lecosizx=0,senx=0ecosm=-l,snja=-l 
ecos 57 = 0. A Tabela 2 dá esses valores e outros muitos usados. 

Uma equação da circunferência do círculo unitário com centro na origem é 
x2 + y? = 1. Como x = coste ) = sen t, segue que 


FIGURA 5 Note que sen? t + cos? t significam (sen t)2 e (cos t)?. A igualdade (1) é uma 
identidade, pois é válida para todo número real t. É chamada de identidade fun- 
damental de Pitágoras, mostrando a relação entre os valores seno e co-seno, 
e pode ser usada para calcular um deles quando o outro é conhecido. 

EM À vZ, 1 v3) As Figuras 7 e 8 mostram ângulos com uma medida em radianos negativa 


EM — t e os ângulos correspondentes tendo uma medida em radianos positiva t. Des- 






(x, y) = (cos t, sen t) 


sas figuras, observe que 


sen(—t) = —sen te cos(—t) = cos t 





FIGURA 6 

Tabela 2 

t sen í cos t 

Ó Ó l 

RE EN 

ndo 

io ds : FIGURA 7 FIGURA 8 

an l O) 4 

modo : | 
in Ah ca Essas equações valem para todo número real É, pois os pontos onde os lados 
É : A Í NE finais dos ângulos (tendo medidas em radianos te —t) interceptam a circunfe- 
pa 0 ans | rência do círculo unitário, têm abscissas e ordenadas iguais que diferem somen- 
3r ai 0 te em sinal. Logo, são identidades. Dessas igualdades, segue que seno é uma 
E É | função impar e co-seno é uma função par. 


Da Definição 1.6.2 são obtidas as seguintes identidades: 





(2) 


A propriedade do seno e do co-seno estabelecida pelas igualdades (2) é cha- 
mada de periodicidade. 


1.6.3 DEFINIÇÃO | Uma função f será periódica se existir um número real p x O tal que quando 
x estiver no domínio de f, então x + p estará também no domínio de f e 


fe + D) = fo) 


O menor número real positivo p é chamado de período de f. 
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Compare essa definição com as igualdades (2). Como podemos mostrar que 
27 é O menor número positivo p com a propriedade segundo a qual sen(t + p) = 
= sentecos(t + p) = cos £, O seno e o co-seno são periódicos com período 
2x, isto é, sempre que o valor da variável independente t aumentar em 27, O 
valor de cada uma das funções será repetido. É devido à periodicidade do seno 
e do co-seno que essas funções têm importantes aplicações, associadas a fenô- 
menos que se repetem periodicamente, tais como movimentos ondulatórios, cor- 
rentes elétricas alternadas, cordas vibratórias, pêndulos oscilantes, ciclos de ne- 
gócios e ritmos biológicos. 


EXEMPLO 2 Use a periodicidade das funções seno e co-seno, bem como os 
valores de sen t e cos t quando O < t < 27x para determinar o valor exato de 
cada um dos seguintes: (a) sen 4 x; (b) cos 3 x; (c) sen 4- x; (d) cos (—- 5 7) 


Solução = 

(a) senlix =sen(in + 2-2n)  (b)cosgm=cos(ãn+2n) 
=senir = cosin 
= 1,2 =1 

(c) sent2r =sen(ênr + 3:27)  (d) cos(—Zn) = cosfên + (— 1)2x] 
=sen3z = COS gn 


=—1 = 3 


Vamos definir agora mais quatro funções trigonométricas. Elas são defini- 
das em termos do seno e co-seno. 


1.6.4 DEFINIÇÃO | As funções tangente e secante são definidas por 


sen t' l 
tg! = cost SER e cos f 


para todo número real t para o qual cos t = 0. 
As funções co-tangente e co-secante são definidas por 


o cosec t = 
sen t — sent 


para todo número real t para o qual sen t = 0. 


cotg t = 





As funções tangente e secante não estão definidas quando cos t = O. Assim 
sendo, o domínio das funções tangente e secante é o conjunto de todos os nú- 
meros reais exceto os números da forma 7 x + kr, onde k é qualquer inteiro. 
Analogamente, como cotg t e cosec não estão definidas quando sen t = 0,0 
domínio das funções co-tangente e co-secante é o conjunto de todos os núme- 
ros reais exceto os números da forma kx, onde k é qualquer inteiro. 

Podemos mostrar que a tangente e a co-tangente são periódicas, com perio- 
do 7, isto é, 


te(t + 7) = tgtecotg(t + 7) = cotg ft 


1.6.5 DEFINIÇÃO 


1.6.6 DEFINIÇÃO 
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Além disso, a secante e a co-secante são periódicas com período 27x, logo 


sec(t + 27) = sect e cosec(t + 27).= cosec t 


Usando a identidade fundamental de Pitágoras (1) e a Definição 1.6.4, obte- 
mos duas outras identidades. Uma dessas identidades é obtida quando dividi- 
mos ambos os lados de (1) por cos?t, e a outra é obtida ao dividirmos ambos 
os lados de (1) por sen2t. Temos ' 

sen? £ cos? t 1 sen? 1 cost | 


cos? t - cos? t cos? t sen? t sen? t | sen?t 


l + cotg? t = cosec? t 





te? t+ | =sec?t e 


Essas duas identidades são chamadas de identidades de Pitágoras. 
Três outras identidades importantes que seguem da Definição 1.6.4 são 


sen t cosect = 1 costsect=1 tgtcotgt=l 


Essas três identidades, as três identidades de Pitágoras, e as duas identidades 
na Definição 1.6.4 que definem a tangente e a co-tangente são as oito identida- 
des trigonométricas fundamentais, as quais, como outras fórmulas da Trigono- 
metria, aparecem no Apêndice. 

Definimos as funções trigonométricas com domínios no conjunto dos núme- 
ros reais. Existem importantes aplicações das funções trigonométricas para as 
quais os domínios são conjuntos de ângulos. Para esse propósito, uma função 
trigonométrica do ângulo 0 é a função correspondente do número real t, onde 
t é a medida de O em radianos. 


Se 6 for um ângulo cuja medida em radianos é t, então 


sen O = sent cos O = cos t tg O = tgt 
cotg 6 = cotgt sec0 = sect cosec O = cosec t 





Quando consideramos uma função trigonométrica de um ângulo 0, fregiien- 
temente a medida do ângulo é usada em lugar de 8. Por exemplo, se a medida 
de um ângulo 9 for 60º (ou, equivalentemente, a medida de 0 em radianos for 
37), então, em lugar de sen 0, poderemos escrever sen 60º ou sen |x. Observe 
que quando a medida de um ângulo for dada em graus, o símbolo de graus apa- 
rece escrito. Mas, quando não houver nenhum símbolo, devemos entender que 
a medida do ângulo é dada em radianos. Por exemplo, cos 2º significa o co- 
seno do ângulo cuja medida é 2 graus, enquanto que cos 2 significa o co-seno 
do ângulo cuja medida é 2 rad. Isso é consistente com o fato de que o co-seno 
de um ângulo cuja medida em radianos é 2 é igual ao co-seno do número real 2. 

Agora mostraremos como a função tangente pode ser usada em conjunto com 
a inclinação de uma reta. Primeiro definimos o ângulo de inclinação de uma reta. 





O ângulo de inclinação de uma reta não-paralela ao eixo x é o menor ângulo 
medido no sentido anti-horário, a partir do sentido positivo do eixo x até a re- 


ta. O ângulo de inclinação de uma reta paralela ao eixo x é definido como sen- 
do zero. 


Se q for o ângulo de inclinação de uma reta, então 0º < a < 180º. A Figura 
9 mostra a reta L para a qual 0º < a < 90º ea Figura 10 mostra aquela para 
a qual 90º < a < 180º. 
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FIGURA 12 


Números Reais, Funções e Gráficos 


E: L 


P(cos a, sen «) 





FIGURA 9 FIGURA 10 


Se q for o ângulo de inclinação da reta L, não-paralela ao eixo », então a incli- . 
nação m de L dada por | 


m=tga 





Prova Veja as Figuras 9 e 10, que mostram a reta dada L, cujo ângulo de in- 
clinação é a e cuja inclinação é m. A reta L' que passa pela origem e é paralela 
a L, também tem inclinação m e um ângulo de inclinação «. O ponto P 
(cos a, sen q) é a intersecção de L' com a circunferência do círculo unitário 
U. Como o ponto (0, 0) também está em L”, segue, da Definição 1.2.2 que 


— sena — O 
cos a — O 
— sena 
cos à 
= tga | a 


Se a reta L for vertical, o ângulo de inclinação de L será 90º e tg 90º não 
existe. Isso é consistente com o fato de que a inclinação de uma reta vertical 
não está definida. 

O Teorema 1.6.7 pode ser usado para obter uma fórmula para encontrar o 
ângulo entre duas retas concorrentes não-verticais. Quando duas retas se inter- 
ceptam, formam dois ângulos suplementares com vértice no ponto de intersec- 
ção. Para distinguir esses dois ângulos, seja L, a reta com o maior ângulo de 
inclinação q, e seja L, a outra reta cujo ângulo de inclinação é a.,. Se O for o 
ângulo entre as duas retas, então definimos 


0=a-ua, 


Se L, e L, forem paralelas, então «, = q, e o ângulo entre as duas retas será 
0º. Assim, se L, e L, forem duas retas distintas, então 0º < 60 < 180º. Veja 
as Figuras 11 e 12. O teorema a seguir possibilita-nos encontrar 6 quando fo- 
rem conhecidas as inclinações de L, e L,. 
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1.6.8 TEOREMA 





A prova do Teorema 1.6.8 é proposta como exercício (veja o Exercício 34). 


EXEMPLO 3 Determine o ângulo entre as retas com as inclinações: (a) 4e 
2 2 
& (b)2e — =. 


Solução Quando usamos a fórmula do Teorema 1.6.8, m, deve ser a in- 

clinação mais acentuada da reta. Para a parte (a), veja a Figura 13(a) onde 
=> SÉ aê E A E ma = 2. 

m,=Zem, = 3%. Paraa parte (b), veja a Figura 13(b) onde m, + em, 





Em cada parte calculamos, com aproximação de 1 grau, o ângulo 0 entre as retas. 








m,— hm 2a 
ajtg0=-— —— btg)=————— 
L, ERR lL + mm, (b) tg a 
LAS Ê 4-5 
[+32 + (-90) 
2 15-8 o 
-200+6 5-4 
EE = —12 
(b) 26 0 = 95º 
FIGURA 13 0 = 15º 


O procedimento usado no Exemplo 3 pode ser aplicado para encontrarmos os 
ângulos em um triângulo. Veja os Exercícios 41 e 42. 

Os exercícios dessa secção destinam-se à revisão de alguns dos conceitos funda- 
mentais de trigonometria. Ao fazê-los, você poderá achar útil consultar um texto 
de trigonometria. 


EXERCÍCIOS 1.6 


Nos Exercícios 1 e 2, ache a medida equivalente em radianos. 4. (a)gx rad; (b)5 E rad; (c) 4x rad; (d) — 5x rad; (e) 3 rad; 


(f) —S rad; (g) Ilx rad; (h) 0,2 rad 
1. (a) 60º; (b) 135º; (c) 210º; (d) — 150º; (e) 20º; (f) 450º; (g) — 75º; 


(h) 100º Nos Exercícios de 5 a 12, determine o valor exato da função. 
à q po (O 1205 (o) 2405 (6) — 2285; (6) 1555 (8) 540", (8) 485 5, (a) sem; (b) cos 4x; (0) sen — 2) () cos fr 
| 6. (a) cos ix; (b) seniz; (c) cos(— 37); (d) sen( — 2x) 
Nos Exercícios 3 e 4, ache a medida Ea em graus. 7. (a) cos ix: (b) sen ax; (c) cos 3x; (d) sen(— 5x) 
3. (a) iz rad; (b) 2x rad; (c) & Di rad; (d) —tx rad; (e) À rad; 8. (a) sen37; (b) cos( — g7); (c) sen 7x; (d) cos( — 37) 


(1) 3x rad; (g) —2 rad; ()- 17 rad 9. (a) tg 17; (b) cotg ir: (c) sec(— x); (d) cosec ir 
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10. (a) cotg 7; (b) tg 47; (c) cose( — 371); (d) sec x 
11. (a) sed — gn); (b) cosec 3x; (c) tg Zm; (d) cotg(— 37) 
12. (a) cosed — 51); (b) sec êm; (c) tg 27; (d) cotg ix 


Nos Exercícios de 13 a 20, use a periodicidade das funções do seno, 
co-seno, secante e co-secante, bem como os valores do sen t, cos t, 
sec t cosec t quando O < t 21, para determinar o valor exato da 
* função. 

13. (a)sen 4x; (b) cos 3x; (c) sec 37; (d) cosec 27 

14. (a)sen lZr; (b) cos 12x; (c) sec 12x; (d) cosec 12x 

15. (a)sen(— 27); (b) cos(— 7); (c) sec(— 21); (d) coseo(— 27) 

16. (a) sen(— 7); (b) cos(— x); (c) sec( — 37); (d) cosec( — 3m) 

17. (a) sen 87; (b) cos 10x; (c) sec 7x; (d) cosec 9x 

18. (a)sen 37; (b) cos 37; (c) sec 1ix:; (d) cosec 37 

19. (a)sen(— 37); (b) cos(— 31); (c) sec(— 117); (d) cosec( — 27) 
20. (a) sen( — 81); (b) cos( — 107); (c) se — 77); (d) cosed — 97) 


Nos Exercícios de 21 a 24, use a periodicidade das funções tangente 
e co-tangente, bem como os valores de tg t e cotg t, quando 
O<t<7%, para encontrar o valor exato da função. 


21. (a) tg qm; (b) cotg 4x; (c) te(— 217); (d) cotg(— é) 

22. (a) tg 37; (b) cotg 3x; (c) te(— &m); (d) cotg(— im) 

23. (a) tg x; (b) cotg dz; (c) tg(— 5x); (d) cotg(— 27) 
24. (a) te(— in); (b) cotg(— ln); (c) tg 117; (c) cotg t?n 


Nos Exercícios de 25 a 30, encontre todos os valores de t no interva- 
lo fO, 2x) para os quais a equação está satisfeita. 


25. (a) sent = |; (b)cost= —I;(c)tgt= |; (d)sect=1 

26. (a)sent= —I;(b)cost=I;(c)tgt= —1;(d)cosect = 1 

27. (a) sent = 0; (b) cost =0;(c) tgt =0;(d) cotgt = 0 

28. (a) sent = 3: (b) cost = —4: (c) cotg t = 1; (d) sect = 2 

29. ta) sent = —4: (b) cost =1:(c) cotgt = — 1; (d) cosect = 2 

30. (a) sent = —1V2: (b)cost= 12: (o) tgt= —14/3: 
(d) cotg t = 1,3 

31. Para que valores de t em [0, 27] temos (a) tg t indefinida e 
(b) cosec t indefinida? 

32. Para que valores de t em [0, 7] temos (a) cotg t indefinida e 
(b) sec t indefinida? 


33. Para que valores de t em [7, 27) temos (a) cotg t indefinida e 
(b) sec t indefinida? 

34. Prove o Teorema 1.6.8. (Sugestão: Use a fórmula para tg 
(4 — v) encontrada no Apêndice.) 


Nos Exercícios de 35 a 38, ache a tg 6 se 8 for o ângulo entre 
as retas com as inclinações dadas. 

35. (a) leg; (b)4e-S 

37. (a) -Se Sb) -Se —L 
38. (a) -Se2;(b) -Le -À 


36. (a) Se -S; be 


4º 


nja 


Nos Exercícios 39 e 40, ache, com aproximação de 1 grau, a me- 

dida do ângulo entre as retas com as inclinações dadas. 

39. (a) Se -s;(b) Se —S 

40. (a) -3e2;(bD)5e+ 

41. Ache, com aproximação de 1 grau, as medidas dos ângulos 
internos do triângulo formado pelas retas que têm as equa- 
ções2x + y-6=0,3Ix-y-4=0€ec3Ix+ 4y+8=0. 

42. Ache, com aproximação de 1 grau, as medidas dos ângulos 
internos do triângulo com vértices em (1,0), (— 3, 9)e (2, 3). 

43. Ache a equação de uma reta que passa pelo ponto (— 1, 4), 
formando um ângulo de +7 rad com a reta cuja equação 


é 2x + y — 5 = 0 (duas soluções). 
44. Encontre uma equação de uma reta que passa pelo ponto 
(—3, — 2), formando um ângulo de + x rad com a reta cuja 


equação é 3x — 2y — 7 = 0 (duas soluções). 


Nos Exercícios de 45 a 48, defina a função f o g e determine o seu 
domínio. 


45. (8) SO) = sen, 96x) = 3 (b) JO) = tg, 96) => 
46. (a) SO) = COS X, g(x) E x? (b) f09) = cosec x, gl) = 


l 
X—% 





| 1 
47. (a) Jlx) = cotg x, g(x) = —; (b) fl) = sec —, glx) = 


48. (0) fo) =senx 6) =: (0) fo) =t8 5 a) =x + 








EXERCÍCIOS DE REVISÃO DO CAPÍTULO 1 


Nos Exercícios de 1 a 12, ache e mostre na reta numérica real, 
o conjunto-solução da desigualdade. 


1. 3x —-7<5x—17 2. 8<5x+4<10 








x 1 3 2 
ETR a 
5. 2x2 +x<3 6. |x—-2]<4 
7. |3+4x]<9 8. |5-2x]<3 
9. 4 —-3x|<8 10. [2x — 5|> 7 











2—-3x| 1 
MH. 2x+7>5 12. > — 
eia e EA "4 
Nos Exercícios de 13 a 15 resolva para x. 
2x-—1 
13. 3—4x|= 15 já [-4 
x+3 





15. [3x — 4] = [6 — 2x| 


16. Ache todos os valores de x para os quais x? + 2x — 15 
'é real. 


19. 


18. 


19. 


20. 


Exercícios de Revisão do Capítulo 1 


Ache as abscissas dos pontos tendo ordenada 4 e que estão 
a uma distância de 117 7 do ponto (5, — 2). 

Ache uma equação que seja satisfeita pelas coordenadas de 
qualquer ponto cuja distância ao ponto (— 1, 2) seja o do- 
bro da distância a (3, — 4). Faça um esboço do seu gráfico. 
Ache uma equação que seja satisfeita pelas coordenadas de 
qualquer ponto cuja distância ao ponto (—3, 4) é 10. 
Defina os seguintes conjuntos de pontos por uma equação 
ou uma inequação: (a) o ponto (3, — 5); (b) o conjunto de 


. todos os pontos cuja distância ao ponto (3, — 5) seja menor 


do que 4; (c) o conjunto de todos os Pontos cuja distância 
ao ponto (3, —5) seja no mínimo 5. 


Nos Exercícios de 21 a 26, desenhe um esboço do gráfico da 


equação. 

21. y)=x—4 22. y=|x—4| 

23. y=x]—4 “24. y=V4-x 

25. y=V16 — x? 26. xy= 16 

27. Prove que o quadrilátero com vértices em (1,2), (5, — 1), 


28. 


29. 


30. 


31. 


32. 


33. 


34. 


35. 


36. 


37. 


38. 


39. 


40. 


41. 


42. 


(11, 7) e (7, 10) é um retângulo. 

Prove que o triângulo com vértices em (— 8, 1), (—- 1, -6)e 
(2, 4) é isósceles e ache sua área. 

Prove que os pontos (2, 4), (1, —4) e (5, —2) são vértices 
de um triângulo retângulo e ache a área do triângulo. 
Prove que os pontos (1, — 1), (3, 2) e (7, 8) são colineares 
de duas maneiras: (a) usando a fórmula da distância; 
(b) usando inclinações. | 

Dois vértices de um paralelogramo são ( — 3, 4) e (2, 3) e seu cen- 
tro está em (0, —1). Ache os outros dois vértices. 

Os vértices opostos de um quadrado estão em (3, -—4) e 
(9, — 4). Ache os outros dois vértices. 

Prove que os pontos (2, 13), (—2, 5), G, — De (7, 7) são 
vértices de um paralelogramo. 

Ache uma equação da circunferência com centro em (— 2, 4) 
e raio VS. Escreva a equação na forma geral. 

Ache uma equação da circunferência onde os pontos (— 3, 2) 
e (5, 6) são extremos de um diâmetro. 

Ache uma equação da circunferência que passa pelos pontos 
O, -1,Q,De(-4,5). 

Ache o centro e o raio da circunferência com a equação 
4x2 + 4)? —- 12x + 8y+9=0. 

Ache uma equação da reta que passa pelos pontos (2, — 4) 
e (7, 3) e escreva a equação na forma intercepto-inclinação. 
Ache uma equação da reta que passa pelo ponto (— 1, 6) e 
tem inclinação 3. 

Ache uma equação da reta perpendicular à reta que passa 
pelos pontos (— 1, 5) e (3, 2) no ponto médio desse segmento 
da reta. 

Ache uma equação da reta que passa pelo ponto (5, — 3) e 
é perpendicular à reta cuja equação é 2x — 5 vy=1. 
Ache uma equação da pd cujo diâmetro é a corda 
comum às circunferências x? + y) + 2x —- 2) - 14 =0 
ex +y)- 4x +4y-2=0. 
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43. Ache uma equação da circunferência que circunscreve o triân- 
gulo cujos lados estão sobre as retas x — 3y + 2 = 0, 
3x — 2y + 6 = 0e2x +y-3=0. 

44. Ache a menor distância do ponto (2, — S)à reta3x + y = 2. 

45. Ache uma equação da reta que passa pelo ponto de intersec- 
ção dasretasSx + 6) —-4=0ex-— 3y + 2 = Oeé perpen- 
dicular à reta x — 4y — 20 = 0, sem determinar o ponto 
de intersecção das retas. (Sugestão: veja o Exercício 58 nos 

* Exercícios 1.2). 

46. Os lados de um paralelogramo estão sobre as retas x+ 2y = 
=10,3x-y=-20,x+2y=15e3x- y = —10. Ache 

as equação das diagonais sem determinar os vértices do pa- 

ralelogramo. (Sugestão: veja o Exercício 58 nos EReTGIGOs 

1.2.) 

Determine todos os valores de k para os quais os gráficos 

das equações x? + y2? = kex + y = k interceptam-se. 

48. Determine os valotes de k eh se3x + ky + 2=0€ 


47. 


5x — y + h = O forem equações da mesma reta. 
49. Dada fx) = 3x? — x + 5, ache (a) (3); (b) Mx); 
Pp ed PO 440 
h 
| h) — 
50. Dada g(x) = x — 1, ache ca h 0. 


51. Determine se a função é par, ímpar ou nem par e nem ímpar. 
(a) f(x) = 2xº — 3x; (b) g(x) = 5x* + 2x? — 1; 


(c) h(x) = 3x — 2x) + x? — x: (d) F(9) = x? . 





Nos Exercícios de 52 a 56, para as funções dadas f e g defina 
as seguintes funções e determine o dominio da função resultan- 


tel! + 9; (DS -— a(o; NF (O g/fiNIog; à (8) go. 








52. JO)=vx+2 e gx)=x?+4 
53. fo)=x)-4 e gx)=4x—3 
54. fo)=x)-9 e gx)=vyx+5 
x 
55. f(x) = = A nene 
l 
s6. fo)=vx e goj== 


Nos Exercícios de 57 a 64, determine o domínio e a imagem da 
função e desenhe um esboço de seu gráfico. 


57. f(x) = |3 — x| 58. fo)=3-|x 
xº+2x—8 x+4 sex*2 
59. =D — 60. = 
eo Ni Ê sex=2. 
— 1 sex<l CEI = dx= 12 
61. = 62. =" —— 
Std) o +3 sel xx 96) x +x—6 
x+3 sex< —2 
63. Fo)=44-—-x] se-2<xx<?2 
3-x seZ2<x 
64. f(x) = 2x — [x] 
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Nos Exercícios 65 e 66, determine o valor exato da função. 


65. (a) sen 3x; (b) cos x; (c) tg(— 2x); (d) cotg 12x; (e) sec x; 
(f) cosec( — $7) 

66. (a) cos 7; (b)sen( — ;7:); (c) cotg( — 71); (d) tg é; (e) sec( — tz); 
(f) cosec 37 


Nos Exercícios 67 e 68, ache todos os valores de t no intervalo 
/0, 2x.) para os quais a equação dada é satisfeita. 


67. (a)sent=4: (b)cost= I;(c)tgt= —1; (d) cotg t = 43; 
(e)sect= —2; (1) RR 

68. (a)sent = 1./3:(b) cos t=-—I;(o)tgt = —43; (d) cotg t = 1; 
(e) sect = Eq (f) cosec t = 2 


69. Ache, com aproximação de 1 grau, as medidas dos quatro 
ângulos internos do quadrilátero com vértices em (5, 6), 
(—-2,4), (-2, De (3, 1) e verifique que a soma deles é 360º. 

70. Ache uma equação da reta que passa por (2, 5) e faz com 
areta 3x — 4y + 7 = 0 um ângulo cuja medida em radianos 
é à m.(duas soluções). 


71. 


72. 


73. 


74. 


75. 


76. 


TI. 
78. 


Ache as equações das retas que passam pela origem e são tan- 
gentes à circunferência com centro em (2, 1) e raio 2. 
Prove que as duas retas 


Ax+B,y+C,=0 e Ax+B,y4C,=0 


são paralelas se e somente se 4,B, — 4,B, = 0. 
Prove analiticamente que se as diagonais de um retângulo 
forem perpendiculares, então o retângulo será um quadrado. 
Prove analiticamente que o segmento de reta que liga os pon- 
tos médios de qualquer par de lados de um triângulo é para- 
lelo ao terceiro lado e seu comprimento é a metade do com- 
primento do terceiro lado. 

Num triângulo, o ponto de intersecção das medianas, das al- 
turas e o centro da circunferência circunscrita são colinea- 
res. Ache esses três pontos e comprove que eles são colinea- 
res no triângulo com vértices (2, 8), (5, — 1) e (6, 6). 
Prove analiticamente que o conjunto de pontos equidistan- 
tes de dois pontos dados é a perpendicular pelo ponto médio 
do segmento que liga os pontos. 

Prove que se x for qualquer número real, |x| < x? + 1. 
Prove analiticamente que as três medianas de um triângulo 
encontram-se num ponto. 








-o 





As duas operações matemáticas fundamentais em Cálculo são a diferenciação 
e a integração. Essas operações envolvem o cálculo da derivada e da integral 
definida, ambas baseadas na noção de limite. 

Na Secção 2.1 a idéia de limite de uma função é dada através de uma exposi- 
ção passo a passo, motivadora, que inclui desde a discussão do cálculo do valor 
de uma função na proximidade de um número através de um tratamento intui- 
tivo do processo de limite, até uma definição rigorosa envolvendo epsilons e 
deltas. Os teoremas de limite são introduzidos na Secção 2.2 para simplificar 
o cálculo de limites de funções elementares. Na Secção 2.3 o conceito de limite 
é ampliado para incluir outros tipos de funções. Os limites envolvendo o infini- 
to são tratados nas Secções 2.4 e 2.5 e são usados para definir as assintotas ver- 
tical e horizontal de gráficos de funções. 


= ilus das SEMDE E sãos Simas 
, baço a o o = = Ce LO TD a a Ra 
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O LIMITE DE UMA 
FUNÇÃO 


P(1,2) 


O (x,2xº+x—1) 


FIGURA 1 


FIGURA 2 


Tabela 1 


Q(x, 2x2 + x — 1) 


P(1,2) 





Limites e Continuidade 


Provavelmente a classe mais importante de funções estudada em Cálculo se- 
ja das funções contínuas. A continuidade de uma função em um número é defi- 
nida na Secção 2.6, enquanto que a continuidade de uma função composta e 
a continuidade em um intervalo são tópicos da Secção 2.7. O teorema do con- 
fronto de limites, comumente chamado de teorema do ““sanduiíche”*, que é um 
teorema-chave em Cálculo, será apresentado na Secção 2.8, sendo aplicado pa- 
ra estabelecer o limite da razão de sen t a t, quando t aproxima-se de zero. Esse 
resultado é importante na discussão sobre a continuidade de funções trigono- 
métricas na Secção 2.8. 

As duas secções finais do capítulo, 2.9 e 2.10, são suplementares e contêm 
demonstrações de alguns teoremas de limites de funções. 


Para iniciar nosso estudo de limites, vamos considerar uma dada função: 
2xº + x—3 
se 1 
fog=" | (1) 


Observe que f(x) existe para todo x, exceto x = 1. Investigaremos os valores 
da função quando x está próximo de 1, porém excluindo o 1. A ilustração se- 
guinte mostra como a função definida por (1) pode surgir e por que estaríamos 
interessados em considerar tais valores funcionais. 


b ILUSTRAÇÃO 1 O ponto P(1, 2) está sobre a curva de equação 
y=2x +x—1 


Seja Q(x, 2x? + x — 1) um outro ponto sobre essa curva, distinto de P. Veja 
as Figuras 1 e 2, cada uma mostrando parte do gráfico da equação e a reta se- 
cante passando pelos pontos P e Q, onde Q está próximo de P. Na Figura 1, 
a coordenada x de Q é menor do que 1 e na Figura 2 ela é maior do que 1. 
Suponhamos que f(x) seja a inclinação da reta PQ. Então 


| 2 E 2 = 
du= e +x—D-—-2 x) =X +x—3 


x— 1 x—1 
que é a Igualdade (1). Além disso, x = 1, pois Pe Q são pontos distintos. À 
medida que x fica cada vez mais próximo de 1, os valores de f(x) tornam-se 
cada vez mais próximos do valor que iremos definir na Secção 3.1 como a incli- 
nação da reta tangente à curva no ponto P. «4 


Para a função f definida por (1), vamos atribuir a x os valores 0, 0,25, 0,50, 
0,75, 0,9, 0,99, 0,999, 0,9999, e assim por diante. Estamos tomando valores 
de x cada vez mais próximos de 1, porém menores do que 1; em outras pala- 
vras, a variável x está aproximando-se de 1 através de valores menores do que 
1. Isso está ilustrado na Tabela 1. Por outro lado, vamos deixar que a variável 
x aproxime-se de 1, através de valores maiores do que 1, isto é, vamos atribuir 
a x os valores 2, 1,75, 1,5, 1,25, 1,1, 1,01, 1,001, 1,0001, 1,00001, e assim por 
diante. Os valores funcionais desses números também são obtidos com uma cal- 
culadora e aparecem na Tabela 2. 

Observe, de ambas as tabelas, que à medida que x fica cada vez mais próxi- 
mo de 1, f(x) torna-se cada vez mais próximo de 5 e quanto mais próximo x 
estiver de 1, mais próximo de 5 estará f(x). Por exemplo, na Tabela 1, quando 
x = 0,9, f(x) = 4,8, isto é, quando x for 0,1 inferior a 1, f(x) será 0,2 inferior 
a 5. Quando x = 0,999, f(x) = 4,998, isto é, quando x for 0,001 inferior a 


Tabela 2 









2 7 

1,75 6,5 

1,5 6,0 
1,25 5,5 

1,1 5,2 

1,01 5,02 
1,001 5,002 
1,0001 5,0002 
1,00001 5,00002 
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1, f(x) será 0,002 inferior a 5. Mais ainda, quando x = 0,9999, f(x) = 0,49998, 
isto é, quando x for 0,0001 inferior a 1, f(x) será 0,0002 inferior a 5. 

A Tabela 2 mostra que quando x = 1,1, f(x) = 5,2, isto é, quando x for 
0,1 superior a 1, f(x) será 0,2 superior a 5. Quando x = 1,001, f(x) = 5,002, 
isto é, quando x for 0,001 superior a 1, f(x) será 0,002 superior a 5. Quando 
x = 1,0001, f(x) = 5,0002, isto é, quando x for 0,0001 superior a 1, f(x) será 
0,0002 superior a 5. 

Logo, vemos que quando x difere de 1 de + 0,001 (isto é, x = 0,999 ou 
x = 1,001), f(x) difere de 5 de + 0,002, isto é, f(x) = 4,998 ou f(x) = 5,002). 
E quando x difere de 1 de + 0,0001, f(x) difere de 5 de + 0,0002. 

Agora, analisando a situação de outra maneira, consideraremos os valores 
de f(x) primeiro. Vemos que podemos tornar os valores de f(x) tão próximos 
de 5 quanto desejarmos, tomando x suficientemente próximo de 1. Outra ma- 
neira de dizer isto é que podemos tornar o valor absoluto da diferença entre 
f(x) e 5 tão pequeno quanto desejarmos, tomando o valor absoluto da diferen- 
ça entre x e 1 suficientemente pequeno. Isto é, |f(x) — 5| pode se tornar tão 
pequeno quanto desejarmos, tomando |x — 1]| suficientemente pequeno. Mas 


“tenha em mente que f(x) nunca assume o valor 5. 


Uma maneira mais precisa de notar isso é através do uso de dois símbolos 
para essas pequenas diferenças. Os símbolos comumente usados são as letras 
gregas e (epsilon) e ô (delta). Assim, enunciamos que para todo número e dado 
positivo existe um número ô escolhido apropriadamente, tal que se |x — 1| 
for menor do quede |x — 1| = O(istoé, x = 1), então | f(x) — S| será menor 
do que e. É importante observar que o tamanho de é depende do de e. Ainda 
outra maneira de expressar isso é: dado um número e positivo qualquer, pode- 
mos tornar | f(x) — 5| < e tomando |x — 1| suficientemente pequeno, isto 


“é, existe um número ô positivo suficientemente pequeno, tal que 


se O<|x— I|<ô então |f(x)-—5|<e (2) 
Observe que o numerador da fração em (1) pode ser fatorado de forma que 
(2x + 3x — 1) 


fo)= 
Se x x 1, podemos dividir o numerador e o denominador por x — 1 para obter 
fo)=2x+3 x & | (3) 


A fórmula (3), com a estipulação de que x < 1, é tão adequada quanto (1) para 
uma definição de f(x). De (3) e das duas tabelas, note que se |x — 1| < 0,1, 
então | f(x) — 5|] < 0,2. Assim, dado « = 0,2, tomamos 6 = 0,1 e afirmamos: 


se O<|x— 1|<0,1 então |f(x)—5|<0,2 


Essa é a afirmativa (2), com «e = 0,2 e 6 = 0,1. 
Também, se |x — 1| < 0,001, então | f(x) — 5] < 0,002. Logo, se e = 0,002, 
tomamos ó = 0,001 e afirmamos que 


se O<|x— 1|<0,001 então |f(x) — 5| < 0,002 


Essa é a afirmativa (2), com e = 0,002 e é = 0,001. 
Da mesma forma, se e = 0,0002, tomamos ô = 0,0001 e afirmamos que 
se 0O<|x— 1|<0,0001 então | f(x) — 5| < 0,0002 


Essa é a afirmativa (2), com e = 0,0002 e é = 0,0001. 
Poderíamos prosseguir e atribuir a e qualquer valor positivo, a fim de encon- 
trar um valor adequado para ó, de tal forma que se |x — 1| for menor do que 
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ôex x l(ou|x-1| > 0), então |f(x) — 5| será menor do que e. Agora, 
como para todo e > O podemos encontrar um ô > O, talquese0O< |x — 1| <óô, 
então | f(x) — 5| < e, afirmamos que o limite de f(x) quando x tende a 1 é 
igual a 5 ou, em símbolos 

lim f(x) = 5 

x>1 
Observe que nessa equação temos um novo uso do símbolo “igual”. Aqui, f(X) 
não assume o valor 5 para nenhum valor de x. O símbolo “igual” é apropria- 
do, pois o primeiro membro está escrito como lim f(x). 


x>1 
De (3) é evidente que f(x) pode se tornar tão próximo de 5 quanto desejar- 
mos, tomando x suficientemente próximo de 1 e essa propriedade da função 
f não depende do fato de f estar definida em x = 1. Esse fato permite-nos dis- 
tinguir entre lim f(x) e o valor da função 1, isto é, lim f(x) = 5, mas f(1) não 


x>1 Xx>1 
existe. Consequentemente, na afirmativa (2), 0 < |x — 1|, pois estamos inte- 
ressados somente nos valores de f(x) para x próximo de 1, mas não para x = 1. 
Vamos ver qual o significado geométrico disso tudo para a função definida 
em (1) ou (3). A Figura 3 ilustra o significado geométrico de e e ô. Observe que 
se x (no eixo horizontal) estiver entre 1 — 6e 1 + ó, então f(x) (no eixo verti- 
cal) estará entre S —- cee5S + e ou 


se O<|x—I|<ô então |f(x)—5S|<e 


Outra maneira de estabelecer isso é que f(x) (no eixo vertical) pode ser restri- 
ta a ficar entre 5 — ee S + e, se restringirmos x (no eixo horizontal) a ficar 
entre l — del+oó. 

Note que os valores de « são escolhidos arbitrariamente e podem ser tão pe- 
quenos quanto desejarmos, e que o valor de ó depende do €« escolhido. Deve- 
mos ressaltar que quanto menor for o valor de e, menor será o valor correspon- 
dente de 6. 

Resumindo esse exemplo, afirmamos que lim f(x) = 5, pois para qualquer 


xo 


e > 0, não importa o quão pequeno ele seja, existe um ó > 0, tal que 


se O<|x—l|<ô então |f(x)—5|<e 


Agora, definiremos o limite de uma função em geral. 


Seja f uma função definida para todo número em algum intervalo aberto con- 


tendo a, exceto possivelmente no próprio número a. O limite de f(x) quando 
x tende a a será L, escrito como 


lim Hx) = 


se a seguinte afirmativa for verdadeira: 
Dado e > O qualquer, existe um ó > 0, tal que 





se0< |x-— a| < ô então |f(x) — L| < e 


Em palavras, a Definição 2.1.1 afirma que os valores da função f(x) tendem 

a um limite L quando x tende a um número a, se o valor absoluto da diferença 

entre f(x) e L puder se tornar tão pequeno quanto desejarmos, tomando x sufi- 
cientemente próximo de a, mas não igual a a. 

“É importante perceber que na definição acima nada é mencionado sobre o 

valor da função quando x = a. Isto é, não é necessário que a função esteja 
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“definida em x = a para que lim f(x) exista. Além disso, mesmo que a função 
X— a 


seja definida por x = a, é possível que lim/ (x) exista sem ter o mesmo valor 


que f(a) (veja o Exemplo 3 na Secção 2.2). 
Uma interpretação geométrica da Definição 2.1.1 para a função f está na Fi- 


gura 4, que mostra uma parte do gráfico de f próxima ao ponto onde x = a. 


Como f não é necessariamente definida em a, não precisa haver no gráfico um 
ponto com abscissa a. Observe que se x (no eixo horizontal) estiver entre 
a-ód,/ea+ 6, então f(x) (no eixo vertical) estará entre L — «eL + e. 
Expressando de outra maneira: se x (no eixo horizontal) for restringida a ficar 
entrea - ô,ea+ ó,, então f(x) (no eixo vertical) poderá ser restringida a fi- 


car entre L —- «eL + e. Assim, 


se O<|x-al<ô, então |f(x)-— L|< e, 


A Figura 5 mostra como um valor de «e menor pode requerer uma escolha dife- 
rente para ô. Na figura, vemos que para e, < e,, O valor ô, é muito grande, isto 
é, existem valores de x para os quais O < |x — a| < ô,, mas | f(x) — L| não - 
é menor do que €,. Por exemplo, 0 < |x —- a| < ô,, mas |f(X) — L| > &. 
Assim, precisamos escolher um valor menor ó,, mostrado na Figura 6, tal que 


se O<|x—a)<ô, então | f(x) — L|< e, 


No entanto, para qualquer escolha de e > 0, não importa quão pequeno seja, ' 
existe um ô > 0, tal que a afirmativa (4) seja verdadeira. Logo, lim f(x) = 
Xx> a 


Nos exemplos desta secção usaremos o símbolo = pela-.primeira vez. A seta 
> significa implica. Também usamos a seta dupla & que, como já comenta- 
mos anteriormente, significa que as afirmações que vêm antes e depois dela são 
equivalentes. 


EXEMPLO 1 Seja f a função definida por 
f(x) = 4x — 7 


e suponha que 
lim f(x) = 5 
x—>3 

(a) Usando uma figura similar à Figura 3, para «e = 0,01, determine um ô > 0, 
tal que 


se O<|x-3|<ô então |f(x) — 5| < 0,01 


(b) Usando as propriedades das desigualdades, determine ô > 0, tal que a afir- 
mativa na parte (a) seja verdadeira. 


Solução 

(a) Veja a Figura 7 e observe que os valores funcionais aumentam à medida 
que x cresce. Assim, a figura indica que precisamos de um valor de x,, tal 
que f(x) = 4,99 e um valor de x,, tal que f(x,) = 5,01, isto é, precisamos 
de x, e x tais que 





4x, — 7 =4,99 4x, — 7 =5,01 
11,99 12,01 
E 4 7 ia 4 


x, = 2,9975 x, = 3,0025 
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Como 3 — 2,9975 = 0,0025 e 3,0025 — 3 = 0,0025, escolhemos é = 0,0025 
de tal forma que que temos a afirmativa 


se O<|x—3]<0,0025 então |f(x) — 5|< 0,01 
(b) Como f(x) = 4x — 7, 
fo) —S|=[(4x—- 1-5 
= |4x — 12| 
= 4)x— 3] 
Queremos determinar um ô > 0, tal que 
se O<|x-—-3]<ô então |f(x)—5|<0,01 
<> se O<|x-3]<ô então 4|x—- 3)<0,01 
<> se O<|x-3)<ô então |x— 3|< 0,0025 
Essa afirmativa indica que uma escolha adequada para 6 é 0,0025. Então, te- 


mos O seguinte argumento: 


O < |x — 3] < 0,0025 


= 4x — 3] < 4(0,0025) 
> |4x-12]<0,01 

“> [4x-7)-5|<0,01 
> |ft)-S5|<0,01 


Mostramos que 
se 0<|x-—3|<0,0025 então |f(x) - S|<0,01 (e. 


Nesse exemplo, qualquer número positivo menor do que 0,0025 pode ser usad. 
em lugar de 0,0025 como sendo o ô requerido. Observe esse fato na Figura 7. 


Além disso, se O < y < 0,0025 e a afirmativa (5) for verdadeira, temos 


se O<|x-3]<y então |f(x) — 5|< 0,01 


pois todo número x que satisfaça a desigualdade O < |x — 3] < y satisfará 
também a desigualdade O < |x — 3| < 0,0025. 





A solução do Exemplo 1 consistiu em encontrar um ô para um e fixado. Se 
para todo e > O pudermos encontrar um ô > 0, tal que 


se O<|x-3|<ô então |f(x)—-5|<e 


teremos estabelecido que o limite é 5. Isso será feito no exemplo a seguir. 





EXEMPLO 2 Use a Definição 2.1.1 para provar que 
lim (4x — N)=5 e 
x—3 


Solução A primeira exigência da Definição 2.1.1 é que 4x — 7 seja defini- 
da em todo número de algum intervalo aberto contendo 3, exceto possivelmen- 
te em 3. Como 4x — 7 está definida para todos os números reais, qualquer in- 
tervalo aberto contendo 3 irá satisfazer esse requisito. Precisamos mostrar ago- 
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ra que para todo e > O existe um ô > 0, tal que 

se O<l|x—-3)<ô então (4x —-7)-—-5|<e (6) 
No Exemplo 1 mostramos que |(4x — 7) — S| = 4|x — 3|. Logo, (6) é equi- 
valente à afirmativa 

se O<|x—3)<ô então 4x — 3] <e 

<> se 0O<l|x-3|<ô então |x-—3|<de 
Essa afirmativa indica que +€ é um ô satisfatório. Com essa escolha de ô temos 
o seguinte argumento:. 


O<|x—-3|<óô 
=> 4x — 3) < 46 
> [4x — 12] < 40 
> 4x-N-5|<40 - 
> dx-7-5|<e (pois ô=te) 


Assim, estabelecemos que se ô = Ze, a afirmativa (6) é verdadeira. Isso prova 
que lim(4x — 7) = 5. 


x53 
Especificamente, se e = 0,01, então tomamos ô = (0,01), isto é, é = 0,0025. 
Esse valor de ô corresponde ao que foi encontrado no Exemplo 1. 
Qualquer número positivo menor do que Ze pode ser usado em lugar de 
+e como sendo o ô requerido. 


EXEMPLO 3 Seja f a função definida por 
f(x) = x? | 


e suponha 
lim f(x) = 4 


x>2 
Usando uma figura para e = 0,001, determine 6 > 0, tal que 
se 0O<|x—2)<ô então |f(x) — 4] < 0,001 


Solução Veja a Figura 8 e observe que se x > 0, os valores funcionais au- 


mentam à medida que os valores de x crescem. Assim, a figura indica que preci- 

samos de um valor positivo de x,, tal que f(x,) = 3,999 e um valor positivo 

de x,, tal que f(x,) = 4,001, isto é, precisamos de um x, e de um x,, tal que 
x,” = 3,999 x,” = 4,001 


Cada uma dessas equações tem duas soluções. Em cada caso, rejeitamos a raiz 
quadrada negativa, pois x, e x, são positivos. Assim 


xXx, = 3,999 x, =/4,001 
x, = 1,9997 x, = 2,0002 . 


Então, 2 — 1,9997 = 0,0003 e 2,0002 — 2 = 0,0002. Como 0,0002 < 0,0003, 
escolhemos é = 0,0002; assim temos a afirmativa 


se O<|x-—2|<0,0002 então |f(x) — 4] < 0,001 


Qualquer número positivo menor do que 0,0002 pode ser selecionado como o 
ô requerido. 
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EXEMPLO 4 Use a Definição 2.1.1 para provar que 
lim x? = 4 
“x>2 
Solução Como x ? está definido para todos os números reais, qualquer in- 
tervalo aberto contendo 2 satisfará o primeiro requisito da Definição 2.1.1. Pre- 
cisamos mostrar que para todo e > 0, existe um ô >-0, tal que 


se O<lx—2]<ô então |x? —4|<e 
<— se 0O<|x—-2)<ô então |x—2||x+2|<e (7) 


Observe que no primeiro membro da última desigualdade, além do fator |x — 2| 
temos o fator |x + 2]. Assim, para provar (7) desejamos colocar uma restri- 
ção sobre ô que nos dará uma desigualdade envolvendo |x + 2]. Tal restrição 
é feita para selecionarmos o intervalo aberto requerido pela Definição 2.1.1 co- 
mo sendo o intervalo (1, 3) e isto implica que ô < 1. Então 


O<|x-2<ô e ód<l 


= x—2|<1 
> —|l<x-—2<l 
=> 3<x+2<5 
= x+2]<5 (8) 
Agora 
O<jx-2<ô e Ix+2)<s5 
> |x-2|x+2]<6ô'5 | (9) 


Lembre-se de que nossa meta é obter |x — 2| |x + 2] < e. A afirmativa (9) 
indica que devemos requerer ô - 5 < e, isto é, O < €/5. Isso significa que deve- 
mos impor duas restrições sobre 6 :ô < le ó < e/5. Assim sendo, ambas as 
restrições estarão satisfeitas se tomarmos é como o menor dos dois números 
1 e.e/5; em símbolos, escrevemos isso como é = min(1, «/5). Usando esse ô, 
temos o seguinte argumento: 


O<|x—-2]<oô 
- |x-2ix+2]<6|x+2| 
= I(x—-2x+2|<ód|x+2] 
- x? —4|< 0x +2] (10) 
No entanto, mostramos em (8) queseô < 1e0< |x-2| < 6, então 
|x + 2] < 5, istoé, ô|x + 2) < 6 - 5. Prosseguindo, de (10), temos 
x? -4]<ô|x+2] e dx+2]<ô-s 


=> x? — 4] < 6-5 


- pl-d<ç'5 (pois à < e/5) 


> |x? — 4] <e 


Demonstramos que, tendo escolhido ô = min(l1, e/5) para todo e > 0, a seguinte 
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afirmativa é verdadeira: 
se O<|x—-2]<o então |x? —4|<e 


Isso prova que lim x? = 4. 


Xx>2 


O teorema a seguir estabelece que uma função não pode tender a dois limites 
diferentes ao mesmo tempo. Ele é chamado de teorema da unicidade, pois ga- 
rante que se o limite de uma função existir, ele será único. Vamos enunciar o 
teorema aqui, mas adiar a demonstração até a Secção Suplementar 2.9. 


2.1.2 TEOREMA | Se lim f(x) = 





O Teorema 2.1.2 permite-nos afirmar que se a função f tiver um limite L 
no número a, então L será o limite de f em a. 


EXERCÍCIOS 2.1 














Nos Exercícios de 1 a 22 são dados f(x), a e L, bem como o x-4 
lim f(x) = L. (a) Usando argumentos similares âqueles dos Exem- 19. ERR Ro —4; e = 0,01 
plos 1 e 3, determine um ô > O para o e dado, tal que 9x2 — | 
da DE a 20. Im = 2e= 0,01 
se O<|x-a|<ô então |flx)— L|<e (11) Sad] 
(b) Usando as propriedades das desigualdades, determine um 21. lim 3x? — 8x — 3 E 5. sedddi 
ô > 0, tal que a afirmativa (11) seja verdadeira para o valor da- geo x—3 2 É 
do de e. : 4x2 — 4x — 3 
22. lim > ET = s,e= 0,003 
Llim(x=0)=3€e=0,2 2. lim(x+2)=5;e=0,02 a dx+l 
x>4 X3 : 
3. lim(x+4)=10,;e=0,01 4. Iim(3x-D=S5:e=0, Nos Exercícios de 23 a 42, prove que o limiie é o número indica- 
ae eo do, aplicando a Definição 2.1.1. 
5. lim(5x— 3)=2;€e= 0,05 
x 23. lim 7=7 24. lim (—4)= —4 
6. lim (4x — 5) = 3; e = 0,001 *=2 Re 
x=2 25. lim (2x + 1) =9 26. lim (4x + 3) =7 
7. lim (3 —-4x)=7,€e=0,02 da Rs 
dad 27. lim (5x + 8)=3 28. lim (3x — 5) = 4 
8. lim (2. + 5x)= —8; e = 0,002 RS ni: 
x*-2 29. lim (7 — 3x) = —2 30. lim Qx+N)=-—1 
9. lim x? = 9;€ = 0,005 10. lim x? = 16;€ = 0,03 Ros 5a 
x=3 Rea 31. lim (14+3x)= —S 32. lim (7 —-2x)=11 
tt. lim x = 4; e = 0,003 *=—2 Rs 
É dano ; Ke — 1 A see es 
12. um (x*—S)=-—-4;€e=0,01 33. as x+1 Eri 34. o Te 8 =6 
13. lim (x2— 2x + 1)= |: e = 0,001 35 lim 4º = Je a ea 
lá. lim (x2 +4x+4)= 1;€= 0,002 Pesa Fani a da 
x> —1 x + x> 
IS. lim (x? +3x—-4)= —4;e = 0,03 39. lim, (S5—-x—x)=—l! 40. lim, (3+2x-—-x?)=0 
x>0 adia pes 
16. lim (x? —- x — 6)= 0: e = 0,005 41. it (6x? — 13x + 5)=3 42. ii (4x? — 13x + 12) = 3 
Xx>3 
17. lim Px +5x+)=|:e=0,004 43. Prove que lim x? = a?, se a for qualquer número positivo. 


x —2 


I8. lim(3x — 7x +)= —-2:€=0,02 44. Prove que lim x>-= a?, se a for qualquer número negativo. 
xo a 


x+> 1 
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2.2 TEOREMAS SOBRE Na Secção 2.1 provamos que o limite de uma função era um determinado nú- 
LIMITES DE FUNÇÕES mero, aplicando a Definição 2.1.1. Para calcular limites de funções por méto- 
dos mais simples, usaremos teoremas cujas provas estejam baseadas na Defini- 
ção 2.1.1. Esses teoremas, bem como outros sobre limites de funções que apa- 
recem nas últimas secções deste capítulo, são chamados de “'teoremas de limi- 
te” e serão assim designados sempre que aparecerem. 





2.2.1 TEOREMA DE LIMITE 1 | Sem e b forem constantes quaisquer, 


lim (mx + b) =ma+b 


Prova Para demonstrar esse teorema, usamos a Definição 2.1.1. Para todo 
e > 0, devemos provar que existe um ô > 0, tal que. 


se O<|x—a|<ô então |(mx + b) — (ma + b)| < e (1) 
Caso !:m = 0. 


Como |(mx + b) — (ma + b)| = |m| - |x — a|, queremos encontrar um 
ô > O tal que, para todo e > O 


se O<|x—-al<ô então |m|-|x—a|<e 
ou, como m * O 
€ 


se O<|x—a)<ô então |x— a|<-— 
Im] 


A afirmativa acima será verdadeira se ô = e/|m|; assim, concluímos que 


se O<|x-aj<ô e 5=-É- então (mx + b) — (ma + b)| < é 


im 


Isso prova o teorema no Caso 1. 


Caso 22:m = 0. 

Sem = 0, então |(mx + b) — (ma + b)| = O para todos os valores de 
x. Assim, tomamos ô como sendo qualquer número positivo, e a afirmativa (1) 
é verdadeira. Isso prova o teorema no Caso 2. pa 


D ILUSTRAÇÃO 1 Do Teorema de Limite 1, segue que 


Im (3x+5)=3-2+5 
di A 4 


2.2.2 TEOREMA DE LIMITE 2 | Se c for uma constante, então para qualquer número a, 


lim c = 


X> 4 





Prova Isso segue imediatamente do Teorema de Limite 1, tomando m = 0 € 
b=c. E 
Xx-a 


2.2.3 TEOREMA DE LIMITE 3 | limx=a 


Prova Isso também segue imediatamente do Teorema de Limite 1, tomando 
m=leb=o0. - E 
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> ILUSTRAÇÃO 2 Do Teorema de Limite 2, 
lim 7=7 | 


x—sS 
e do Teorema de Limite 3, 
lim x= —6 « 


x — 6 


2.2.4 TEOREMA DE LIMITE 4 | Se lim f(x) = L elim g(x) = M, então 





lim [f0) + 90)] =L +M 


Prova Provaremos esse teorema com o sinal mais. Dado 
lim flo)=L. (2) 


xa 


lim g(x) = M (3) 


xa 


queremos provar que 
lim [f69) + 9()]=L+M 


Usamos a Definição 2.1.1, isto é, para todo e > O precisamos provar que existe 
um ó > 0, tal que 


se O<|x—-aj<ô então |[[fO)+go)] -(L+ M)|<e (4) 


Como (2) foi dado, segue, da definição de limite, que para +e > O existe 
um ô, > 0, tal que 


se O<l|x-—-al<ô, então |f(x) — L| <de 
Da mesma forma, de (3), para 5e > 0 existe um à, > O, tal que 
se 0O<|x—al<ô, então |g(x) —- M| < de 


Seja, agora, é o menor dos dois números ô e 6,. Então, ô < ô /ecô < 6». 
Ássim, 


se O<|x-—-al<ô então |f(x)— L| < je 


se O<|x-a<oô então |g(x) —- M].< de 
Logo, se0 < |x — a| < 6, então 
LC) + 909] — (L + M] = [09 — L) + (glx) — M)] 
| <|f0) — L| + lg69) — MI 
< de + te 
= € 
Dessa forma, obtivemos a afirmativa (4) e, portanto, provamos que 
lim [fO) + go)]=L+M 


A prova do Teorema de Limite 4 usando o sinal menos será deixada como 
exercício (veja o Exercício 46). | 
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O Teorema de Limite 4 pode ser aplicado a um número qualquer finito de 
funções. 


2.2.5 TEOREMA DE LIMITE 5 | Se lim f(x) = L, lim f(x) = L,... selim f(x) = L,, então 






lim PO ELO E... tfLQI=LLL+. EL, 


Esse teorema pode ser provado usando o Teorema de Limite 4 e a indução 
matemática (veja o Exercício 47). 


2.2.6 TEOREMA DE LIMITE 6 | Se lim f(x) = Le lim g(x) = M, então 


lim L/GO - QN=LM. 


A demonstração desse teorema é mais sofisticada do que as dos teoremas pre- 
cedentes. As etapas da prova estão indicadas nos Exercícios 49 e 50. 


b ILUSTRAÇÃO 3 Do Teorema de Limite 3, lim x = 3 e do Teorema de Limi- 


x>3 


te 1, lim (2x + 1) = 7. Assim, do Teorema de Limite 6, 


x+3 


lim [x(2x + 1)] = lim x- lim (2x + 1) 
x>3 x 3 


X=+3 
=3:7 
=2] 4 


O Teorema de Limite 6 também pode ser estendido a um número qualquer 
finito de funções, se aplicarmos a indução matemática. 


2.2.7 TEOREMA DE LIMITE 7 | Se lim (7) = Lo lim f(x) = Ly, ..., lim (0%) = Lo então 






A demonstração será deixada como exercício (veja o Exercício 48). 


2.2.8 TEOREMA DE LIMITE 8 | Se lim'f(x) = Len for um inteiro positivo qualquer, então 


amis. 
Rr 
néRr, 
A 

«ER 





lim [f69)] = 1º 


E net 


A demonstração segue imediatamente do Teorema de Limite 7, tomando 
AC), LC), ..., f(x), todas iguais a f(x) e L,, L,,..., L,, todos iguais a L. 


b ILUSTRAÇÃO 4 Do Teorema de Limite 1, lim (5x + 7) = —3. Logo, do 
Teorema de Limite 8, segue que x— —2 


4 
lim (5x + 7) = | lim (5x + n| 
+>=2 > da 

=(-37 

= 81 «4 
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2.2.9 TEOREMA DE LIMITE 9 Se as fo9 = L e. im 963) = M, , então 


A demonstração, baseada na Definição 2.1.1, será apresentada na Secção Su- 
plementar 2.9. 


b ILUSTRAÇÃOS Do Teorema de Limite 3, lim x = 4e do Teorema de Limi- 





x>4 
te 1, im (—-7x + 1) = -27. Logo, do Teorema de Limite 9, 
x>4 
lim x 
E E 1 
x»4—1Ix+1 bm(-7x+4 1) 
x-—+4 
4 
DT 
Eos « 
27 





2.2.10 TEOREMA DE LIMITE 10 | Se n for um inteiro positivo e lim f(x) = L, então 


lim 40) = 41 


“com a restrição de que se n for par, L > 0. 


A demonstração desse teorema também será apresentada na Secção Suple- 
mentar 2.9. 


D ILUSTRAÇÃO 6 Do resultado da Ilustração 5 e do Teorema de Limite 10 se- 
gue que 


lim E hi E 
3j/-———— = mm 


4 


7 


Sm 





= — «4 
3 

A seguir estão alguns exemplos ilustrando a aplicação dos teoremas acima. 

Para indicar o teorema de limite que está sendo usado, usamos a abreviatura 

“T.L.” seguida do número do teorema; assim, ““T.L. 2º” refere-se ao Teorema 


de Limite 2. 
EXEMPLO 1 Ache lim (x? + 7x — 5) e, quando aplicável, indique o teorema 


X—-3 


de limite que está sendo usado. 
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Solução 


lim (x? + 7x — 5)= lim x? + lim 7x — lim 5 (T.L. 5) 


x—3 x>3 x-3 x>3 


= lim x- lim x + lim 7 “lim x — lim 5 (T.L. 6) 


x>3 x>3 x+3 0 2x3 x—+3 

=3:34+7:3-5 (T.L.3€e T.L. 2) 
=9421-5 

= 25 


É importante, neste ponto, notar que o limite no Exemplo 1 foi calculado 
com a aplicação direta dos teoremas de limite. Para a função f, definida por 
fO) = x? + 7x —5S, note que f(3) = 25, que é igual ao lim (x? + 7x — 5). Não 

Xx53 


é sempre verdade que lim f(x) = f(a) (veja Exemplo 3). 


EXEMPLO 2 Ache 


ja: x +2x+3 
x>2 X* + 5 


e, quando aplicável, indique o teorema de limite que está sendo usado. 


Solução 


x) + 2x + 3 2 +4+2x+3 
ds qt o (T.L. 10) 


i lim (x* + 2x + 3) 


x—2 







+ as (T.L. 9) 
x-+2 
lim x? + lim 2x + lim 3 
=» x>2 x—+ 2 x+2 
lim x? + lim 5 (ame a) 
x—>2 x=2 


lim 2 - lim x + lim 3 


x 2 x—>2 x— 2 





(lim x)* + 
x>2 dim Fi Em 5 (T:L. 6eTL.L. 8) 


x>2 x—2 


2 42:243 
E RR ES (T.L.3€e T.L.2) 
—- B+4+43 
= 5 








EXEMPLO 3 


Ache lim f(x) dado que 
x>4 
x—3 sexx4 
fo j : sex =4 





FIGURA 1 


Tabela 1 
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Solução Quando calculamos lim f(x) estamos considerando valores de x 
xod4 
próximos de 4, mas não iguais a 4. Assim 
lim f(x) = lim (x — 3) 
x>4 x>d4 


=l | | | —(TL. 1) 





No Exemplo 3, lim f(x) = 1 mas f(4) = 5; logo, lim f(x) = f(4). Em termos 
x — 4 x>4 


geométricos, há uma quebra no gráfico da função no ponto onde x = 4 (veja 
a Figura 1). O gráfico da função consiste nos pontos (4, 5) e na reta cuja equa- 
ção é »y = x —3, com a supressão do ponto (4, 1). 





EXEMPLO 4 Dada 
o di zo 
x—s 


fo) = 





(a) Use uma calculadora para tabular os valores de f(x) quando x for 4, 4,5, 
4,9, 4,99, 4,999 e quando x for 6, 5,5, 5,1, 5,01, 5,001. A que f(x) tende 
quando x aproxima-se de 5? 

(b) Use teoremas de limite para calcular lim f(x). 

x+5 Aa 

Solução 

(a) As Tabelas 1 e 2 dão os valores de f(x) para valores atribuídos a x. Das ta- 
belas, f(x) parece estar se aproximando de 10 à medida que x aproxima-se 
de 5. 

(b) Aqui temos uma situação diferente daquela dos exemplos precedentes. O 

x? — 25 

x-—s 

lim (x — 5) = 0. Entretanto, fatorando o numerador obtemos 


x>8 


Teorema de Limite 9 não pode ser aplicado ao quociente » pois 


x — 25 (x 5x +95) 
x-—5 x—sS 


Se x x 5, o numerador e o denominador podem ser divididos por x — 5 
para obtermos x + 5. Lembre-se de que quando calculamos o limite de uma 
função, à medida que x aproxima-se de 5, estamos considerando valores de 
x próximos a 5 mas não iguais a 5. Portanto, é possível dividir o numerador 
e o denominador por x — 5. A solução toma a seguinte forma: 


* "a $ 
x — 25 = (x SUAS + 5) 


IF 
Rs X — x>5 x—s 
= lim (x + 5) 
x—5 
= 10 (T.L. 1) 








EXEMPLO 5 Dada 


Vx —2 


go)=a 
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(a) Use a calculadora para tabular até quatro casas decimais, os valores de g(x) 
quando x for 3, 3,5, 3,9, 3,99, 3,999 e quando x for 5, 4,5, 4,1, 4,01, 4,001. 
A que g(x) parece tender quando x aproxima-se de 4? 
(b) Determine lim g(x) e, quando aplicável, indique os teoremas de limite usados. 
x>4 


Solução 
Tabela 3 (a) As Tabelas 3 e 4 fornecem os valores de g(x) para os valores atribuídos a 
x. Pelas tabelas, g(x) parece estar se aproximando de 0,2500, quando x se 
aproxima de 4. ; 


(b) Como no Exemplo 4, o Teorema de Limite 9 não pode ser aplicado ao 
quociente Ene, pois lim (x — 4) = 0. Para simplificar o quociente, 


racionalizamos o numerador multiplicando o numerador e o denominador 
por x + 2. 


Vx—2 (x — 2x + 2) 
x—4 0 (x—4vx+2) 
PRE See 

(x — 4x + 2) 


Como estamos calculando o limite da função para x tendendo a 4, estamos 
considerando valores de x próximos de 4, mas não iguais a 4. Logo, pode- 
mos dividir o numerador e o denominador por x — 4. Portanto 


Vx-2 01 
x—4 Jx+2 
A solução é a seguinte: 
= — Mx 
fim NX 2 2 tm VX— DX +) 
104 X4 aaa (x 4x + 2) 
E ca 
14 (x — 4x + 2) 














se x £ 4 





x>4 
SEE (T.L. 9) 
lim (x + 2) 
x—4 
| 
Eae (TL.2ZeT.L. 4) 
lim x + lim 2 
x—4 x— dá 


RR (TL. I0e TL.2) 
lim x + 2 
x>4 


| 


(T.L. 3) 
+ 2 





I 
et ps 
+ 
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Às vezes necessitaremos de duas outras igualdades que são equivalentes a 
lim f(x) = L 


x—a 


Elas são dadas nos dois teoremas a seguir. 


22.11 TEOREMA | lim f(x) = L se e somente se lim [f(x) =.L] =:0. 





Prova Dado que o teorema envolve uma condição se e somente se, a demons- 
tração requer duas partes. | 
Parte 1: Prove que lim f(x) = L se lim O) — L]) = 0. 

Começamos por lim J(x) ibidáinos J(x) por [f(x) — L] + L, e então 
aplicamos o Teorema de Limite 4. 


lim f(x) = lim (fl) — L]+4L) 


= lim [f(x) — L]+limL 


=04+L 
med 


o 


Parte 2: Prove que lim f(x) = L somente se lim [f(x) — L] = 0. 


— Aqui precisamos mostrar qué se lim f(x) = L, então lim [f(x) — L] = 0. 
Aplicamos o Teorema de Limite 4 a lim [f(x) — LJ]. 
lim [ f(x) — L] = lim f(x) — lim L 
=L-L | 
= 0 E 










E Ea x : apo ã e R E ai Es RR com 


2.2.12 TEOREMA “se e somente se lim f(t + a) = L 





Prova Sejat + a = x; entãox — a = t. Há duas partes a serem provadas. 
Parte 1: Prove que lim f(x) = L selim f(t + a) = L. 
Xx—>a 150 
Se lim f(t + a) = L, da Definição 2.1.1, segue que para todo e > O existe 


t>0 


um ô > 0, tal que 

se O<lt]<ô então |f(t+a)-L|<e | (5) 
ou, equivalentemente, substituindo t + a por x et por x — a, 

se O<|x—a)<ô então |f(x)- L|< e (6) 
Da Definição 2.1.1, a afirmativa (6) implica que 

lim f(x) = L 


xa 


Parte 2: Prove que lim f(x) = L somente se lim f(t + a) = L. 
Xx>4 t>0 
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Se lim f(x) = L, então, pela Definição 2.1.1, para qualquer e > O existe 


um ó > 0, tal que a afirmação (6) seja verdadeira. Substituindo x port + a 
ex — a por t, temos a afirmação (5). Assim, da Definição 2.1.1, podemos con- 


cluir que 


lim f(t+ a) =L 


1>0 


EXERCÍCIOS 2.2 


Nos Exercícios de 1 a 14, ache o limite e, quando aplicável, indi- 
que os teoremas de limite usados. 














É. lim (3x — 7) 2 lim (5x+ 2) 
x— 5 A x— — & 
3. lim(x +2x-1) 4. lim (2x? — 4x + 5) 
x>2 x—>3 
5. lim (22 48) 6. lim (y) —- 27º +3y— 4) 
Z+ 2 y>—1 
4x — 4 
ias dim 
—s 2x +1 
9. lim ——— 10. lim ———— 
Aa 21º + 6 pda x — 3x +4 
8 | 2+3 4 
1. lim [25 im 
esa 4 / 2 
sima (4. lim 5/2 
Xx>4 2X = l x—> —3 5 — X 


Nos Exercicios de 15 a 20, faça o seguinte: (a) Use uma calcula- 
dora para tabular, até quatro casas decimais, os valores de f(x) 
para os valores fixados dos de x. Do que f(x) parece tender quan- 
do x se aproxima de c? (b) Encontre o tim, f(x) e, quando apli- 


cável, indique os teoremas de limite usados. 


o? 


16. 


17. 


18. 


19. f(x) = 3 = 


20. f(x) = dE 


| x—2 A 
f(x) =2D4'** 1, 1,5, 1,9, 1,99, 1,999, e x é 3, 2,5, 


4 

2,1, 2,01, 2,001; c = 2 

2x2 + 3x — 2... 

= ————o o é, —3, — 2,5, - 2, so 4 ai) 

Jo) =D. 16 * 1, — 2,01, — 2,001 
exé — 1, — 1,5, — 1,9, — 1,99, — 1,999; c = -2 

2 + 5Sx+ 6 
fo) => d —4, -—3,5, -— 3,l, — 3,01, — 3,001, 


—-3,0001e xé —2, —2,5, -2,9, - 2,99, — 2,999, — 2,9999; 
c=—3 

; 2x — 3 ; 
fo) = 9: X É 1, 1,4, 1,49, 1,499, 1,4999 e x é 2, 
1,6, 1,51, 1,501, 1,5001; c = 5 


3— x 








x é 8, 8,5, 8,9, 8,99, 8,999 e x é 10, 9,5, 
9,1, 9,01, 9,001; c = 9 


v4— x 


: xé —1, -0,5, -0,1, — 0,01, — 0,001 
X 
e xé1,0,5, 0,1, 0,01, 0,001; c = 0 


Nos Exercícios de 21 a 39, encontre o limite e, quando aplicável, 
indique os teoremas de limite usados. 

















E E 2.95 
ipi 22. lim é 
x>7 A — q— — Ss Z + 5 
| 4x? — 9 3x — 1 
23. 1 24. lim —— — 
di E 139% — 1 
3s? —8s — 16 3x? — 17x + 20 
“lim ———— — 26. lim ———— 
o 2s? —-9s+4 so 4x? — 25x + 36 
3 ERR | i 
27. lim “É 28. lim 
v>-2 Y+2 so1 S—1 
2 3 
y*—9 8127 
29. lm [——————— 30. lim 
p»—3 272 +7y+3 1 3/2 44º — 9 
— Jh+5-—2 
32. tim SEO! 32. lim NT 
x>1 X— l ho-—1 h E l 
', o | 
33. lim 42-42 34. lim PE 
x>0 X x— 1 é Mire l 
YJh+ 1-1 o xê-x]-x+ 10 
35. lim ———— 36. | ———————mm 
o h E x? +3x +72 
3 
37. lim ——————— 
eae x +2x2+6x+5 
2y) — 1132 4 10 8 
38. lim E 
E 2x) -— 5x? = 2x — 3 
im ——— 
x-3 4xº Rs 13x + 4x — 3 
40. Se f(x) = x? + 5x — 3, mostre que lim SO) = fQ). 
41. Se F(x) = 2x* + 7x — 1, mostre que lim, FO) = F(-1). 
x? — 16 ' 
42. Se g(x) = SR E mostre que lim g(x) = 8, mas 
que g(4) não é definida. 
43. Se h(x) = NX+ 93 mostre que lim A(x) = + 
X x+-0 
mas que A(0) não está definida. 
44. Dado que f é a função definida por 


2x — | sex 2 
| Sé x = 2 


p=! 


(a) Ache lim f(x) e mostre que lim SO) = S(2). (b) Faça um 
esboço do gráfico de f. 


45. 


46. 


47. 


48. 


49. 


2.3 Limites Laterais 


Dada a função f definida por 


— 9 sex —3 
sex=-3 


SO) = E 
(a) Ache im 09) e mostre que lim f (10) = J(— 3). (b) Fa- 


ça um esboço do gráfico de f. 
Use a Definição 2.1.1 para provar que se 
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então 
am L/09) - 90)] = 0 


(Sugestão: para provar que lim [f(x) - 
X->aA 


90) = 


mos mostrar que para todo e > 0, existe um ô > O tal que 
se0< |x-— a| < 6, então |f(x) - g(x)| < e. Primeiro mos- 
tre que existe um ô, > O tal que se 0 < |x — a| < ô,, en- 
tão |f()| < 1 + |L|, aplicando a Definição 2.1.1 ao 
lim f(x) = Lcome = 1eó = ó,, então use a desigual- 


O precisa- 


him f(x)=L e limg(x)= . 

x>a xa dade triangular. Mostre então que existe um 6, > O tal que 

= se0O< |x-— a| < 6, então |g(x)| < e(1.+ |L|) apli- 
e | cando a Definição 2.1.1 a lim g(x) = 0. Tomando ô como 

a VC) — go)]=L—M o menor dos dois números ô | € 6,, 0 teorema está provado.) 


Prove o Teorema de Limite 5 aplicando o Teorema de Limi- 
te 4 e usando indução matemática. 
Prove o Teorema de Limite 7 aplicando o Teorema de Limi- 
te 6 e usando indução matemática. 
Use a Definição 2.1.1 para provar que se 

limf(x)=L e 


xa 


lim g(x) = 


50. 


Prove o Teorema de Limite 6: Se lim 1 00) = 
= M, então 


lim [69 - g(0)] = LM 
(Sugestão: escreva f(x) - g0c) = f(x) — Llg(x) + Lig) — 


- M|+ L-M. Aplique o Teorema de Limite 5, e o resulta- 
do do Exercício 49.) 


Le lim g(x) = 


2.3 LIMITES LATERAIS Quando consideramos lim f(x), estamos interessados em valores de x no intervalo 


aberto contendo a, mas não no próprio a, isto é, em valores de x próximos a 
“a, maiores ou menores do que a. Mas, suponha que tenhamos a função f como 
por exemplo, f(x) = vx — 4. Como f(x) não existe para x < 4, f não está 
definida em nenhum intervalo aberto contendo 4. Logo, lim vx — 4 


x>4 
não tem significado. No entanto, se x estiver restrito a valores maiores do que 
4,0 valor de x — 4 poderá se tornar tão próximo de zero quanto desejarmos, 
tomando x suficientemente próximo de 4, mas maior do que 4. Em tal caso, 
deixamos x aproximar-se de 4 pela direita e consideramos o limite lateral direi- 
to ou o limite direito, que será definido agora. 


Seja f uma função que está definida em todos os números de algum intervalo | 
limite de f(x) quando x tende a a pela direita é L, e es- 


2.3.1 DEFINIÇÃO | Sej 


aberto (a, c). Então, o 
crevemos 


lim f() = 


se, para todo e > 0, existir um 6 > O tal que 





se0<x-a< é então |f0) — LI <e 


Note que na afirmativa precedente não existem barras de valor sbsóluio em 
torno de x — a, pois x — a > 0, uma vez que x > a. 

Segue, da Definição 2.3.1, que 

lim x—4=0 

x>4*+ 

Se, ao considerarmos o limite de uma função, a variável independente.x esti- 
ver restrita a valores menores do que um número a, dizemos que x tende a a 
pela esquerda; o limite é chamado, então, de limite lateral esquerdo ou limite 
esquerdo. 
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2.3.2 DEFINIÇÃO 


FIGURA 1 


2.3.3 TEOREMA 






Limites e Continuidade 





Seja f uma função definida em todos os números de algum intervalo aberto 
(d, a). Então, o limite de f(x) quando x tende a a pela esquerda é L, e escrevemos 


lim f6) = L 





se, para todo e > 0, existir um é > O tal que 






se0O<a-x<óentão |f(x) — L| < 





Podemos nos referir ao lim f(x) como o limite bilateral, para distingui-lo 
dos limites laterais. esa | 

Os Teoremas de Limite de 1 a 10, dados na Secção 2.2, permanecem válidos 
quando trocamos '“'x > q”º por “x > at” ou '“x> a”. 





EXEMPLO 1 A função sinal é definida por 
— 1 sex<0 
sgn x = O sex =0 
| seO<x 


Signum é a palavra em latim para sinal. 
(a) Faça um esboço do gráfico dessa função. (b) Determine lim sgn x e 


lim sgn x, se existirem. Rea 
x > 0+ 
. Solução 
(a) Um esboço do gráfico aparece na Figura 1. 
(b) Como sgnx = —-lIsex< 0Oesgnx=1Isex> 0, temos 
lim sgnx= lim (—1) lim sgnx= lim il 
x>0- x>07 à dad É x—>0* 


ue =1 





No Exemplo 1, lim sgn x * lim sgn x. Como os limites à esquerda e à 


x > 07 x > 0+* 
direita não são iguais, o limite bilateral não existe. O fato de a desigualdade 
dos limites laterais implicar a inexistência do limite bilateral será objeto do pró- 
ximo teorema. 


lim f(x) existe e será igual a L se e somente se lim f(x) e lim f(x) existirem 
xa i -— + ] 


Xx— a Xx—>a 





e forem iguais a L. 


A prova do Teorema 2.3.3 será deixada como exercício (veja o Exercício 34). 


D ILUSTRAÇÃO 1 Um atacadista vende um produto por quilo (ou fração de 
quilo); se forem pedidos não mais de 10 quilos, o atacadista cobrará $ 1 por 
quilo. No entanto, para incentivar pedidos maiores, ele cobra $ 0,90 por quilo, 
se mais do que 10 quilos forem comprados. Assim, se x quilos do produto forem 
comprados e C(x) for o custo total do pedido, então 


x se0 «x <10 
0,9x sel0< x 


CO) = | 





FIGURA 2 





FIGURA 3 





FIGURA 4 
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Um esboço do gráfico de € está na Figura 2. Observe que C(x) foi obtido da 
igualdade C(x) = x quando O < x < 10 e da igualdade C(x) = 0,9x quando 
10 < x. Devido a essa situação, ao considerar o limite de C(x) para x tendendo 
a 10, precisamos distinguir entre o limite lateral esquerdo e o limite lateral di- 
reito em 10. Para a função C, temos 

lim C(x)= lim x lim C(x)= lim 0,9x 


x>107 x> 107 x>10+ x>10+ 
= 10 = 9 


Como lim C(x) * lim C(x), concluímos pelo Teorema 2.3.3 que lim C(x) 
xo 07 x > 10* x5 10 


não existe. Observe na Figura 2 que em x = 10 há uma quebra no gráfico da 
função C. Vamos retornar a essa função na Secção 2.6. q 


EXEMPLO 2 Seja g definida por 


= |x| sex £ 0 
no se 


(a) Faça um esboço do gráfico de g. (b) Ache lim g(x), se existir. 
x>0 


Solução 
(a) Um esboço do gráfico está na Figura 3. 
(b) lim g(x)= lim (—x) lim g(x) = lim x 
x>07 x>07 = 0 x>0* 
= 0 | = 0 
Como lim g(x) = lim g(x), segue do Teorema 2.3.3 que lim g(x) existe 
x > 07 x > 0* x>0 


e é igual a zero. 


Observe no Exemplo 2 que g(0) = 2, o que não afeta lim g(x). Observe tam- 


x>0 


bém que há uma quebra no gráfico de gem x = 0. 


EXEMPLO 3 Seja h definida por 


4-—-xº sex<1 
h — 
be) PA sel<x 


(a) Faça um esboço do gráfico de h. (b) Ache cada um dos seguintes limites, 
se existirem: lim hA(x), lim hA(x) e lim h(x). 
x> 17 x>1*+ x=1 
Solução 
(a) Um esboço do gráfico está na Figura 4. 
(b) lim h(x)= lim (4 — x?) lim h(x) = lim (2 + x?) 


ge" po x=1- x>1* x>1+ 
= 3 = 3 
Como lim A(x) = lim A(x) e ambos são iguais a 3, segue do Teorema 2.3.3 
x> 17 x => 


que lim h(x) = 3. 


x 
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EXEMPLO 4 


Seja f definida por 


sex < —3 


x+5 
so [p8-> se -3<x<3 


3-—-x 


se3<x 


(a) Faça um esboço do gráfico de f. (b) Ache, se existirem, cada um dos seguin- 
tes limites: lim f(6) lim f(x), lim f(), lim f(x), lim SO), a fos. 
x— — 3 à das dE Dá x = 3 x 37 x-3* x— 


Solução 


(a) Um esboço do gráfico de f está na Figura 5. 


(b) 


= 3 


= 2 


lim f(x) = lim f(x), então 
Xx> -—3* 


Como 


Xx> —3T 





FIGURA 5 


lim f(x)= lim l (x + 5) 


lim f(x)= lim 9 — x? 
à dd Dm x 3" 
= 0 


Como lim f(x) = lim f(x), então lim f(x) não existe. 
e yo x—3* x>3 


lim fo)= lim V/9-x? 
xo -—3t ++ 
= () 


lim f(x) não existe. 


x -3 
im fO)= lim (3-x) 
x>3*+ x53* 


=0 








EXERCÍCIOS 2.3 


Nos Exercícios de 1 a 22, faça um esboço do gráfico e ache o 
limite indicado, se existir; se não existir, indique a razão disto. 


2 sex<1 
1. f(x) = [= sex=1 
—3 sel<x 
(a) lim fl); (b) lim f(x); (c) lim f(x) 
x>1* x>1 x—>1 
—2 sex<0 
E so)=] 2 se0 <x 


(a) lim f(x); (b) lim f(x); (c) lim f(x) 
x>0* x>07 x>0 


4—t se-4<t 
(a) lim ft); (b) lim f(t); (c) lim f(t) 
t> —4*+ t> — 47 t> —4 


” ro= (8 set <-—s4 


s+3 ses <-2 
há a= (58º se-2<s 
(a) lim g(s); (b) lim g(s) (c) lim g(s) 
s>-—2+ s> — 20 s>—2 
x? sex <2 
5. F(x) = = 
ba) o se2<x 


(a) lim F(x); (b) lim F(x); (c) lim F(x) 
x=2+ x>2- x>2 


IO — x se3 <x 
(a) lim h(x); (b) lim (x); (0) lim A(x) 
3” 3" x53 


2r+3 ser<l 
7 g(r)=<42 ser=1 


7—-2r sel<r 


1 3 
a ho) = (9 sex < 


(a) lim g(r); (b) lim g(r); (c) lim g(r) 
r>1+ p> 10 r>1 
set< —2 


3+tº 
8. g(t)=<40 set=-2 


ll—t? se-2<t 
(a) lim g(t); (b) lim g(t); (c) lim g(t) 
> —2+ t>—2- > —2 
x2— 4 sex<2 
9. fix)=44 se x = 2 
4—- x? se2<x 
(a) lim f(x); (b) lim f(x); (c) lim f(x) 
x>2* Xx>27 x>2 
2x + 3 sex<1 


10. pos= se x =1 


x+2 sel<x 
(a) lim f(); (b) lim f(x); (c) lim f(x) 
o + +] x>1 
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1H. Fl)=|x— 5] 
(a) RE F(x); (b) ama F(x); (c) tim F(x) 
12. f() = é + |2x — | 
(a) lim f(x); (b) lim f(x); (c) lim f(x) 
x=2* x+27 x>2 
13. G(x) = [2x —3|—4 
(a) lim G(x); (b). Jim G(x); (c) lim G(x) 
x>3/2* 3/27 x-3/2 
x—1| sex< —1 
14. F(x) = sex=-—1 


[[—-x| se-l<x 
(a) lim F(x); (b) lim Fí(x)(c) lim F(x) 
x>—1+ x—> — 17 x>—1 


15. f(x) = bd 
X 
(a) lim f(x) (b) lim f(x); (c) lim f(x) 
x>0+ x>07 x—+0 
16. S(x) = |sgn x| (sgn x é definido no Exemplo 1) 
(a) lim S(x); (b) lim S(x); (c) lim S(x) 
x>0* x>07 x-+0 


2 sex < —2 
17. fo)=4N4— x? se —2 <x<2 


—2 se2<x 
(a) sm SO) (b) Edo Rs (x); (c) Ea SO); (d) E SO); 
(e) lim 1 (x); (É) lim f 9 


x+1 sex<-—l 
a no-fé se-l <x<1l 
2-—-x sel<x 
(a) tim St); (5) 
(e) tim f69% () lim f69) 
3/; set <O 
Ens e se0 <t 


(a) lim f(t); (b) lim (6); (c) lim f(t) 
t>0* 1507 t>0 


3/—x sex <0 
id Na se0 <x 


(a) lim g(x); (b) lim g(x); (c) lim g(x) 
x>0* x-0- x>0 
Vx?—-9 sex <-3 


v9—-x? se do É dica 
Vx2-9 se3 <x 


(a) o F(x) (b) lim F(x); (c) lim F(x); (d) lim F(x); 
É doa à dh e = "3 x+3> 


21. F(x) = 


(e) lim F(x); (f) lim F(x) 
x>3* x->3 


YMt+1 set<-1 
22. Gt)=4,V1-t se-l<t<l 
jt-l sel<t 


lim f(x); (c) lim fl); (d) lim fl); 
dio Pi x =] x—+1- 
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(a) lim G(t); (b) lim G(t); (c) lim G(t); (d) lim G(t); 
t+ —10 t>—1+ t+ — 1º" > 1— 
(e) lim G(t); (f) lim G(t) 
t-> t+ t—1 
23. F(x) = x —2sgn x, onde sgn x está definido no Exemplo 1. 
Ache, se existirem: (a) lim F(x); (b) lim F(x); (c) lim F(x). 
x>0* x+07 x—>0 


24. h(x) = sgnx — U(x), onde sgn x está definido no Exemplo 
le U é uma função escada definida por 


O sex<0 
Uto) = 
bo) | se0 <x 


Ache, se existirem: (a) lim h(x); (b) ad h(x); (c) tm h(x). 
25. Ache, se existirem: a) lim, [x]; (o) im [x]; (c) lim [x]. 
26. Ache, se existirem: (a) lim [x — 3]; (b) lim [x a 3]; 

(e) lim [x — 3] o e 
27. Seja h(x) = (x — 1) sgn x. Faça um esboço do gráfico de A. 

Ache, se existirem: (a) nm h(x); (b) Ed h(x); (c) um h(x). 


28. Seja G(x) = [x] + [4 — x]. Faça um esboço do gráfico de G. 
Ache, se existirem: (a) lim G(x); (b) lim G(x); (c) lim G(x). 
É am x 30 x—+3 


: 3x+2 sex<4 
29. Dad = 
ERRO Pie se4 <x 
o qual lim J(x) existe. 
X —+ 


Ache o valor de k para 


kx—3 sex< -—l 
xº?+k se-l<x 
o qual lim, f(x) existe. 

X — — 


30. Dada f(x) = | H Ache o valor de k para 


x? sex < -—2 
ax+b se-2<x<2+. Ache os valores de 


2x — 6 se2 <x 
aeb, tais que lim, f(x) e lim f(x) ambos existam. 


31. Dada f(x) = 


2x— a sex< —3 
32. Dada f(x)=<ax+2b se-3 <x <3>.Ache os valores de 
b—5Sx se3<x 


aeb, tais que existam os limites: 


lim S() e lim JO). 


| —1 sex<0 
33. Seja = | 1 seO<x 


porém lim |f(x)| não existe. 
X mi 


E Mostre que lim J(x) existe, 
XxX 


34. Prove o Teorema 2.3.3. 


35. As taxas para despachar cargas por navio são frequentemente 
baseadas em fórmulas que oferecem um preço menor por qui- 
lo quando o tamanho da carga é maior. Suponha que x qui- 
los sejam o peso de uma carga, C(x) seja o seu custo total e 


0,80x se0(x <50 
C(x) 0,70x se50<x <200 
0,65x se 200 < x 
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(a) Faça um esboço do gráfico de C. Ache cada um dos se- (b) Mostre que lim g(x)e lim g(x) ambos existem, mas 
x > 17 x = tt 


guintes limites: (b) lim C(x) (c) lim C(x); 
x+ 507 x>50* 


(d) lim Cl); (e) 


x> 2007 


não são iguais e, portanto, lim g(x) não existe. 
X —+ 1 


(c) Ache fórmulas para f(x) - g(x). 


x2+3 sex<1l x? sex <1 
36. Dada f(x) = | g(x) = 2 Raid (d) Prove que lim O) - g(x)] existe mostrando que 
XxX — 
(a) Mostre que lim. f(x) e lim f(x) ambos existem, mas bi Lf60) - 900)] = o [/69) - 9009). 
.X— X— + x> 17 x>1+ 


não são iguais e, portanto, lim J(x) não existe. 
X —» 


2.4 


Tabela 1 


FIGURA 1 





LIMITES INFINITOS Nesta secção discutiremos funções cujos valores aumentam ou diminuem sem 


limitação, quando a variável independente aproxima-se cada vez mais de um 
número fixo. Primeiro consideraremos a função definida por 


3 

JO= > 
O domínio de f é o conjunto de todos os números reais exceto 2 e a imagem 
é o conjunto de todos os números positivos. Vamos pesquisar os valores fun- 
cionais de f quando x está próximo de 2. Façamos x aproximar-se de 2 pela 
direita; seja x 3, 2,5, 2,25, 2,1, 2,01 e 2,001 e usamos uma calculadora para 
calcular os valores correspondentes de f(x) mostrados na Tabela 1. Dessa tabe- 
la você vê intuitivamente que à medida que x se aproxima de 2 por valores maiores 
do que 2, f(x) cresce indefinidamente. Em outras palavras, podemos tornar f(x) 
maior do que qualquer número positivo prefixado (isto é, f(x) pode se tornar 
tão grande quanto desejarmos) para todos os valores de x suficientemente pró- 
ximos de 2 e x maior do que 2. 

Para indicar que f(x) cresce indefinidamente quando x tende a 2 por valores 
maiores do que 2, escrevemos 

| é a 

EO): 

Façamos agora x aproximar-se de 2 pela esquerda; consideraremos os valo- 
res de x iguais a 1, 1,5, 1,75, 1,9, 1,99 e 1,999 e usaremos uma calculadora para 
obter os valores correspondentes de f(x) que aparecem na Tabela 2. Você vê 
intuitivamente, dessa tabela, que à medida que x aproxima-se de 2 por valores 
menores do que 2, f(x) cresce sem limites e escrevemos 


3 
lim —— = +00 


+ 00 


Assim sendo, quando x tende a 2 pela direita ou pela esquerda, f(x) cresce sem 
limites e escrevemos 


Dos dados apresentados nas Tabelas 1 e 2 obtemos o esboço do gráfico de 
f mostrado na Figura 1. Observe que ambos os ''ramos”” da curva aproximam- 
se da reta pontilhada x = 2, quando x cresce indefinidamente. Essa reta ponti- 
lhada é chamada de assiíntota vertical e será definida mais adiante, nesta secção. 

Apresentaremos agora a definição formal de valores funcionais que crescem 
indefinidamente. 


2.4.1 DEFINIÇÃO 





FIGURA 2 


2.4.2 DEFINIÇÃO 
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Seja f uma função definida em todo número de um intervalo aberto 1 contendo 
a, exceto possivelmente no próprio a. Quando x tende a a, f(x) cresce indefini- 
damente e escrevemos 


EO JA) és neo | (1) 


se para qualquer número N > 0, existir um é > O tal que 





se0< |x-— a| < ô então fo) > N 


Outra maneira de dar a Definição 2.4.1 é a seguinte: ““Os valores funcionais 
de f(x) crescem indefinidamente quando x tende a um número a, se f(x) puder 
se tornar tão grande quanto desejarmos (isto é, maior do que qualquer número 
positivo N) para todos os valores de x suficientemente próximos de a, mas não 
iguais a q.” 

Devemos enfatizar novamente que + o não é o símbolo de um número real; 
logo, ao escrevermos lim fO) = +00, isto não tem o mesmo significado que 
lim f(x) = L, onde L é um número real. A igualdade (1) pode ser lida como 


Xx> a 


“o limite de f(x) quando x tende a a é infinito positivo””. Em tal caso, o limite 
não existe, mas o símbolo + co indica o comportamento dos valores funcionais 
f(x) quando x aproxima-se cada vez mais de a. e 

Analogamente, podemos indicar o comportamento de uma função cujos va- 
lores funcionais decrescem indefinidamente. Para tanto, consideremos a fun- 
ção g definida pela igualdade 


—3 
OE 
Um esboço do gráfico dessa função está na Figura 2. 
Os valores funcionais dados por g(x) = —3/(x — 2)? são os negativos dos 


valores dados por f(x) = 3/(x — 2). Assim, para a função q, quando x tende 
a 2, pela direita ou pela esquerda, g(x) decresce indefinidamente e escrevemos 


Seja f uma função definida em todo número de algum intervalo 1 contendo a,:| 
exceto possivelmente no próprio a. Quando x tende a a, f(x) decresce indefini- 


| damente e escrevemos 


lim /0) = — 


se para todo número N < 0, existir um ô > 0 tal que 


se0< |x-— a] < 6 então f(x) < N 





Nota: A igualdade (2) pode ser lida como ““o limite de f(x) quando x tende 
a a é infinito negativo””, observando novamente que o limite não existe e que 
o símbolo — co indica somente o comportamento dos valores funcionais quan- 


“do x tende a a. 


Podemos considerar limites laterais “infinitos”. Especificando, tm SO) = +00, 


xsa* 


se f estiver definida em todo número de algum intervalo aberto (a, c) e se para . 
todo número N > O existir em ô > O tal que 


se0O<x-a< óentão f(x) > N 
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FIGURA 3 


2.4.3 TEOREMA DE LIMITE 11 
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Definições análogas podem ser dadas para lim f(x) = +00, lim fO) = —- o 


Xx- 9 


e lim fO) = —oo. 


Suponha, agora, que h seja a função definida pela igualdade 


2x 
x—1 


h(x) = (3) 





Um esboço do gráfico dessa função está na Figura 3. Observando as Figuras 
1, 2e 3, note a diferença entre o comportamento da função cujo gráfico está 
esboçado na Figura 3 e o das funções das duas outras figuras. Observe que 








> 

lim = — 00 (4) 
2X 

in O (5) 


Isto é, para a função definida por (3), à medida que x se aproxima de 1 por 
valores menores do que 1, a função decresce indefinidamente e, à medida que 
x se aproxima de 1 por valores maiores do que 1, os valores funcionais crescem 
indefinidamente. 

Antes de dar alguns exemplos, precisamos de dois teoremas que tratam de 
limites ““infinitos”. 


Se r for um inteiro positivo qualquer, então 





. 5 ! a 
(D lim q = + 
(11) lim Ea as E se r for cega | 
x—07 X" (+ ser for par 





Prova Vamos demonstrar a parte (1). A prova da parte (ii) é análoga e será dei- 
xada como exercício (veja o Exercício 45). Precisamos mostrar que para todo 
N > 0 existe um 6 > O tal que 
o. dl 
se O<x<ô então -—->N 
X 
ou, equivalentemente, como x > 0e N > 0, 
ro miriias 
se O<x<oô entãox <y 
ou, equivalentemente, como r > 0, 


] l/r 
se 0O<x<óôó então <<(x) 


A afirmativa acima é válida se ó = 1)” Assim sendo, quando ô = ( a e 


1 
se O<x<o então ->N mm 
X 


2.4.4 TEOREMA DE LIMITE 12 


“x — q 
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> ILUSTRAÇÃO 1 Do Teorema de Limite 11(i) segue que 


lim = =+o e lim -;5=+0 
x>0+ X x>0t X 


Do Teorema de Limite (ii) 
1 | l 


lim eis e OO) e lim 4 = +00 «4 
x+0" X x>0" X 


O Teorema de Limite 12, a seguir, trata do limite de uma função racional 
para a qual o limite do denominador é O e o limite do numerador é uma cons- 
tante não-nula. Tal situação ocorre em (4) e (5). 


-Se-a for um número real qualquer e se lim 10) = 0e lim g(x) = c, onde c é 


uma constante não-nula, então 


“(Dsec>0esefw)->0 por valores positivos de to 


bo do = te 


| Gi) sec > 0ese f(x) > O por valores negativos ELA 


xa f(x) 
(ii)sec< 0Oesef(x).> 0 por valores positivos de EA 00), | 


lim 90) — 00, 


x»a f(X) 


(i)sec<'0ese f(x) > O por valores negativos de f(x), 


lim 9(x) = Pa 
oo f() o. 


O teorema também será válido se “x — a” for substituído por “x> at” ou. 


Edo 





Prova Provaremos a-parte (i) e deixaremos as demonstrações das outras par- 
tes como exercícios (veja os Exercícios 46-48). 
Para provar que.. 


go) + 
lim = +00 
x>a f(x) (x) | 
precisamos mostrar que para todo N > O existe um 6 > O tal que 
90) 
se O<l|x-—al<ô então EN (6) 
SO) 
Como lim g(x) = c > 0, tomando e = 4c na Definição 2.1.1, segue que 


existe um ó, > O tal que 


se O<|x-—al<ô, então |g(x) — c| < Ac 
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Aplicando o Teorema 1.1.10 à desigualdade da página anterior, segue que exis- 
te um ó, > O tal que 


se O<|x—al<ô, então -je<g(x)-c<ic 
<> se O</|x—al<ô, então je<g(x)<%c 
Assim, existe um ó, > O tal que 
se O<|x—-al<ô, então g(x) > 4c (7) 
Agora, lim f(x) = 0. Assim, para todo e > O existe um ô, > O tal que 
se O<l|x-a)<ô, então |f(x)|< e 


Como f(x) está se aproximando de zero por valores positivos de f(x), as barras 
de valor absoluto em f(x) podem ser removidas; assim, para todo e > O existe 
um ó, > O tal que 


se 0O<|x-—al< 6; então O < f(x)<e (8) 


Das afirmações (7) e (8), podemos concluir que para todo e > O existe um 
ô, > 0 e um ó, > O tal que 





.. 96) JC 
se O<|x—al<o e O<ix—a)<ô, então —— > — 
e al < 6, x -al<ô, então Co 
Logo, see = c/(2N) e ô = min(ô,, 6,) então 
| | 2 MO) Je 
se O<|ix—-al<ó então —-— > =N 
| | fo) c/QN) 
que é a afirmativa (6). Assim sendo, a parte (i) está provada. a 


Aplicando o Teorema de Limite 12, podemos frequentemente obter uma in- 
dicação de que o resultado será + co ou — co, tomando um valor adequado de 
x próximo de a para nos assegurarmos de que o quociente é positivo ou negati- 
vo, conforme mostra a ilustração a seguir. 


> ILUSTRAÇÃO 2 Em (4) tínhamos 


2x 
lim 
x> 17 É esa 





O Teorema de Limite 12 é aplicável, pois lim 2x = 2e lim (x - D=0. 


> RA xo 1 
Queremos determinar se temos + co ou — co. Como x > 17, vamos tomar um 
valor de x próximo e menor do que 1; por exemplo, seja x = 0,9. Então 


2x U0,9) 2x 














= = — 18 
x—1 0,9-1 x— 1 
O quociente negativo leva-nos a suspeitar que 
l 2x 
lim = — 00 
x>10 X — 


Esse resultado segue da parte (ii) do Teorema de Limite 12, pois quando x — 17, 
x — 1 está tendendo a O por valores negativos. 
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Para o limite em (5), como x >1+, vamos tomar x = 1,1. Então 


2x — 2U1,1) 4 
Si li Rei O 


Como o quociente é positivo, suspeitamos que 


2X 
lim = 
x-s1+ É ad 1 














+ 00 


Esse resultado segue da parte (i) do Teorema de Limite 12, pois quando 
x> 1t,x — 1 está tendendo a O por valores positivos. «4 


Ao usar o procedimento descrito na Ilustração 2, certifique-se de que os va- 
lores escolhidos de x estejam suficientemente próximos de a para obter o verda- 





deiro comportamento do quociente. Por exemplo, ao calcular lim ER 
XxX — 1 o 


valor de x escolhido deve ser não somente menor do que 1, mas também maior 
do que 0. 


4 O 


EXEMPLO 1 Ache 


o De PO 2 o xX4+x+2 
oca Cpo 
Solução 
(a) lim RR RZ. a. PAO 


sex = INS gasetx- Ie + 1) 

O limite do numerador é 14, o que pode ser facilmente verificado. 
lim (x-3(x+ D= lim (x— 3: lim (x+ 1) 
É de Re x+3+ 


E=+3+ 
=0-4 
= 0 
O limite do denominador é O e ele está tendendo a O .por valores positivos. 
Então, do Teorema de Limite 12(1), 
x +x+2 


lim >———— = 
ns dx) Re 
2 2 
(b) lim x +x+2 E ie x +x+2 


3-X2—2x—3; ses (x— 3x + 1) 
Como na parte (a), o limite do numerador é 14. 
lim (x-3(x+D= lim (x—3) lim (x+ 1) 
X=3s x>37 30 
=0:4 
=0 


Nesse caso, o limite do denominador é 0, mas ele está tendendo a O por valo- 
res negativos. Do Teorema de Limite 12(ii), 


im Etx+2 4 
Re 
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EXEMPLO 2 Ache 


(a) lim vx|—4 (b) lim Ne 


x—+2+ e 2 x> 27 É 2 
Solução 


(a) Como x>2*,x—-2>0 então x—2=.(x-— 2). Logo, 
tim SE tim Es 
tas 
= lim x +2 
E 


O limite do numerador é 2. O limite do denominador é O e ele está tendendo 
a O por valores positivos. Logo, do Teorema de Limite 12(i), segue que 


co x2—4 
lim — = +00 
x>2+ x—2 





(b) Como x >27,x—-2<0entãox—-2=-—2-— x). Logo, 
lim 4 — x* V2— xv2+x 
x>20 0 X— a Er EE o pe 
DO (on 


x>2-0 — /2— x 


O limite do numerador é 2. O limite do denominador é O e ele está tendendo 
a O por valores negativos. Logo, pelo Teorema de Limite 12(ii), 


o f4—x 
lim —=——— = — o 
Xx> 27 x—2 


EXEMPLO 3 Ache 
— BJ-4 
lim td | 
E x — 4 
Solução lim [x] = 3. Logo, lim ([x] —- 4) = 1. Além disso, 
x+47 x54. 
lim (x — 4) = 0ex — 4tende a O por valores negativos. Assim, do Teorema de 
e 
Limite 12(iv), 
lim Ed fenda ER 


= +00 
x 47 x — 4 
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Lembre-se de que como + co e — oo não são símbolos de números reais, os 
Teoremas de Limite 1 — 10 da Secção 2.2 não são válidos para limites “infini- 
tos”. Mas existem propriedades referentes a tais limites, que serão dadas a se- 
guir. As demonstrações serão deixadas como exercícios (veja os Exercícios 49-5 b. 





2.4.5 TEOREMA | (1) se lim 169 = & co € e lim ato =, , onde c c é uma constante qualquer, então 


Jim o) + 90)] = : 







(ii) se lim 1f (x) = — 0 € lim 960) = c, onde c é uma constante FqRRiquEs: então 


lim Vo) + 969] = 






O teorema continua válido se “x > q” for" substituído por “x>a+t ou 
Cx qa”, | 









> ILUSTRAÇÃO 3 Como lim —1 5 = tee lim nd segue 


Cast X— st X+2. 04 
do Teorema 2.4.5(i) que 





2.4.6 TEOREMA | Se lim SO) = +00 e lim go) = pa c é uma constante não-nula, então” 


O se c > 0, lim so) - 90) = 


(ii) sec < o, lim Sl : 90) = - 0, 


a teorema continua” válido. se “x > q” for substituído por “x > at” ou” 
É anca ARMdO 





Db ILUSTRAÇÃO 4 





lim ? =+0 e o açãE 7 

sos (e — IPO 3X —4 

Logo, pelo Teorema 2.4.6 (ii), 

| 5 x+4 | | 

o PO « 
ale RE e 


2.4.7 TEOREMA | Se lim/(G) = — o € lim g(x) = c, onde c é uma constante não-nula, então 
()sec> 0, tim fo - go) = 


(ii) sec <o0, im SO) * 909) = 


o teorema permanecerá válido se “'x > a”” for substituído por “'x —> a**” ou 





id 5 No Exemplo 2(b) mostramos que 


4-—- x? 
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FIGURA 4 


a 


| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 


lim f()=+= 


FIGURA 5 


2.4.8 DEFINIÇÃO 


Bs. 


lim f(x)=—= 


FIGURA 6 
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Além disso 


Ri 
NO 4 





Assim, do Teorema 2.4.7 (11), segue que 


nr ri)= ta 


1 
E x—-2 x+2 


+22" 





«4 


Os limites infinitos são aplicados para encontrarmos assíntotas verticais de 
um gráfico, se elas existirem. Veja a Figura 4 que mostra um esboço do gráfico 
da função definida por 


fo) = : (9) 


(x — a) 
Qualquer reta paralela e acima do eixo x interceptará esse gráfico em dois pon- 
tos: um ponto à esquerda da reta x = a e outro à sua direita. Assim, para todo 
k > 0, não importa quão grande, a reta y = k interceptará o gráfico de f em 
dois pontos; a distância desses pontos à reta x = a torna-se cada vez menor, 
à medida que k é tomado cada vez maior. A reta x = a é chamada de assíntota 
vertical do gráfico de f. 





A reta x = qa será uma assíntota vertical do gráfico da função f, se pelo menos 
uma das afirmativas for verdadeira: 


OD lim f0) = +90 






GD lim, f0) = —oo 


Gi) lim f0) = +º 


Xx> 4a 





(iv) lim f(x) = — oo 


Xx-a 





Db ILUSTRAÇÃO 6 Cada uma das Figuras de 5 a 8 mostra parte do gráfico de 
uma função para a qual a reta x = a é uma assíntota vertical. Na Figura 5 a 
parte (i) da Definição 2.4.8 se aplica; na Figura 6 aplica-se a parte (ii) e nas 
Figuras 7 e 8 aplicam-se as partes (iii) e (iv), respectivamente. <« 


a x=a 


| 
| 
| 
| 
) 
| 
| 
| 
| 
| 
| 





lim f(a)=+ lim fx 


X-—+a" 


FIGURA 7 FIGURA 8 FIGURA 9 
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Para a função definida por (9), ambas as partes (i) e (iii) da definição acima 
são verdadeiras. Veja a Figura 4 se g for a função definida por 
l 
(x — a)? 


g(x) = — 


então ambas as partes (ii) e (iv) serão verdadeiras e a reta x = a será uma assin- 
tota vertical do gráfico de g. Isso é ilustrado pela Figura 9. 


EXEMPLO 4 











FIGURA 10 





Ache a assintota vertical e faça um esboço do gráfico da fun- 
ção definida 
3 
fe) = 
Solução 
3 3 
hm = +00 lim = — 00 
x>3+t X — RE q 


Segue, da Definição 2.4.8, que a reta x = 3 é uma assíntota VENnÇEs do gráfico 
de f, cujo esboço está na Figura 10. 





EXERCÍCIOS 2.4 


























Nos Exercícios de 1 a 12, faça o seguinte: (a) use uma calcula- x+2 , 
dora para tabular valores de f(x) para valores fixados de x e, a 6. (a) SO) = (x — 1? x 0, 0,5,:0,9, 0,99, 0,999, 0,9999 e x é 
partir deles, faça uma afirmação a respeito do comportamento x ru 2 
evidente de f(x). (b) Ache o limite indicado. 2, 1,5, 1,1, 1,01, 1,001, 1,0001; (b) li io GE 
— 2 
1. (a) f(x) = 75º 2 € 6, 5,5, 51, 5,01, 5,002, 5,0001; 7. (a) 19= x é 0,/-0,5,| —-0,9] —-0,99, — 0,999, 
x 
b) lim = citbio Jia E 
(b) au 0,9999; (b) im, Ei 
—2 
2. (a) f(x) = vos Ned 4,5, 4,9, 4,99, 4,999, 4,9999; 8. (a) f(x) = E x é -2,-1,5, -1,1, — 1,01, — 1,001, 
=) 
(b) lim — 1,0001; (b) lim 2—S 
x>5" X — x-1- X+1 
| I 
3. (a) fl) = x E guxt6 3,5, 5,1, 5,01, 5,001, 5,0001 ex 9. (a) f(x) = q X é —5, —45, —4,1, —4,01, —4,001, 
| 
É 4, 4,5, 4,9, 4,99, 4,999, 4,9999; (b) lim —— —4,0001; (b) lim —— 
Xx—>5 5 (x 5) x>—-4- X + 4 
+2 
4. (a) f(x J=555, x é 0, 0,5, 0,9, 0,99, 0,999, 0,9999; 10. (a) f(x) = q) X ÉS, 4,5, 4,1, 4,01, 4,001, 4,0001; 
x+2 5 1 
x>17 = (b) Ene 
+ 2 4x e : 
5. (a) f(x =: ad 1,5, 1,1, 1,01, 1,001, 1,0001; 11. (a) o) =s Eri x:€ —4, —3,5, —3,1, — 3,01, —3,001, 


o 


so = 








2 


— 3,0001; (b) lim 


x — 37 
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| 4 
12. (a) fl) = s—a x é 4, 3,5, 3,1, 3,01, 3,001, 3,0001; 


x?º 


(b) lim 


x-+3* 





— x? 


Nos Exercícios de 13 a 32, ache o limite. 


13. lim di 


I5. lim 


17. lim 
x-+07 X 


x? — 
19. lim seco 


x 3* x—3 


1 1 
21. lim (=) 
x>0* X X 


2 — 4x2 
23. lim ——-——— 
ai x? + 3xº 


25. lim ( É 


> -4- 
2x) — 5x? 
x* = 


9. tim CID* 


26. lim 





3 2 
29. tim * + 9x + 20x 


afim = 2 


33. Para cada uma das funções a seguir, ache a assíntota verti- 
cal do gráfico e faça um esboço dele: 


2.5 


Tabela 1 


1,999998 


P+IH—4 


x? + x— 12 





lá. 
16. 


18. 


Z4. 
3 
t+4 
28. 


30. 


32. 


LIMITES NO INIFINITO 











lim : E 
s>»2- 8-2 se-4 


 (º]-1 

a x — 1 

= 6x + x—2 

x»-2+ 2X] +3x — 2 
x—2 


lim ———>—-—— 


x-2- 2 — 4x — x? 


l 
(a) = 0) = 5:00) HJ =: (9) di) = 


34. Para cada uma das funções a seguir, ache a assintota verti- 
cal do gráfico e faça um esboço dele: 


(a) S0) = —5: (6) 96) = 55: (0) HO) = ==; 


dl 
(a) dl) = = 


o =t+2 
hm (t— 22 
Ana fé, 5 Nos Exercícios de 35 a 42, ache a(s) assintota(s) verticalfis) do 
lim v3 + x gráfico da função e faça um esboço dele. 
x>0* X 
RR 2 3 
á e e 36. =—— 
fia SS ida Ada re dnidalrarar 
x—>0 X 
a —4 
/ 2 ais me — 
a im — Gg Ao eng Gan AE 
x-4" É ag 
= 4 
É qu 39. f(x) =—s 40. f(x) =—— 
o 10 3 19 
x>0*+ X] + X a 5 cado 
O A 8x + 15 i “x2+5x-—6 


43. Prove que lim = +co, usando a Definição 2.4.1. 


x>2 (x Es 2) 
— 2 


44. Prove que lim wa 


= — co, usando a Definição 2.4.2. 
x 4 (x = 4 | 


45. Prove o Teorema 2.4.3 (ii). 
46. Prove o Teorema 2.4.4 (ii). 
47. Prove o Teorema 2.4.4 (iii). 
48. Prove o Teorema 2.4.4 (iv). | 
49. Prove o Teorema 2.4.5. 

50. Prove o Teorema 2.4.6. 

51. Prove o Teorema 2.4.7. 


52. Use a Definição 2.4.1 para provar que lim 


x>—3 





= 
> —D|=+0. 
3+x 


A secção anterior foi dedicada a limites infinitos onde os valores funcionais au- 
mentavam ou diminuíam indefinidamente, enquanto a variável independente 
aproximava-se de um número real. Agora vamos considerar limites de funções, 
quando a variável independente cresce ou diminui indefinidamente. Começare- 
mos com a função definida por 


2x? 


fo) = x +1 





Atribuímos a x os valores 0, 1, 2, 3, 4, 5, 10, 100, 1000 e assim por diante, per- 
mitindo que aumente indefinidamente. Os valores funcionais correspondentes, 
exatos ou aproximados, encontrados com o uso de uma calculadora com seis 
casas, são dados na Tabela 1. Observe na tabela que quando x cresce, toman- 
do valores positivos, os valores funcionais aproximam-se de 2. 


Tabela 2 


= 
= 
-3 
-4 
-5 
-10 
— 100 
— 1000 
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882353 
1,923077 
1,980198 
1,999800 
1,999998 
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Em particular, quando x = 4. 


2 
2-2 1,8823583 
x*+1 
= 0,117647 


Logo, a diferença entre 2 e f(x) é 0,117647, quando x = 4. Para x = 100, 


Dx 


é e 


2 — = 2 — 1,999800 


= 0,000200 


Assim, a diferença entre 2 e f(x) é 0,000200, quando x = 100. 

Continuando, vemos intuitivamente que o valor de f(x) pode ser obtido tão 
próximo de 2 quanto desejarmos, escolhendo x suficientemente grande. Em ou- 
tras palavras, podemos obter uma diferença entre 2 e f(x) tão pequena quanto 
desejarmos escolhendo x como qualquer número maior do que algum número 
positivo suficientemente grande. Ou, avançando um pouco, para todo e > 0, 
não importa quão pequeno, podemos encontrar um número N > 0, tal que se 
x > N, então |f(x) — 2| < e. 

Quando uma variável independente x for crescente indefinidamente, através 
de valores positivos, escrevemos “'x > + c0””, Do exemplo acima, então, pode- 
mos dizer que | | 


2 
X 
lim = 2 
x— + 00 Sd + l 





Seja f uma função definida em um intervalo (a, + co) o limite de f(x) quando 
x cresce indefinidamente, é L, escrito 


lim JO) = L 


se para todo e > 0, não importa quão pequeno, existir um número N > Otal que 


sex > Nentão |f() — L| < 


Nota: Quando escrevemos x > + co, isto não tem o mesmo significado que, 
por exemplo, x > 1000. O símbolo x > + co indica o comportamento da variá- 
vel x tal como definido acima. 

Vamos considerar a mesma função e atribuir a x os valores — 1, —2, —3, 
— 4, —5, — 10, — 100, — 1000, e assim por diante, permitindo que x decresça 
através de valores negativos indefinidamente. A Tabela 2 dá os valores corres- 
pondentes de f(x). 

Observe que os valores funcionais para os números negativos são os mesmos 
que aqueles para os números positivos correspondentes. Assim, vemos intuitiva- 
mente que quando x decresce indefinidamente, f(x) tende a 2; isto é, | f(x) — 2] 
pode ser obtido tão pequeno quanto desejarmos, escolhendo x como qualquer 
número menor do que algum número negativo tendo um valor absoluto sufi- 
cientemente grande. Formalmente, dizemos que para todo e > 0, não importa 
quão pequeno, podemos encontrar um número N < Otal que sex < N, então 
f(x) — 2| < e. Usando o símbolo x > — co para mostrar que a variável x de- 
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cresce indefinidamente, escrevemos 


2% 
jin == 
e 9X 41 





FIGURA 1 


A Figura 1 mostra um esboço do gráfico de nossa função. A reta x = 2 apa- 
rece como uma linha pontilhada, chamada assíntota horizontal, que definire- 
mos mais adiante, nesta secção. 


2.5.2 DEFINIÇÃO Seja fuma função que está definida em um intervalo (— co, q). O limite de f(x) 
quando x decresce indefinidamente é L, notado por 


im JO) =L 


se para todo « > 0, não importa quão pequeno, existir um número N < O tal que 
sex < Nentão |f(0) — L| < e * 





Nota: como na nota seguindo a Definição 2.5.1, o símbolo x > — co indica so- 
mente o comportamento da variável x. 

Os Teoremas de Limite 2, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10 da Secção 2. 2, bem como os 
Teoremas de Limite 11 e 12 da Secção 2.4, permanecem inalterados quando subs- 
tituímos “x > a” por “x > +00” ou “x — — co”. Temos ainda os teoremas 
adicionais enunciados a seguir: 


2.5.3 TEOREMA DE LIMITE 13 | Se'r;for um inteiro positivó qualquer; então 


+ 






dim = = 






ato ad 1 
(1) lim ds 0) 


X— — O 


Prova de (il Para demonstrar a parte (i), precisamos mostrar que a Definição 
2.5.1 é válida para f(x) = 1/x' e L = 0; isto é, precisamos mostrar que para 
todo e > O existe um número N tal que 


os 
se x>N então |—- —0|<e 
X 








E l 
<> se x>N então |x|'>- 
€ 
ou, equivalentemente, como r > 0, 
1 1/r 
se x>N então |x|> (=) 
€ 


Para que isso seja válido, tomamos N = (1/€e)!”. Assim 


1h l 
se n=(2) e x>N então es < € 








Isto prova a parte (1). | | E 
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A demonstração da parte (ii) é análoga e será deixada como um exercício (ve- 
ja o Exercício 66). 


EXEMPLO 1 Ache 





lim 4x —3 
x> + 00 2x + 5 
Solução Para usar o Teorema de Limite 13, vamos dividir o numerador 


e o denominador por x, obtendo 


3 
x =3 e 


pa ão 2X + 5 adia. 





lim 4-— lim 3º lim a] 


e = 00 x> + 00 x> +00 X 


lim 2 + lim 5: lim o 


x> +00 x— + 00 x> +00 X 
4-3:0 
2+45:0 
= 2 


EXEMPLO 2 Ache 


lim 2x] —- x+5 
x— — 00 4 = | 


Solução Para usar o Teorema de Limite 13, dividimos o numerador e o 
denominador pela maior potência de x que ocorre neles; neste caso, xº. 


2 l é 5 
o 2x] = x+5 tm * x? x 
Xx— — 00 4xº — 1 sera l 
a 
À l ; 
bm 2: lim —> lim = + lim 5: dim Ss 
0 x>—0 c x+-0Xº0  w+-c X x>— 0 x>—0 X. 
E | | 7 
im 4- lim = 
x—+— 00 x>-—c X 
2280-0850 
E 4-0 


= 0 
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EXEMPLO 3 Ache 
3x + 4 


lim ———— 
Rega 2x -=.S 


Solução Como a maior potência de x é 2 e ela aparece sob o radical, divi- 
dimos o numerador e o denominador por x”, que é |x|. Temos, então, 





3x + 4 
= lim 


lim —=—— = aa 
x>+0/2x? — 5 x>+0 /2xº — 5 


3x 4 

HH 

= lim E 
x> + 00 

a 


Como x > +c0, x > 0; então |x| = x. Assim temos 


| 3x as 
3x+4 lim 


lim X 
x> +00 «/2x? =. x + 0 aa 


! 1 
lim 3+ lim 4: lim (>) 
x> +00 AX 


= x> + 00 x> + 00 
l 
lim 2-— lim 5-“lim (=) 
x— + c0 x + oq x—+ + 00 
3+4-0 


Cade S00 


e! 


EXEMPLO 4 Ache 
3x + 4 


lim —=-=>— 
x>—c (2x? — 5 
Solução A função é igual a do Exemplo 3. Novamente, começamos por 
dividir o numerador e o denominador por x? ou, equivalentemente, |x|. 


3x 4 


3x +40 im |x| |x| 


lim E ; E : 
Petty Xxº — x—+— co Ra 


X 


2.5 Limites no Infinito 93 


Como x > —c, x < 0; portanto |x| = —x. Temos, então, 
3x aba 
x Hd —X 
lim -———— 


x>— 00 Do 25 — x — qo 


gd 
lim (—-3)— lim 4: lim : 


lim 2- lim 5: lim 


+= 00 x—>— co PO 
-3-4:0 
Vv2—5:0 
3 


Ro) 


O limite “infinito” para valores da função quando a variável independente 
se aproxima do infinito também pode ser considerado por meio das seguintes 
definições formais: 


lim f(x) = +00 hm f(x) = 





Xx— + 00 Xx—> — 00 
lim f(x) = — 00 lim f (x) = 
x> + 00 x — 00 


Por exemplo, lim f(x) = +00 sea função festiver definida em algum inter- 
X— +00 


valo (a, + 0) e se para todo N > 0 existir um M > O tal que sex > M então 
SO) > N. As demais definições serão deixadas como exercícios (veja o Exerci- 
cio 63). 





EXEMPLO 5  - Ache 


2 











im 
Solução Dividimos o numerador e o denominador por x2. 
fi 
im e 
x> + oo X + 1 x + 00 1 1 
Xe x 


Calculando o limite do denominador, temos 
l l l I 
lim |[-+=5|= lim + lim 5] 
x> +00 4X x x> +00 X x+> +00 X 
= 040 
=0 


Logo, o limite do denominador é O, e o denominador tende a O por valores 
positivos. 
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O limite do numerador é 1, e assim, pelo Teorema de Limite 12 (1) (2.4.4), 
segue que 


2 





im = +00 
x>+0X+1 


EXEMPLO 6 Ache 








lim. E 
x> + 00 3x + 5 
= Re Solução 
FIGURA 2 ; à Ei 1 
lim 2 = tim 
x> + oo 3x +5 Gisa ua 5 


x x? 


Os limites do numerador e do denominador serão considerados separadamente. 





3 3 
lim (2-1)- lim Ea lim 1 lim (+ =)- lim — + lim a 
xXx x bo 


x +00 (4X x> +00 X x— +00 x— +00 x> +00 X x—+ +00 
lim f()=b |  =0-1 =0+0 
FIGURA 3 = = = () 


Assim sendo, temos o limite de um quociente no qual o limite do numerador 
é — leo limite do denominador é O, onde o denominador está tendendo a zero 
por valores positivos. Pelo Teorema de Limite 12 (11) segue que 





fire DESDE Jp E E E E yv=b 
lim f)=b E 
ce lim >—— = — 00 
FIGURA 4 s>+0 3X +5 

=>>——— 00 v=b . : ; ; ) a es 

Na secção anterior discutimos assíntotas verticais de um gráfico como uma 

aplicação de limites infinitos. As assintotas horizontais de um gráfico fornecem 
a os uma aplicação de limites no infinito uma assíntota horizontal é uma reta para- 
FIGURA 5 lela ao eixo x, e a seguir temos uma definição formal. 


A reta y = b é denominada uma assintota horizontal do gráfico da função f 
se pelo menos uma das seguintes afirmações for válida: 


2.5.4 DEFINIÇÃO 













( . lim JC) = b.e para um número N, se x > N, então f(x) = b; - 

(ii) lim f(x) = be para um número N, sex < N, então f(x) = b. 
lim fl)=b b ILUSTRAÇÃO 1 Em cada uma das figuras, de 2 a 5, há uma parte do gráfi- 
é co de uma função para a qual a reta y = b é uma assintota horizontal. Nas 
lim fo)=s Figuras 2 e 3, a parte (i) da Definição 2.5.4 se aplica, e nas Figuras 4 e 5 a parte 
to-* (11) é verdadeira. Ambas as parte (1) e (ii) são verificadas para a função cujo 


FIGURA 6 gráfico aparece na Figura 6. «4 





FIGURA 7 
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2.5 Limites no Infinito 


Na Figura 7 há um esboço do gráfico de uma função f para a qual 


| lim f(x) = b, mas não existe um número N tal que se x > N, então fx) x b. 
XxX — ee) 


Consegientemente, a reta y = b não é uma assíntota horizontal do gráfico de 
f. Um exemplo de tal função aparece no Exercício 59 dos Exercícios 7.5 


EXEMPLO 7 Ache as assintotas horizontais e faça um esboço do gráfico da 
função definida por 
X 
fo) = ar 
x + 1 
Solução Primeiro considere lim f(x). 
x> + 
lim f(x)= lim 
x =E00 à dis dé x? + 1 


Dividimos o numerador e o denominador por x? ou, equivalentemente, por 
|x| e obtemos: 





x 
gen X . /xº 
lim ——== = IM === 
x>+00 /xº + | x> + |x? | 
| o 
x x 
x 
= lim Ed 
x> + o | | 
+ Ea 
ne 
Como x > +00, x > 0; logo |x| = x. Assim 
Xe 
: X ) X 
lim; ==> E tt == === 
x> + ou x? + l x> +Ha, | 
apa 
x 
im | 
| 
hm 1+ dim = 
Xx> Eu Xx> + 4 X 
= l 
vl + 0 


Logo, pela Definição 2.5.4 (1), a reta y = 1 é uma assíntota horizontal. 
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FIGURA 8 





FIGURA 9 





Limites e Continuidade 


Considere, agora, lim f(x). Novamente, dividimos o numerador e o deno- 
X— — qo 
minador por x?, que é |x|; como x» — oo, x < Oeassim |x| = —x. Temos 
x 


lim f6)= lim à 
X—+ — CO X—+ — co 1 Ee. 
| Es 


lim (—1) 


X—+ — 00 


: l 
lim 1 + lim E) 
x 





E 
1+0 
= —1 
Assim, de acordo com a Definição 2.5.4 (ii), a reta y = — 1 é uma assintota 


horizontal. Um esboço do gráfico está na Figura 8. 


EXEMPLO 8 Ache as assíntotas vertical e horizontal e faça um esboço do grá- 
fico da equação 


xy? —-2yº — 4x =0 
Solução Resolvendo em y a equação dada, obtemos 


X 


x—2 





y= +2 


Essa equação define duas funções: 


» = f(), onde f, é definida por A) = +2 f E s 





x 
x—2 





y = f(x), onde f, é definida por f(x) = —2 


O gráfico da equação dada é composto pelos gráficos de duas funções, f, e f. 

Os domínios das duas funções consistem naqueles valores de x para os quais 

x/(x — 2) 2 0. Usando o resultado do Exemplo 8 da Secção 1.5 e excluindo 

x = 2, vemos que o domínio de fi ef é (-c0,0] U (2, +00). 
Consideremos agora f,. Como 





E . X 
um fix) = dd 2 ds O 
= +00 





FIGURA 10 


FIGURA 11 





Exercícios 2.5 


hm f(x) = 


x— + 00 


fico de f. 


gura 9. 


de f. 


lim fo(x) = 


x> + 00 


- gráfico de f. 


tá na Figura ll. 


Do mesmo modo, 


lim f(x) = lim 
MD 


x—2*+ 


= — 00 


| 
= 


=) 
Assim, pela Definição 2.5.4 (i), a reta y = 


Também lim. AQ) = 


97 


pela Definição 2.4.8 (i), a reta x = 2 é uma assintota vertical do gráfico de f, 





Assim, pela Definição 2.5.4 (i), a reta y = 2 é uma assintota horizontal do grá- 


lim ACO) = 2. Um esboço do gráfico de f, está na Fi- 


[2 aê] 


Logo, para Definição 2.4.8 (ii), a reta x = 2 é uma assíntota vertical do gráfico 








— 2 é uma assiíntota horizontal do 


— 2. Um esboço do gráfico de f, está na Figura 10. 


O gráfico EM equação dada é a união dos gráficos de f, e f, e um esboço és- 











EXERCÍCIOS 2.5 


Nos Exercícios de 1 a 10, faça o seguinte: Use uma calculadora 
para tabular os valores de f(x) para valores fixados de x. (a) Do 
que f(x) parece estar se aproximando, enquanto x cresce indefi- 
nidamente? (b) Do que f(x) parece estar se aproximando enquanto 
x decresce indefinidamente? (c) Ache — UM J(w) (d) Ache 


im, IO). 
4 
À. f(x) + x € 1,2,4,6,8,10,100,1.000 e x é —1, —2, 
—4, —6, —8, — 10, — 100, — 1.000. 
2: fd=e X é 1,2,4,6,8, 10, 100,1.000 e x é —1, —2 
x 
—4, —6, —8, — 10, — 100, — 1.000. 
1 
3. f(x) Rs x é 1,2,4,6,8,10,100, 1.000 e xé —1, —2, 
—4, —6, —8, — 10, — 100, — 1.000. 
2 
4. f(x) = E x é 1,2,4,6,8, 10, 100,1.000 e xé —1, —2, 


—4, —6, —8, — 10, — 100, — 1.000. 


10. f(x) = 





5. fl) = ST x é 0,1,2,4,6,8, 10, 100, 1.000 e x é 
-1,-2,-4, —6, —8, — 10, — 100, — 1.000. 
3 
6. fo)=——: x € 2,4,6,8, 10, 100,1.000 e xé —2, —4, 
x) +2 


—6, —8, — 10, — 100, — 1000. 





7. fo=2 x é 2, 6, 10, 100, 1.000, 10.000, 100.000 e 
xé —2, —6, — 10, — 100, — 1.000, — 10.000, — 100.000. 
8 f)=% DT x é 2, 6, 10, 100, 1.000, 10.000, 100.000 e 
x é E “6, —10, — 100, — 1.000, — 10.000, — 100.000. 

9. fl) = 1x 62,6, 10, 100, 1.000, 10.000, 100.000 e x é 


—2, —6, — 10, — 100, — 1000, — 10.000, — 100.000. 





po 
Ei ; x é 2,6, 10, 100, 1.000, 10.000, 100.000 e x é 
— 2, o a — 100, — 1000, — 10.000, — 100.000. 
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Nos Exercícios de Il a 30, ache o limite. 




















2t+1 6x — 4 
11. hi E 12. li 
2x +7 1 + 5x 
13. hi 14. hi 
1x? — 2x + 1 482 +3 
15. hi ma 16. lim ——— 
Ng AR Pisgis id PR 
x + 4 x +55 
17. hi 18. li 
Regra 3x? = 5 ea x 
2v? — 3 Est) 5 
19. lim 22 20. lim E TO 
4x) + 2x] — 5 3x* — 7x* + 2 
21. li DS 22. lim -——— —— 
Psi 8x* + x+2 na 2x* + 1 
2y) — 4 5x* — 12x +7 
23. li 24. hi ———— 
j l tl 
25. lim [3x + E) 26. lim as 4t 
x—> — «o X tm +00 NÉ 
2 4 2 
Jin 220 28. tim NX +2 
x +coo x+4 ) XxX— 00 x + 4. 
Vw —-2w+3 y'+1 
29. hi cone ram 30. lm — — 


Nos Exercícios de 31 a 36, ache o limite (Sugestão: primeiro ob- 
tenha uma fração com um numerador racional). 


31. lim (Vx?+1 — x) 32. lim (Vx? + x— x) 


x— + 0 x + 00 


3. lim (3247-234 tim (QRSFI a) 
ER x> + EO O pra 

35. lim (x! + x— x) 41) 36. lim vt vi e 
X—* — 00 PRP f+1 


Nos Exercícios de 37 a 48, encontre as assíntotas horizontal e 


vertical e trace um esboço do gráfico da função. 


37. fi) = = s | 38. fl) = = os 








| 
39. go) = 1 Es 40. h(x)= 1 += 


— 3x 


41. f(x) = dx FI 
X 


42. F(x) = 


2 
x? — 4 


2 2 





4x x 
43. G(x) — EI 44. g(x) = Fe a 
2x —1 
45. h(x) = FE REST x DIO 46. f(x) = SCE E A 
4x? 
47. fO) = 48. h(x) = 


x* — 2 


Nos Exercícios de 49 a 56, encontre as assintotas horizontal e 
vertical e faça um esboço do gráfico da equação. 


49. 3xy — 2x — 4y —- 3=0 50. 2xy + 4x — 3y + 6=0 
51. xy? —- x? +4y2=0 52. xy? +3y) — 9x =0 
53. (y? — 1x — 3)= 54. 2xy? +4yº —-3x=0 
55. xy—- 2x2 —- y— 2=0 

56. xy+4xy —- x] +x+4y-6=0 


x? — 9 


Nos Exercícios de 57 a 60, prove que lim f() = 1, aplicando 
Xx> + 


a Definição 2.5.1; isto é, dado e > 0, mostre que existe um nú- 
mero N > Otal que sex > N, então |f(x) — 1|<e. 














57. f(x) = —— 58. Jo) => 73 

59. ft) =5 — 60. fly) = ds 

61. Prove que im Cr = 4, mostrando que para todo 
e > 0 existe um número N < 0, tal que sex < N então 
8 3 
a 








62. Prove a parte (i) do Teorema de Limite 12 (2.4.4) se ''x > a” 
for substituído por “x > + 00”. 
63. Dê uma definição para cada um dos poda 


(a). na fo) = —o; (b) us f(x) = 
(c) “im SO) = 


xXx — 00 


64. Prove que Jim (e — 4) = + co, mostrando que para to- 


do N > 0 existe um M > 0 tal que sex > M tal que se 
x> Mentãox? —- 4< N. 
65. Prove que dim (6 - x — x?) = —oo aplicando a defi- 


nição do Exercício 63(a). | 
66. Prove a parte (11) do Teorema de Limite 13 (2.5.3). 


2.6 CONTINUIDADE DE UMA Na Ilustração 1 da Secção 23 discutimos a função C definida por 


FUNÇÃO EM UM NÚMERO 
C(x) | 


onde $ 


xXx — 10 


x se0 <x <s 
0,9x se 10 < x 


<10 
(1) 


C(x) é o custo total de x quilos de um produto. Mostramos que 
lim (x) não existe pois lim C(x) = 


lim, C(x). Um esboço do gráfico 


x> 10 x — 107 


de € está na Figura 1. Observe que há uma quebra no gráfico de Cem x = 10. 





FIGURA 1 






Õ 


FIGURA 2 


/ 
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FIGURA 3 
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Afirmamos que € é descontínua em 10. Essa descontinuidade é causada pelo 


fato de lim (x) não existir. Iremos nos referir a essa função novamente na 
x — 10 


Ilustração 1. 
Na secção 2.1, consideramos a função f definida por 


(2 + S)pe — 1) 
E x—1 


TÃO) (2) 
Observamos que festá definida para todos os valores de x, exceto 1. Um esbo- 
ço do gráfico que consiste em todos os pontos da reta y = 2x + 3, exceto (1,5), 
está na Figura 2. Há uma quebra no gráfico, no ponto (1, 5) e afirmamos que 
essa função f é descontinua no número 1. A descontinuidade ocorre porque f(1) 
não existe. 

Se f for a função definida por (2) quando x * 1 e se definirmos f(1) = 2, 
por exemplo, a função estará definida para todos os valores de x, mas ainda 
existirá uma quebra no gráfico (veja a Figura 3), sendo a função descontínua - 
em 1. Se, contudo, definirmos f(1) = 5, não haverá quebra no gráfico e a fun- 
ção será contínua para todos os valores de x. Temos a definição a seguir. 


Dizemos que a função f é continua no número a se e somente se as seguintes 
condições forem satisfeitas: 


(1) f(a) existe; 
(11) lim f(x) existe; 
Gi) lim SO) = fa). 


Se uma ou mais de uma dessas condições não forem verificadas em a, a função 


f será descontínua em a. 


Db ILUSTRAÇÃO 1 A função C, definida por (1), tem seu gráfico mostrado na 
Figura 1 como existe uma quebra no gráfico, no ponto onde x = 10, vamos 
investigar as condições da Definição 2.6.1 em 10. 

Como C(10) = 10, a condição (i) está satisfeita. 

Como lim C(x) não existe, a condição (ii) não está verificada em 10. Con- 


cluímos que €C é descontínua em 10. 

Observe que devido à descontinuidade de C, seria vantajoso aumentar o ta- 
manho de alguns pedidos para tirar vantagem de um custo total menor. Seria 
insensato comprar 95 kg por $ 9,50 quando 105 kg podem ser comprados por 
8 9,45. 4 


Na Ilustração 2 aparece outra situação na qual a fórmula para calcular o cus- 
to de mais do que 10 kg de um produto é diferente da fórmula para o cálculo 
do custo de 10 kg ou menos. Mas aqui a função custo é contínua em 10. 


D ILUSTRAÇÃO 2 Um atacadista que vende um produto por quilo (ou fração 
de quilo), cobra $ 1 por quilo se o pedido for de até 10 kg. Mas se o pedido 
ultrapassar esse peso, ele cobrará $ 10 mais $ 0,7 por quilo excedente. Assim, 


100 





FIGURA 4 


FIGURA :5 
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se x quilos do produto forem pedidos e C(x) for o custo total, então C(x) = x, 
se0<x< 10eC(x) = 10 + 0,7 (x — 10), se 10 < x. Logo, 


co) = x se0 <x <10 
pares 10,7x + 3 se l0< x 


Um esboço do gráfico de C está na Figura 4. Para essa função C(10) = 10 e 


lim C(x)= lim x lim C(x)= lim (0,/x + 3) 
x>10* 


x> 107 x>107 x>10* 
= 10 = 10 
Logo, lim (x) existe e é igual a C(10). Assim, € é contínua em 10. 4 


x — 10 


Vamos considerar agora algumas ilustrações de funções descontinuas. Para 
cada ilustração, há um esboço do gráfico da função. Vamos determinar os pontos 


onde há uma quebra no gráfico e mostraremos qual das condições na definição 


de continuidade não é satisfeita em cada caso de descontinuidade. 


b ILUSTRAÇÃO 3 Seja f definida por 


2x + 3 sexxl 
ro9= [5 sex=1 


Um esboço do gráfico dessa função está na Figura 3. Observe que há uma que- 
bra no gráfico, no ponto onde x = 1. Assim, vamos verificar aí as condições 
da Definição 2.6.1. 


Fa) = 2º logo, a condição (i) é satisfeita. 


lim f(x) = 5: logo, a condição (ii) está satisfeita. 


x51 


lim f() = 5; mas f(1) = 2; logo, a condição (iii) não está satisfeita. 


xo 


Assim, f é descontínua em 1. « 


Note que se na Ilustração 3 f(1) for definida como sendo 5, então lim f(x) = 


x>l 


= f(1) e f seria contínua em 1. 
D ILUSTRAÇÃO 4 Seja f definida por 


l 
FO) = Es) 
Um esboço do gráfico f é dado na Figura 5. Há uma quebra no gráfico, no 
ponto onde x = 2, e assim sendo vamos examinar ai as condições da Definição | 
2.6.1 | 
Como f(2) não está definida, a condição (1) não é satisfeita. Logo, f é des- 
continua em 2. “q 


D ILUSTRAÇÃO 5 Seja g definida por 


se x *2 





go) =4(*—2 


3 sex =2 





FIGURA 6 





FIGURA 7 





FIGURA 8 
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Um esboço do gráfico de g está na Figura 6. As três condições da Definição 
2.6.1 serão testadas em 2. 
Uma vez que g(2) = 3, a condição (i) é satisfeita. 





1 | 
lim g(x) = lim ES lim g(x) = lim 


x>2- x>20 X x>2+ x>2+ X — 
Como lim g(x) não existe, a condição (ii) não é satisfeita. Logo, g é des- 
Xx>2 . 
continua em 2. «4 


D ILUSTRAÇÃO 6 Seja A definida por 
3+x sex< 1 
hbo) = 
(e) Pia sel <x 


Um esboço do gráfico de A está na Figura 7. Como há uma quebra no gráfico, 
no ponto onde x = 1, investigaremos as condições da Definição 2.6.1 em 1. 
Como A(l) = 4, a condição (i) é verificada. 


lim h(x) = bm (3 + x) lm h(x)= lim (3 — x) 
x—1+ + + 


- mas é do Co 
— 4 = 
Como lim A(x) * lim hA(x), então lim A(x) não existe, assim sendo, a condi- 
x->1 x5 1 Xx>1 
ção (li) não é verificada em 1. Logo, A é descontínua em 1. «4 


D ILUSTRAÇÃO 7 Seja F definida por 
| ==], ses 
F(x) = | 
fo) E se x = 3 


um esboço do gráfico de F aparece na Figura 8. Vamos verificar as três condi- 
ções da Definição 2.6.1 no ponto x = 3. 
Uma vez que F(3) = 2, a condição (i) é satisfeita. 


lim F(x)= lim (3 — x) lim F(x) = lim A — 3) 


x+3 x>37 x>3 E=+3* 
= = () 
Logo, lim F(x) = 0 e assim a condição (ii) é verificada. O lim F(x) = 
x 3 x>3 
porém, F(3) = 2, assim sendo, a condição (iii) não é verificada. Portanto, F 
é descontínua em 3. «4 


Deve estar claro que a noção geométrica de quebra em certo ponto no gráfi- 
co tem o mesmo significado do conceito de descontinuidade de uma função num 
certo valor da variável independente. 

Seguindo a Ilustração 3 foi mencionado que se f(1) tivesse sido definida co- 
mo sendo 5, então f seria contínua em 1. Isso ilustra o conceito de descontinui- 
dade removível. Em geral, suponha que f seja uma função descontínua em um 
número a, mas para a qual lim f(Q) existe. Assim, f(a) x lim J(x) ou então f(a) 


não existe. Tal descontinuidade é chamada de descontinuidade removível, pois 
se f for redefinida em a de tal forma que f(a) seja igual ao lim (x), a nova 
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função tornar-se-á contínua em a. Se a descontinuidade não for removível, ela 
será chamada de descontinuidade essencial. 





EXEMPLO 1 Em cada uma das Ilustrações de 3 até 7, determine se a descon- 
tinuidade é removível ou essencial. 


Solução Na Ilustração 3 a função é descontínua em 1, mas lim f(x) = 5. 


x>1 


Redefinindo f(1) = 5, então lim f(x) = f(1): logo descontinuidade é removível. 


x>1 
Na Ilustração 4 a função f é descontínua em 2; lim f(x) não existe; logo, a 
descontinuidade é essencial. gicde 
Na Ilustração 5, lim g(x) não existe; assim, a descontinuidade é essencial. 


X — 
Na Ilustração 6 a função h é descontínua pois lim A(x) não existe; assim, de 
novo, a descontinuidade é essencial. dd 
Na Ilustração 7, lim F(x) = 0, mas F(3) = 2; assim F é descontínua em 3. 


X — 3 
Se, contudo, F(3) for redefinida como sendo 0, então a função ficará continua 
em 3; assim, a descontinuidade será removível. 


EXEMPLO 2 A função definida por 





fo) = 


é descontínua em 4. Mostre que a descontinuidade é removível e redefina f(4) 
de tal modo que a descontinuidade seja removida. 


Solução A função f é descontínua em 4, pois f(4) não existe. Se lim f(x) 
x>4 

existir, a descontinuidade poderá ser removida, redefinindo f(4) = lim f(x). 
xXx -»4 


Vamos calcular o limite. 


lim f(x) = lim —— Vx — 


x-— 4 x—4 x = 


tim VX — = +2) 
a (x AX +D) 
24 (x — id +2) 





= lim 


im 


l 


4 
Logo, expressando f(4) = 4, teremos a nova função definida por 
Vx —2 
-——— sexx4 
fo)=4 *—4 


1 == 
4 se x = 4 


e essa função é contínua em 4. 
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Obtemos o teorema a seguir sobre funções que são contínuas em um núme- 
ro, aplicando a Definição 2.6.1 e os teoremas de limite. 


2.6.2 TEOREMA | Se feg forem funções contínuas em um número a, então - 
(1) f + q será continua em a; 


“(DJ — 9 será continua em a; - 
(iii) f - g será contínua em a; 
-(iv) f/g será contínua em a, desde que g(a) = 0. | 





Para ilustrar o tipo de prova que cada uma das partes desse teorema exige, 
vamos demonstrar a parte (1). 
Como f e q são contínuas em a, da Definição 2.6.1 segue que 


tim fO)=f(a) e limg(x) = g(a) 
Logo, desses limites e do Teorema de Limite 4, 


lim [f09) + g0x)] = (a) + g(a) 


a qual é a condição para que f + q seja contínua em a. Assim, demonstramos 
a parte (1). 

As provas das partes (11), (ill) e (iv) são similares. 

Considere a função polinomial f definida por 

fo)= box" + bx! +bx 2 +... + box +, bo £ 0 


onde n é um inteiro não negativo e bp, D,, ..., b, São números reais. Através 
de sucessivas aplicações dos teoremas de limite, podemos mostrar que se a for 
um número qualquer, 


limfO)=boa"+b,a" ! + ba? +... +boa+»b, 
= lim f(x) = f(a) 


estabelecendo assim o teorema a seguir. 


2.6.3 TEOREMA 





Uma função polinomial é contínua em qualquer número. 


D ILUSTRAÇÃO 8 Sef(Q) =x) —- 2x2 + 5x + 1, então f será uma função po- 
linomial e, portanto, pelo Teorema 2.6.3, continua em qualquer número. Em 
particular, como f é contínua em 3, então lim f() = f(3). Assim, 


Xx-3 


lim (x —-2x2+5x+D)=3"-202+50)+41 
iii RR O 
= 25 «4 


2.6.4 TEOREMA | Uma função racional é contínua em todos os números do seu domínio. 





Prova Se f for uma função racional, ela poderá ser expressa como o quociente 
de duas funções polinomiais. Assim, f pode ser definida por 


go) 
fl) = AQ) 
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onde g e h são duas funções polinomiais e o domínio de f consiste em todos 
os números, exceto aqueles para os quais h(x) = O. 

Se a for qualquer número no domínio de f, então A(a) = O; assim, pelo Teo- 
rema de Limite 9, 


lim g(x) 
no flo) = lim AGO) (3) 


x—a 


Como g e h são funções polinomiais, pelo Teorema 2.6.3 elas são continuas 
em a; assim, lim g(x) = g(a)eo lim h(x) = A(a). Consegientemente, de (3), 





| g(a) 
lim f(x) =—— 
2 a) 
Assim, f é contínua em qualquer número de seu domínio. a 
EXEMPLO 3 Determine os números nos quais a função a seguir é contínua: 
3 
x +1 
XI = 
KH ) x? a 9 
Solução O domínio de f é o conjunto R dos números reais, exceto aqueles 


para os quais x? — 9 = 0. Como x? — 9 = 0 quando x = + 3, segue que 
o domínio de f é o conjunto de todos os números reais, exceto 3 e —3. 

Como f é uma função racional, segue do Teorema 2.6.4 que f será contínua 
em todos os números reais, exceto 3 e —3. 


EXEMPLO 4 Determine os números nos quais a função a seguir é contínua. 


2x — 3 sex <l 
Poa e sel<x 


Solução As funções tendo valores 2x — 3 e x? são funções polinomiais e, 
portanto, contínuas em qualquer número. Assim, o único número no qual a 
continuidade é questionável é 1. Vamos testar as três condições de continuida- 
de em 1. 


(1) f(1) = —1. Assim, a condição (i) é verificada. 
(1) lim f(x)= lim (2x — 3) lim f(x) = lim x? 
É dado Qu » ando (a E dado Bi à dd 

=-—1 | 


Como lim f(x) * lim f(x), o limite bilateral lim f(x) não existe. Logo, f 


x-51 x51* Xx>51 


é descontínua em 1. Mas f é contínua em todo número real, exceto 1. 


Na Secção Suplementar 2.9 provaremos o teorema a seguir sobre a continui- 
dade da função definida por f(0) = 2/x. 
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2.6.5 TEOREMA | Se n for um inteiro positivo e 
SO) = NVx' o 


então 






aÊ 
E: 






“ (i)sen for ímpar, f será contínua em qualquer número; 
(1) se n for par, f será contínua em todo número positivo. 





D ILUSTRAÇÃO 9 (a) Se f(x) = 2/x, segue do Teorema 2.6.5 (1) que f será con- 

tínua em todo número real. Um esboço do gráfico de f está na Figura 9. 
(b) se g(x) = x, então do Teorema 2.6.5 (ii) segue que g será contínua em 

todo número positivo. Na Figura 10 há um esboço do gráfico de g. « 


Na Secção 2.7 aplicamos a definição de continuidade de uma função usando 
eeó. Para obter essa definição alternativa partimos da Definição 2.6.1 a qual 
estabelece que a função fé contínua em um número a. Se f(a) existir, se lim f(x) 
FIGURA 9 existir e se ad 
lim f(x) = f(a) (4) 


x—a 





Aplicando a Definição 2.1.1 onde L é f(a), segue que (4) será verdadeira se pa- 
ra todo e > O existir um ô > O tal que 


se O<|x—a)<ô então |f(x) — f(a)| < e | (5) 

| E Se f for continua em a, f(a) deverá existir; assim, na afirmativa (5) a condição 

O a 10 |x — a| > 0 não é necessária, pois quando x = a, | f(x) — f(a)]| será 0.e, por- 
FIGURA 10 tanto, menor do que e. Temos, então, o teorema a seguir, que irá servir como 


a definição alternativa de continuidade que desejamos. 






2.6.6 TEOREMA | A função f será contínua no número a se f estiver definida em algum intervalo | 
aberto contendo a e se para todo e > Oexitir um ô > Otalquese |x — a| < 6 


então SO) — Ha)| < eo 












EXERCÍCIOS 2.6 


Nos Exercícios de 1 a 22, faça um esboço do gráfico da função; Ss. no) = 5 6 l 
então, observando onde há quebras no gráfico, determine os va.» * jts x—4 + HH) = x+2 
lores da variável independente nos quais a função é descontínua 








e mostre por que a Definição 2.6.1 não é satisfeita em cada des- | 4 | 1 -9 
continuidade. Tiui=dçes a Eggs lcar 
a Do dica Di diaça aa 2 sex =4 0 sex= -—2 
fis = | 
x + 3 — 4 x4 — 16 
x +x—6 .. Fo) = 
——— —— sexxt —3 
3. g(x) = x+3 | : 
| sex=—3 jm=2=2 0 4) 
xº— 3x — 4 a 
4 G)=, x-4 É ii ads 
2 sex=4 A e 16 
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— 5x +4 


PSA TT (x — DG? — x — 12) 


dx se O < x 
| sex<l 

sex =1 
x sel <x 


(x 

— 1 sex<0 
13. f(x) = a O sex =0 
14. f(x) = | 


x — 
Las 
tt —4 set<?2 

15. ao=(s set =2 
4—t? se)<t 
l+x sex< —2 
a o = (2 se —2<x<S2 
2x— | se2<x 


gd) e /—x sex <0 
Six+ 1 se0<x 


t+ 2] setá —2 
18. f(t) = | 
+) | set = —2 
X 
19. 16) = EL 
E as 
20. g(x) =< x 


| se x =0 
21. A função maior inteiro. 
22. A função sinal (veja o Exemplo 1 na Secção 2.3). 


Nos Exercícios de 23 a 32, prove que a função é descontínua no 
número a. Então determine se a descontinuidade é removível ou 
essencial. Se a descontinuidade for removível, redefina f(a) de 
tal modo que seja removida. 

4 2 


9x* — 
23. f(x) = x 092'1=3 
| 


e as E os | 
oa res de amos 


0) ses=-—sS 





O =1t* SEIS q 
) = Que 2 
Eae (8) o pio 
x = =12 
ma e = —3 
Ass od 2 + 2x — qe 
qe 3| sex *3 
2 | = 3 
CORA 2 a 
X-4x+3 4 a 
28. fo)=" x03 DE = 
5 sex =3 


t se2 <t 


24 se14)2 
2». s0= (57 Rea ha=2 


iria ao: E 


30. f(9) = =0 


És 


31. f(x) = Poxa to, a=0 


IJjx+1-—1 


32. f(x) o quê = 0 


Nos Exercicios de 33 a 42, determine os números nos quais a fun- 
ção dada é contínua. 











33. fo) = xx +32 34. f(x) = (x — 5x? + 4) 
SS pbj= — donde o 

37. Fo) = a 38. = 

o om PILL RACE cao (887 ie 
at fi) = aa RR 42 fo)= Ao sx<a 


— sell <x x —4 S€4<x 
X 


43. A função € do Exercício 35, nos Exercícios 2.3, está defini- 
da por 
0,80x se0<x <50 
C(x) = fotos se 50 < x < 200 
0,65x se 200 < x 


(a) Faça um esboço do gráfico de €. (b) Em quais números 
C é descontínua? (c) Mostre por que a Definição 2.6.1 não 
é satisfeita em cada descontinuidade da parte (b). 

44. Suponha que a taxa postal de uma carta seja calculada da 
seguinte forma; $ 0,22 por qualquer peso até os 30 primeiros 
gramas e então $ 0,17 a cada 30 gramas, ou fração adicio- 
nal, até 330 gramas adicionais. Se x gramas for o peso da 
carta e O < x « 360, expresse a taxa postal como função 
de x. (a) faça um esboço do gráfico dessa função. (b) Em 
quais números do intervalo aberto (0, 360) a função é des- 
contínua? (c) Mostre por que a Definição 2.6.1 não é satis- 
feita em cada descontinuidade da parte (b). 

45. Seja f a função definida por 


|x — [x] se [x] for par 
SO) = 
|x — [x + 11] se [x] for impar 
Faça um esboço do gráfico de f. Em quais números f é des- 


continua? 
46. A função f definida por 


V2+3%/x-2 
Pd ae 


é descontínua em 8. Mostre que a descontinuidade é removí- 
vel e redefina /(8) de modo a removê-la. 


47. A função g definida por 


Yx+a'—a 


g(x) = 
X 


é descontínua no O. Mostre que a descontinuidade é removí- 
vel e redefina g(0), de modo a removê-la. 


48. A função f é definida por 


2 
f(x) = lim = 


n>0 Nº — RX 
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49. Se 


p=( 


Prove que fe g são ambas descontínuas em 0, mas o produ- 
to f- g é continuo em 0. 

50. Dê um exemplo para mostrar que o produto de duas fun- 
ções fe g pode ser contínuo em um número a, onde f é con- 
tínua mas g é descontínua. | 

51. Dê um exemplo de duas funções que sejam ambas descontí- 
nuas em um número a, mas cuja soma seja contínua em a. 


—x sex<0 : ii= | sex<u 
1 se0O<x o e ne E 


Faça um esboço do gráfico de f. Em que valores de x fé 52. Prove que se f for contínua em a e g for descontínua em a, 


descontínua? 


então f + g será descontínua em a. 








2.7 CONTINUIDADE DE UMA 
FUNÇÃO COMPOSTA 

E CONTINUIDADE 

EM UM INTERVALO 


—2 
FIGURA 1 - 





2.7.1 TEOREMA 


Na Secção 1.4 uma função composta foi definida da seguinte forma: 

Dadas as duas funções f e g, a função composta, denotada por fog, é defi- 
nida por 

(o gb) = fgt)) 
e o domínio de fog é o conjunto de todos os números no domínio de g, tal 
que g(x) esteja no domínio de jf. 


D ILUSTRAÇÃO 1 Se f(x) = Vxeg() = 4 — x?ese A for a função compos- 


ta fog, então 


ho) = f(g(o) 
= f(4—) 
A re 


Como o domínio de g é o conjunto de todos os números reais eo domínio de 
fé o conjunto de todos os números não negativos, o domínio de A será o con- 
junto de todos os números reais, tais que 4 — x? > 0, isto é, todos os núme- 
ros no intervalo fechado [— 2, 2]. Um esboço do gráfico de A está na Figura 1. 
« 
Da Figura 1 podemos ver que A parece ser contínua em todo número do in- 
tervalo aberto (— 2, 2). Mostraremos mais adiante, no Exemplo 1, como esse 
fato pode ser provado pelos teoremas sobre continuidade. Mas primeiro neces- 
sitamos de um importante teorema a respeito do limite de uma função compos- 
ta. A demonstração desse teorema faz uso do Teorema 2.6.6, que é a definição 
de continuidade envolvendo e e 6. 


Se lim g(x) = be sea função f for contínua em »b, 


Xx—>a 


tim (fogo) = f(b) 


ou, equivalentemente, 


lim Hg) = Alim g(%)) 





Prova Como fé contínua em b, temos do Teorema 2.6.6 a seguinte afirmati- 
va: para todo e, > O existe um ô, > O tal que 


se |y—b|<ô, então |f(y) — f(b)| < e; (1) 
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Como lim g(x) = b, para todo ô, > 0, existe um ô, > O tal que 


se O<|x—al<ô, então |g(x) — b| < à; (2) 


Se 0 < |x — a| < 6,, substituímos y na afirmativa (1) por g(x) e obtemos o 
seguinte: para todo e, > O existe um ó, > O tal que 


se lg(x) —b|<ô, então |f(g(x)) — f(b)| < e; (3) 


Das afirmativas (2) e (3) concluímos que para todo e, > O existe um 6, > 0 
tal que 


se O<l|x-—al<ô, então |f(g(x)) — f(b)| < e 
de onde segue que 


him f(g(x)) = f(b) 
<> lim f(g(x)) = f(lim g(x)) a 
O Teorema 2.7.1 será aplicado na Secção Suplementar 2.9 para provar os 


Teoremas de Limite 9 e 10. Outra aplicação do Teorema 2.7.1 está na demons- 
tração do teorema a seguir, sobre continuidade de uma função composta. 


Se a função g for contínua em a e a função f for continua em g(a), então a 
função composta fog será continua em a. 


Prova (Como g é contínua em a 


lim g(x) = g(a) (4) 


xa 


Agora, como f é contínua em g(a), podemos então aplicar o Teorema 2.7.1 à 
função composta fog, obtendo 


lim (f o gx) = o Fglx)) 


= f(lim g(x)) 
= f(g(a)) (pela igualdade (4)) 
= (fo ga) 
o que prova que fog é continua em a. 


O Teorema 2.7.2 estabelece que uma função contínua de uma função conti- 
nua é contínua. O exemplo a seguir mostra como usá-lo para determinar os nú- 


- meros nos quais uma determinada função é contínua. 


EXEMPLO 1 Determine os valores em que a função a seguir é contínua: 
h(x) = 4 — x? 
Solução A função A é aquela obtida na Ilustração 1 como a função com- 


posta fog, onde f(x) = x e g(x) = 4 — x?, Como q é uma função polino- 
mial, ela será contínua em toda parte. Além disso, f é contínua em todo número 
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positivo pelo Teorema 2.6.5 (ii). Logo, pelo Teorema 2.7.2, h é contínua em 
todo número x para o qual g(x) > 0, isto é, quando 4 — x? > 0. Logo, A é 
continua em todos os números do intervalo aberto (— 2, 2). 





Como a função h do Exemplo 1 é contínua em todos os números do intervalo 
aberto (— 2, 2), dizemos que h é contínua no intervalo aberto (— 2, 2). 





. h. cá pas o . FR E a, E ; . E - sp E E 
Dizemos que uma função é contínua em um intervalo aberto se e somente se 
 ela-for contínua em todos os números do intervalo aberto. 


2.7.3 DEFINIÇÃO 





Vamos voltar novamente à função h do Exemplo 1. Como A não está defini- 
da em nenhum intervalo aberto contendo ou — 2 ou 2, não podemos considerar 
lim A(x) ou lim A(x). Portanto, nossa definição (2.6.1) de continuidade em um 


xs —2 Xx>2 

número não permite que A seja contínua em — 2 e 2. Assim sendo, para discutir 
a questão da continuidade de h no intervalo fechado [ — 2, 2], precisamos esten- 
der o conceito de continuidade para incluir a continuidade nos extremos de um 
intervalo fechado. Faremos isso definindo primeiro continuidade à direita e con- 
tinuidade à esquerda. | 





2.7.4 DEFINIÇÃO | A função f será contínua à direita em um número a se e somente se forem satis- 


feitas as três condições a seguir: 
(1) fla) existe; 


(11) lim S(x) existe; 








(ii) lim S09) = Ho. 





2.7.5 DEFINIÇÃO | A função f será contínua à esquerda em um número a se e somente se forem 
satisfeitas as três condições a seguir: 


(1) (a) existe; 


(1) lim f(x) existe; 


Xx—>a 


Gi) lim f(9) = fa). 


Xo> a 








2.7.6 DEFINIÇÃO | Uma função cujo domínio inclui o intervalo fechado la, b] será contínua em 
la, b] se e somente se ela for contínua no intervalo aberto (a, b), contínua à 


direita em a e contínua à esquerda em db. 









EXEMPLO 2 Prove que a função h do Exemplo 1 é contínua no intervalo fe- 
chado [—-2, 2). 


Solução A função À é definida por 


h(x) = 4 — x? 
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e no Exemplo 1 mostramos que A é contínua no intervalo aberto (— 2, 2). Apli- 
cando o Teorema 2.7.1 calculamos lim hA(x) e lim hA(x). 
X — 2 


+ 


X — 2 
lim h(x)= lim /4- x? lim h(x)= lim 4 — x? 
à ig dE Má É da x>+ 27 2 
=h—2) - = h(2) 


Assim, A é contínua à direita, em — 2 e contínua à esquerda, em 2. Logo, pela 
Definição 2.7.6, h é contínua no intervalo fechado [—-2, 2]. 
Um esboço do gráfico de Ah está na Figura 1. 


Observe a diferença na terminologia que usamos nos Exemplos 1 e 2. No 
Exemplo 1 estabelecemos que A é contínua em todo número no intervalo aberto 
(— 2, 2), enquanto que no Exemplo 2 concluímos que h é continua no interva- 
lo fechado [—-2, 2]. 





(i) Uma função cujo domínio inclui o intervalo semi-aberto [a, b) será conti- 
nua em [a, b) se e somente se ela for contínua no intervalo aberto 
(a, b) e continua à direita em a. 


2.7.7 DEFINIÇÃO 







(11) Uma função cujo domínio inclui o intervalo semi-aberto (a, b] será contí- 
nua em (a, b] se e somente se ela for contínua no intervalo aberto (a, b) 
e contínua à esquerda em db. 


Definições similares àquelas apresentadas na Definição 2.7.7 podem ser da- 
das para a continuidade nos intervalos [a, +c0) e (— co, 6). 


EXEMPLO 3 Determine o maior intervalo (ou união de intervalos) em que 
a função a seguir é contínua: 


gi D Se ES 


x—3 


f(x) = 


Solução Primeiro determinamos o domínio de f. A função é definida em 
qualquer parte, exceto quando x = 3 0u 25 — x? < 0 (isto é, quando x > 5 
ou x < —S5). Portanto, o domínio de fé [-5,3) U (3, 5]. Como 





lim f(x)=0 e lim f()=0 
Re se = f(5) 


FIGURA 2 = f(—5) 
f é contínua à direita, em — 5 e à esquerda, em 5. Além disso, f é continua nos 
intervalos abertos (— 5, 3) e (3, 5). Logo, f é contínua em [—-5, 3) U (3, 5]. 


EXEMPLO 4 Um fabricante de caixas de papelão deseja fazer caixas abertas 
de pedaços quadrados de papelão com 12 cm de lado. Para isso, ele pretende 
retirar quadrados iguais dos quatro cantos, dobrando a seguir os lados. (a) Se 
x cm for o comprimento dos quadrados a serem cortados, expresse o volume 
k— q2 - 2mem— da caixa em centímetros cúbicos como função de x. (b) Qual é o domínio da 
FIGURA 3 | função? (c) Prove que a função é contínua em seu domínio. 
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Solução 


(a) A Figura 2 representa um pedaço quadrado de papelão e a Figura 3 ilustra 
a caixa de papelão obtida. As medidas em centímetros das dimensões da caixa 
são x, 12 — 2x e 12 — 2x. O volume da caixa é o produto das três dimen- 
sões. Logo, se V(x) cmº for o volume da caixa, 


V(x) = x(12 — 2x)(12 — 2x) 
= 144x — 48x” + 4x 


(b) Observe que V(0) = 0 e V(6) = 0. Das condições do problema, temos que 
x não pode ser negativo, nem maior do que 6. Assim, o domínio de Vé o 
intervalo fechado [0, 6]. 


(c) Como V é uma função polinomial, será contínua em toda parte. Assim sen- 
do, V é contínua no intervalo fechado [0, 6). 





A função do Exemplo 4 será discutida novamente na Secção 4.2, onde usare- 
mos o fato de que V é contínua no intervalo fechado [0, 6] para determinar 
o valor de x que resultará uma caixa com o maior volume possível. 

Agora discutiremos um teorema importante sobre funções que são contínuas 
FIGURA 4 num intervalo fechado. Ele é chamado de teorema do valor intermediário. 













2.7.8 TEOREMA 
Teorema do Valor Intermediário 


“Se a função f for contínua no intervalo fechado [a, b], e se f(a) = f(b), então, 
| para a número k entre f(a).e f(b) existirá um número c entre ae b tal que 


fc) = 






y = f(x) 

A demonstração desse teorema está fora do contexto deste livro; ela poderá 
ser encontrada num texto de Cálculo Avançado. Discutiremos, contudo, a in- 
y=k terpretação geométrica do teorema. Na Figura 4, (0, k) é um ponto qualquer 

sobre o eixo y entre os pontos (0, f(a)) e (0, f(b)). O Teorema 2.7.8 estabelece 
que a reta y = k deve interceptar a curva cuja equação é y = f(x) no ponto 
(c, k), onde e está entre a e b. A Figura 4 mostra essa intersecção. 
x Note que para alguns valores de k pode existir mais de um valor possível para 
Guta 6 c. O teorema estabelece que existe pelo menos um valor de c, mas que ele não 
FIGURA 5 é necessariamente único. A Figura 5 mostra três valores possíveis de c (c,, c; 
4 e c,) para um dado k. | 
| (3, 9) O Teorema 2.7.8 estabelece que se a função f for contínua no intervalo fe- 
chado [a, b], então f assumirá todos os valores entre f(a) e f(b), enquanto x 
assumirá todos os valores entre a e b. A importância da continuidade de f em 
La, b] é demonstrada na ilustração a seguir. 


D ILUSTRAÇÃO 2 Considere a função f definida por 


— 1 se O < x S<2 
SeZ<x<3 


Fo) = pa 





Um esboço do gráfico dessa função está na Figura 6. 

A função fé descontínua em 2, que está no intervalo fechado [0, 3]; f(0) = —1 
e f(3) = 9. Se k for qualquer número entre 1 e 4, não existe um valor de c tal 
FIGURA 6 que f(c) = k, pois não existem valores da função entre 1 e 4. 
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FIGURA 7 







(58+V2,D) 


(5,—6) 


FIGURA 8 


EXERCÍCIOS 2.7 


Nos Exercícios de 1 a 14 defina f O g e determine os números nos 


quais fOg é continua. 


Limites e Continuidade 


> ILUSTRAÇÃO 3 Seja g a função definida por 


2 
x—4 





g(x) = 


Um esboço do gráfico dessa função está na Figura 7. 

A função g é descontínua em 4 que está no intervalo fechado [2; 5); g(2) = —1 
e g(5) = 2. Se k for qualquer número entre — 1 e 2, não existe valor de c entre 
2e5 tal que g(c) = k. Especificando, se k = 1, então g(6) = 1, mas 6 não 
está em [2, 5]. «4 


EXEMPLO 5 Dada a função f definida por 
fo)=4+3x— x? 2Xx<5. 


(a) verifique o teorema do valor intermediário se k = 1; isto é, ache um número 
c no intervalo [2, 5] tal que f(c) = 1. (b) Faça um esboço do gráfico de f em 
[2, 5] e mostre o ponto (c, 1). | 


Solução 
(a) Como f é uma função polinomial, ela será contínua em toda parte e assim 
será contínua em [2, 5]. Uma vez que f(2) = 6e f(5) = —6, o teorema do 


valor intermediário garante que existe um número e entre 2 e 5 tal que 
flo) = 1; isto é, 


4+3c—-c'=1 
c?—-3c-3=0 


3+/9+12 

ci: GR 
Sol 

E a 


Rejeitamos + — 21), pois esse número está fora do intervalo [2, 5). 
O número 1(3 + «/21) está no intervalo [2, 5] e 


(3 


(b) O esboço pedido está na Figura 8. 


1 
11 f6) = 5 909) = x 


12. SO) = x + E; gl) = 3/x 


2. f(x) = x; g(x) = 16 — x? 
4 fo) = go)=*2+4 
6. So)=x; gx)=x!—3 


L fO)=Vxigo)=9—*? 
3. fl) = x; g(x) = x? — 16 
5. 10) = 3; 90) = x 


4 
7. SO)==;g0)=x—2 


- é = sob)="+3 


O. f)=Vea)="5 10. f0)=coy=vx+1 








4 Ee 2 
13. f9=* a go) =b] 14 f)=* E 960) = | 


Nos Exercícios de 15 a 24, ache o domínio da função dada e en- 
tão determine se a função é contínua ou descontínua em cada 
um dos intervalos indicados. 


2 
15. f(x) = vas (3, E), [—6, 4), (— o, 0), (— 3: + 00), 


[—5, +00), [—10, —5) 


Exercícios 2.7 


16. 9) = 5; (00,0), [0, +00), (0,2), (0,2), [2, +00), 








2 
(2, +00) 

17. ft) = 5 (0,1, (1,1) [0,1) (1,0) (-00, 1] 
(1, +00) 

18. f(r)= Ras (0, 4], (-2,2) (=00, —2], (2, +00), [-4, 4], 
2,2] 

19. g(x) = x? — 9; (— 00, —3), (— 00, —3], (3, +00), [3, +00), 

0.10) = DJ (AD 6,3) (1,2 [1,2 01,2] 

a. so)= LD, (00,1) (ot) [-11) (1, +00) 
(1, +00) 


2x — 3 sex < —2 
22. no=[5=5 eterna (— 00,1), (—2, +00), 


3—-x sel<x 
(-2,1),[-2,D, [-2,1] 
23. fo)=V4- x); (-2,2), [-2,2] [-2,2), —2,2), 
(— 00, —2], (2, +00) 
I 
24. F(y) = 34270 = (— 1,3, [- 1,3], [—- 1,3, (—- 1,3] 


Nos exercícios de 25 a 34, determine o maior intervalo (ou a união 


de intervalos) em que a função fOg do exercício indicado é 


continua. 


27. Exercício 3. 
30. Exercício 10. 
“33. Exercício 13. 


26. Exercício 2. 
29. Exercício 9. 
32. Exercício 12. 


25. Exercício 1. 
28. Exercício 4. 
31. Exercício 11. 
34. Exercício 14. 


Nos Exercícios de 35 a 38, faça um esboço do gráfico da função 
f que sátisfaça as condições dadas. 


35. f é contínua em (-c0,2] e (2, +00); lim f(x) = 
x>0 


lim f(x)= —3; lim f(x) = +00; lim f(x) = 

36. ré continua Re 00,0) e [0, +00); bm f(x) = 
lim fo)=3 lim f6)= 3 lim f6)=2 Crê 

37. pa ot cm (— o, 3) ( —3, 3), e [3,+00); 
lim f(x) = 2; E SO)= Bo Et e 4; o fl) = 1; 
tim fu9=0 0; tim bjs — 5; lim e 

38. Fa opuniia:. ei (— 00, 3, e A x e (4, Eae 
lim f(x) = 0; o So)= lim f(x) = 
lim f(x) = aiie tim TO) = 2 tim PR: 5; 5; lim ias 


39. Determine o intervalo maior (ou união de intervalos) em que 
a função do Exercício 17 nos Exercícios 2.3 é contínua. 

40. Determine o intervalo maior (ou união de intervalos) em que 
a função do Exemplo 4 na Secção 2.3 é continua. 
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41. Um fabricante de latas quadradas sem tampa deseja usar pe- 
daços de folha-de-flandres com dimensões 8 e 15 cm, cor- 
tando quadrados iguais dos quatro cantos e dobrando os la- 
dos. (a) Se x cm for o comprimento do lado do quadrado 
a ser cortado, expresse o volume da caixa em centimetros cú- 
bicos como uma função de x. (b) Qual o domínio da fun- 
ção? (c) Prove que a função é contínua em seu dominio. 

42. Suponha que o fabricante do Exercício 41 produza as latas 
com folhas-de-flandres que medem k cm de lado. (a) Se x 
cm for o comprimento do lado dos quadrados a serem cor- 
tados, expresse o volume da lata em centimetros cúbicos co- 
mo uma função de x. (b) Qual é o domínio da função? (c) 
Prove que a função é contínua em seu domínio. 

43. Um terreno retangular deve ser fechado com 240 metros de 
cerca. (a) Se x metros for o seu comprimento, expresse a área 
do terreno em metros quadrados como uma função de x. (b) 
Qual o domínio da função? (c) Prove que a função é conti- 
nua em seu domínio. 

44. Um jardim retangular deve ser feito, de modo que o lado da 
casa sirva de limite e 100 metros de cerca sejam usados para 
os outros três lados. (a) Se x metros for o comprimento do 
lado do jardim paralelo à casa, expresse a área do jardim em 
metros quadrados como uma função de x. (b) Qual é o do- 
miínio da função? (c) Prove que a função é continua em seu 
dominio. 


Nos Exercícios de 45 a 48, ache os valores das constantes c e k 
que tornam a função continua em (— co, + co) e faça um esboço 
do gráfico da função resultante. 


3x +7 sex<4 kx— | sex <2 
Gis ro= 8, se4 <x o o9= (os se2 <x 
x sex <1l 
47. flx)=4cx+k sel<x<4 
— 2x se4<x 


x+2 sex<-—2 
48. qui se-—-2 <x<l 
3x — 2k sel<x 


Nos Exercícios de 49 a 56, são dados uma função f e um interva- 
to fechado fa, bj. Determine se o teorema do valor intermediá- 
rio se aplica para o valor de k dado. Se o teorema for aplicável, 
ache um número c tal que f(c) = k. Caso contrário, explique 
porquê. Faça um esboço da curva e da reta y = k. 


49. flx)=2+x—x)[a,b]=[0,3] k=1 
50. flx)=x]+5Sx—6; [a,b]=[-1,2], k=4 


51. fo)=v25 —-x*;[a,b]=[—4.5,3], k=3 
52. f(x)= —V100 —- x?; [a,b] = [0,8]; k = —8 
53. O ar la, b])=[-3, 1] k= 
l+x se—-4<xx< — di E 
54. noo= (5º ns ta bJ=[-4 1]k=! 


xº—- 4 se-—-2< 
xº-1| sel<xx<3 


ss. ft) = (5, fab] = [- 2,3); k = — 
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5 
56. f(x) SE ja, b])=[0,1]k=2 


57. Dada a função f definida por 


Jg) sea<xx<b 
fo = (e seb<x<c 


Se g for continua em fa, b) e A for contínua em [b, cl, pode- 
mos concluir que f é contínua em [a, c)? Se sua resposta for 
sim, prove-a. Se sua resposta for não, que condição ou con- 
dições adicionais assegurariam a continuidade de fem [a, c)? 
58. Prove que se a função f for continua em a, então lim la -D) = 


= fa). 


2.8 CONTINUIDADE DAS 
FUNÇÕES TRIGONOMÉTRICAS 
E O TEOREMA DO CONFRONTO 
DE LIMITES (OU TEOREMA DO 
“SANDUÍCHE”') 


Tabela 1 Tabela 2 















; sen £ õ sen £ 
4 4 
0,84147 —1,0 0,84147 
0,9 0,87036  -—-0,9 0,87036 
0,8 0,89670  —0,8 0,89670 
0,7 0,92031  —0,7 0,92031 
0,6 0,94107 —0,6 0,94107 
0,5 0,95885 —0,5 0,95885 
0,4 0,97355 —0,4 0,97355 
0,3 0,98507 —0,3 0,98507 
0,2 0,99335 —0,2 0,99335 
0,99833 -—-0,1 0,99833 
0,99998 —0,01 0,99998 





2.8.1 TEOREMA 
TEOREMA DO “SANDUÍCHE” 


Limites e Continuidade 


59. Ache o maior valor de k para o qual a função definida por 
fQw) = x? — 2 é contínua no intervalo [3,3 + k). 

60. Suponha que f seja uma função para a qual 0 < f(x) < 1 
se0 <x< 1. Prove que se f for contínua em [0, 1], existirá 
pelo menos um número c em [0, 1] tal que f(c) = c. (Suges- 
tão: se nem O nem 1 servirem como c, então f(0) > 0e f(1) 
< 1. Considere a função g para a qual g(x) = f(x) —- xe 
aplique o teorema do valor intermediário a g em [0, 1].) 

61. Mostre que o teorema do valor intermediário garante que a 
equação x* — 4x + x + 3 = 0 tenha raiz entre | e 2. 

62. Mostre que o teorema do valor intermediário garante que a 
equação x* + x + 3 = Otenha raiz entre —-2e -1. 


Em nossa discussão sobre continuidade das funções trigonométricas, faremos 
uso do seguinte limite: 


a ee! (1) 


sen £ 





Vemos que a função dada por não é definida quando £t = 0. Para termos 


uma idéia intuitiva da existência do limite em (1), consideremos valores de 
sen t/t para £ próximo de O. Na Tabela 1 estão os valores da função obtidos 
com uma calculadora quando t é 1,0, 0,9, 0,8,..., 0,1 e 0,01; na Tabela 2 estão 
os valores da função quando té — 1,0, —0,9, —8.,..., —0,1l e — 0,01. 

Das duas tabelas, notamos que o limite em (1) existe e é igual a 1. Que, de 
fato, o limite existe e é igual a 1 será provado no Teorema 2.8.2, mas na sua 
demonstração usaremos um outro teorema conhecido como teorema do ““san- 
duíche””. O teorema do “'sanduíche”” não é importante apenas na demonstra- 
ção do Teorema 2.8.2, mas também nas demonstrações de alguns teoremas 
fundamentais enunciados em secções subsequentes. 


Suponha que as funções f, g e h estejam definidas em algum intervalo aberto 
I contendo a, exceto possivelmente no próprio a e que f(x) < g(x) < h(x) para 
todo x em [, tal que x * a. Suponha também que lim f(x)e lim A(x) ambos 


existam e tenham o mesmo valor L. Então lim g(x) existe e é igual a L. 
X— E 





Antes de provar o Teorema 2.8.1, consideremos a seguinte ilustração que o 
interpreta geometricamente: 


> ILUSTRAÇÃO 1 Sejam f, ge A as funções definidas por 
HO) = 4 —22+3 


diga (x — Dx? bi +7) 
a a 


ho) =4(x—-2 +3 


h(x) 
20 


FIGURA 1 


f(x) 


g (x) 


2.8 Continuidade das Funções Trigonométricas e o Teorema do Confronto de Limites 115 


Os gráficos de f e h são parábolas tendo seu vértice em (2,3). O gráfico de g 
é uma parábola da qual exclui-se o vértice (2,3). Esboços desses gráficos estão 
na Figura 1. A função g não é definida para x = 2; contudo, para todo x = 2, 
JO) < g(x) < A(x). Além disso, lim f(x) = 3e lim A(x) = 3. As hipóteses 


Xx52 Xx>2 


do Teorema 2.8.1 estão, portanto, satisfeitas e segue então que lim g(x) = 3. 
Xx52 
«4 


Prova do Teorema 2.8.1 . Para demonstrar que lim g(x) = L, precisamos 


mostrar que para todo e > O existe um ó > 0 tal que 


se O<|x—-a|<ô então |g(x) — L| < e (2) 
É dado que 
imfix)=L e limh(xg)=L 


e assim para todo e > O existe um ô, > O tal que 

se O<|x-a)<ô, então |f(x) - L|<e 
<> se 0O<|x-a)<ô, então L-e<fi)<L+e (3) 
e um ó, > Otal que 

se O<|x—a)<ô, então |h(x) — L|<e 


< se0O<|x-a)<ô, então L-e<h(x)<L+e (4) 
sejaô = min(ó,, à) eassim ó < ó,eó < 6,. Logo, segue da afirmativa (3) que 


se O<|x-al<ô então L-e< f(x) , (5) 
e da afirmativa (4), temos 

se O<|x—-al<ô então hx)<L+e (6) 
Sabemos que 

SO) <g(x) <h(x) (7) 
Das afirmativas (5), (6) e (7), 

se O<|x-a<ôo então L-e<)<MN)Lhx)<L+E 
Logo, 

se O<|x—-al<ô então L-e<gx)<L+e 

< se O<|x-a)<ô então |g(x) —-L|<e 
que é a afirmativa (2). Logo, 

lim g(x) = L n 


<a 





EXEMPLO 1 Dado |g(x) —2| < 3(x — 1)? para todo x, use o teorema do “'sanc 
duíche” para encontrar lim g(x). 


x51 
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2.8.2 TEOREMA 


Limites e Continuidade 
Solução como |g(x) —2| < 3 (x — 1) para todo x, segue do Teorema 
1.1.10 que 
—3Kx— 1? <gbo)—- 2 Hx — 1) para todo x 
<> —Ix- 1)? +2<gb)<HMx— 1) +2 | paratodo x 
Sejam fl) = -3(x-12+ 2eh(X) = IX — 1) + 2, então 
lim fo)=2 e lim h(x) = 2 (8) 


Além disso, para todo x 
JO) < g(x) < h(x) (9) 
Logo, segue de (8), (9) e do teorema do '“'sanduiche”” que 


lim g(x) = 2 


x>1 


EXEMPLO 2 Use o teorema do “sanduíche” para provar que 


lim = () 


x>0 


Solução Como —1 < sent < 1 para todo t, então 





l 
x sen— 
X 





1 
O <l|sen-|<1 sexxo0 
x 








Logo, sex * 0 


1 l 
x sen—| = |x||sen— 
x x 














<b 


Assim, 


O < <|x| sexo (10) 





1 
x sen — 
x 





“Como lim O = Oe lim |x| = 0, segue da desigualdade (10) e do teorema do 


x->0 x>0 . 


“sanduiche” que 


lim = 0 


x>0 








l 
x sen — 
x 





Prova Suponha primeiro que O < t < 57. Veja a Figura 2 que mostra 
a circunferência do círculo unitário x? + y? = le o setor sombreado BOP, onde 
Béo ponto (1,0)e Péo ponto (cos t, sen f). A área de um setor circular de raio 
r e ângulo central, cuja medida em radianos é t, é determinada por 
+ r2t; assim, se a área do setor BOP for S unidades quadradas, | 


S=4 (1) 





FIGURA 2 
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Considere agora o triângulo BOP e seja a área desse triângulo igual a K, uni- 
dades quadradas. Como K, = 5 |4P| - |OB|, |4P| = sente |O0B| = 1, 
temos que 


K, = isent | (12) 


A reta que passa pelos pontos O (0, 0) e P(cos t, sen t) tem por inclinação 
sen t/cos t e, portanto, sua equação é 


sen í 


pr cos t” 
Essa reta intercepta a reta x = 1 em (1, sen t/cos t) que é o ponto 7 na Figu- 
ra 2. Se a área do triângulo retângulo BOT for K, unidades quadradas, então 
K, = 5 |BT| - |0B|. Como |BT| = sen t/cos te |OB| = 1, temos 

1 sent 


Es, 13 
2 COSt BS) 





2 


Da Figura 2, observe que 
K6<S<K, 
Substituindo (11), (12) e (13) nessa desigualdade, 


Centcl o l.sent 
2 2 2 Cost 


Multiplicando cada membro da desigualdade acima por 2/sen t, que é positivo 
pois0<t<>m7, 
t | 


js 
sent Cos t 





Tomando o recíproco de cada membro da desigualdade acima e invertendo os 
sinais das desigualdades, 


sent 
cost<—— <i | (14) 


Da desigualdade à direita, 
sent <t (15) 


e da identidade em Trigonometria, 


E a 16 
Substituindo t por 5 t na desigualdade (15) e elevando ao quadrado 
sen? 5t < 4t? - (17) 
Assim, de (16) e (17), segue que 
| — cost , já 
2 4 
< I-it <cost | (18) 
De (14) e(l8)ecomo O < 1 < +qx, 
l sent 


io A er seO<t<liz (19) 
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Se —-S>n<t<o0,entãoO< -t< > x; e assim de (19), 





| —a(=p pede <1l se-jn<t<o0 
Mas sen (— t) = —.sen t; assim podemos escrever o que está acima como | 
2 <cs se -in<t<0 (20) 
De (19) e (20) concluímos que 
joife as se-in<t<ir e 10 (21) 


Como lim (1 ->+t)=1e lim 1=l,segue de (21) e do teorema do “'san- 
t+>0 : 150 
duíche” que 
t 
lim Ee l | 


1>0 l 


EXEMPLO 3 Ache o limite, se existir: 


sen 3x 
m Si 


Solução Queremos escrever o quociente sen 3x/sen 5x de tal forma que o 
Teorema 2.8.2 possa ser aplicado. Se x * 0, 


3 sen 3x 
sen3x = 3x 


sen5x Ê (e) 





5x 


Quando x tende a zero, o mesmo acontece com 3x e 5x. Logo, 


- sen3x -— sen3x - sensSx - Ssens5x 
lim = lim lim = lim 
x>0 X 3x>0 3x x> 0 X Sx—>0 5x 


= | = | 


3 lim sen 3x 
sen3x 0% DX 














Logo, 











ar senSx  .. (/sen5x 
5 lim 
x>0 5x 
ad 
5-1 
= 


Do Teorema 2.8.2, podemos provar que as funções seno e co-seno são contí- 
nuas em O. | 
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2.8.3 TEOREMA | A função seno é contínua em 0. 





Prova Podemos mostrar que são satisfeitas as três condições necessárias à con- 
tinuidade: 
(1) sen O = 0 
sen t 


(n) lim sent = lim — «+ 
1>0 t>0 


- sent . 
= lim —— - hm t 
t>0 l t—> 0 


= 1-0 
= 0 
(11) lim sent =sen O 
1>0 
Logo, a função seno é contínua em 0. a 





2.8.4 TEOREMA | A função co-seno é contínua em 0. 


Prova Vamos verificar as três condições necessárias à continuidade em um nú- 
mero. Ao verificar a condição (ii), usamos o fato de que a função seno é contínua 
em 0 e substituímos cos t por 1 — sen? t, pois cos t > 0 quando O <.t < iz 
e quando — ix <t< O: 


(1) cos0 = 1 
(1) lim cos t = lim 4/1 — sen?t 
t>0 10 
= lim (1 — sen2t) 
t>0 
=/1-0 
a 
(111) lim cos t = cos O 
1>0 
Assim, a função co-seno é contínua em 0. E 


Precisaremos do limite a seguir mais adiante. Ele será obtido dos três teoremas 
anteriores e dos teoremas de limite. 


2.8.5 TEOREMA 





Il—- cost . (l-cost(l+cost) 
m——— — = lim > ———— 
1>0 4 10 t(1 + cos t) 
. (1-—-cos?t) 
=lm>————— 
so Ul + cost) 
sen? t 
= lm-————— 
o 1 + cos t) 


. sent... sen t 
= lim —— «lim ————— 
oo to col+cost 
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Pelo Teorema 2.8.2, 


. Sent 
lim — = 1 
1>0 + 


e como as funções seno e co-seno são continuas em Ô, segue que 


sen 1 Õ 
hm -——— = —— 
= 0 
Logo, 
. 1] -—-cost | 
lim ——— = 1-0 
1>0 4 
= 0 | 


EXEMPLO 4 Ache o limite, se existir: 


. |-—-cosx 
lim ———— 
Solução Como lim (1 — cosx) = 0e lim senx = 0, os teoremas de limite 


x>0 x>0 
não podem ser aplicados ao quociente (1 — cos x)/sen x. Mas, se dividirmos o 
numerador e o denominador por x, o que é permissível, pois x = 0, poderemos 
aplicar os Teoremas 2.8.2 e 2.8.5. Assim, 








l — cos x 
o |I-cosx 
lim ———— =lm——— 
X 
. |I-cosx 
lim ——— 
o x>0 X 
- Ssenx 
hi 
x>0 X 
0) 
l 
= O 


EXEMPLO 5. Ache o limite, se existir. 
lim St x 
x>0 X 
Solução Usaremos a identidade trigonométrica 


sen x 
cos X 


tg x = 
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e teremos 
o 2tgx sen? x 
li o 2 lim E O 
x>0 X x>O0O XxX" " COS X 
. senx .. senx .. l 
= 2 im “lim “lim -—s— 
x 0 X x>0 X x>0 Cos" x 
e go pool 


= 2 


Usando o Teorema 2.2.12 e o fato de que as funções seno e co-seno são conti- 
nuas em 0, podemos provar o seguinte teorema: 


2.8.6 TEOREMA | As funções seno e co-seno são contínuas em todos os números reais. 


Prova O conjunto de todos os números reais é o domínio de ambas as funções 
seno e co-seno. Logo, precisamos mostrar que se a for um número real qualquer, 


lim sen x = sena e lim cos x = cosa 


x—a x—a 


ou, equivalentemente, do Teorema 2.2.12, 


lim sen(t + aq) = senae lim cos(t+ qa) = cosa | (22) 


t>0 


Usaremos as identidades 


sen(t + a) = sent cosa + costsena (23) 

cos(t + a) = cost cosa — sen tsena (24) 
De (23), - 

lim sen(t + a) = lim (sen t cosa + cos t sen a) 

Rs na 


= lim sent - lim cos a 4+ lim cost - limsena 
t>0 t> 0 1>0 > O 


=0-cosa+l-sena 

= sena 
Logo, a primeira das igualdades (22) é verdadeira; assim, a função seno é conti- 
nua em todo número real. De (24), 


lim cos(t + a) = lim (cos t cos a — sent sena) 
> 0 t>0 


hm cos t : lim cos a — limsent : imsena 
1>0 t> O 1+0 t>0 


|-cosa—- O-sena 
= cosa 


Assim, a segunda das equações em (22) é verdadeira e, portanto, a função co- 
seno é contínua em todo número real. E 


Usando as identidades trigonométricas, o Teorema 2.6.4 sobre continuidade 
de uma função racional e o Teorema 2.8.6, podemos provar que as outras quatro 
funções trigonométricas são contínuas em seus domínios. 
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A tangente, co-tangente, secante e co-secante são funções contínuas em seus do- 


2.8.7 TEOREMA 
miínios. 





A demonstração do Teorema 2.8.7 será deixada como exercício (veja os Exer- 
cícios de 35 a 38). 








EXERCÍCIOS 2.8 


Nos Exercicios de 1 a 26, calcule o limite, quando ele existir. Nos Exercícios de 27 a 30, use o teorema do “sanduiche” para en- 


contrar o limite. 





























- Ssen4x 2x sen 9x 
1. lim 2. lim FE « lim RT ] I 
did AR pon nes TDA 27. lim x cos — 28. lim x? sen—— 
sen 3t 3 3 x>0 bo 50 3/x 
4. lim 5. lim 2 6. lim <P * | ; 
—o Sen6t y-o Sen5y x>0 29. lim g(x), se lg) + 4| < 2(3 — x) para todo x 
Xx53 
2 5 ; 
is 8. lim sen” 2x 9. lim 30. lim g(x), se |g(x) — 3] < 5(x + 2) para todo x 
x>0 sen? 3x x>0 4 x-+0 COS X x —2 
10. 1 | — cos x IL Ii | — cos 4x 
; a 1 + senx o o x Nos Exercícios 31 e 32, encontre o limite, se existir 
- 1-cos2z 3x? | 
12. lim ——— 13. lim — 5 —— 31. lim -Sen(sen ) 32. lim sen x sen— 
2.0 4z x>0 | — cos* 5x x>0 x E=0 x 
2 
já cia 1 — cos x 15. lim EX 33. Dado: 1 — cos?x < f(x) < x? para todo x no intervalo aber- 
PE x>0 2X to (— + 7, 51). Ache lim f(x). 
tg! 2x - sent SER 
l6. ta 4x4 17. a 2 34. Dado: —senx < f(x) < 2 + sen x para todo x no intervalo 
aberto (— n, 0). Ache lim f(x). 
. ÀI—cosx . 1-cos2x x> 1/2 
18. lim —— — 19. lim ———— — 
x—>0 x xo Sen 3x | 
; sen 4y Nos Exercícios de 35 a 38 prove que a função é contínua em seu 
0. —————— As 
y>0+ COS 3y | domínio. 
21. lim a CO (Sugestão: seja t = lr -x) 35. A função tangente. 36. A função co-tangente. 
x>n/2 2H — X 37. A função secante. 38. A função co-secante. 
22. lim 2 * (Sugestão: seja t = 1x — x.) 39. Se |f()| < M para todo x, onde M é uma constante, use 
x->n/2 CO o teorema do “sanduíche” para provar que lim x f09) = 0 
X— É 
aa nx ” ; 
23. lim ES (Sugestão: seja t = x — 7.) 40. Suponha que | f(xX)| < M para todo x, onde M é uma cons- 
ida tante. Além disso, suponha que lim |g(x)| = 0. Use o teo- 
an x E os 
24. lim E (Sugestão: seja t = x — 7.) rema do “sanduíche” para provar que lim FO)g(l) = 0. 
 x243x | sen x 41. Se |f0)|] <k |x — al para todo x = a, onde k é uma cons- 
25. lim ———— 26. lim ——— li =0 
a Senk o DO DX tante, prove que lim SO) = 


2.9 PROVAS DE ALGUNS 
TEOREMAS SOBRE 

LIMITES DE FUNÇÕES 
(Suplementar) 


Na Secção 2.1 há um teorema (Teorema 2.1.2) e na secção 2.2 há dois teoremas 

(Teoremas de Limite 9 e 10) cujas provas foram adiadas até esta secção. 
Conforme ficou estabelecido na Secção 2.1, o Teorema 2.1.2 é um teorema 

de unicidade que garante que se o limite de uma função existir, ele será único. 


Vamos enunciá-lo novamente e demonstrá-lo. 


2.1.2 TEOREMA 


Se lim f(x) = L e lim f(x) = L, então L, = L.. 





PR a Ré 
Darf Nan. 


2.7.1 TEOREMA 


2.9.1 TEOREMA 
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Prova Vamos supor que L, * L, e mostrar que essa hipótese leva a uma 
contradição. Como lim f(x) = L,, segue, da Definição 2.1.1, que para todo 


e > 0 existe um ó, > 0 tal que 

se O<|x-al<ô, então |f(x) —-L,|<e (1) 
Também, como lim f(x) = L,, existe um 6, > O tal que 

se 0O<|x—a)<ô, então |f(x) — L,|< | (2) 


Agora, escrevendo L, — L, como L, — f(x) + f(x) — L, e aplicando a desi- 
gualdade triangular (Teorema 1.1.15), temos | 


Li, — Lol = [Ly — fO)] + Lf69) — Lo]] 
<|L, — fo) + | f69) — Li] > 3) 


Assim, de (1), (2) e (3) podemos concluir que para todo e > O existe um ô, > O 
e um à, > O tais que 


se0O<l|x-al<ô, e O<l|x-a)<ô, então |L,-—-L;j<e+e (4) 


Se é for o menor dentre à, e ó,, então O < 6, e ô < 6, e (4) estabelece que 
para todo e > O há um ó > O tal que 


se O<|x—a)<ô então |L, — L,|<2e (5) 


Massee = + |L,- L,|, então (5) estabelece que existe um é > O tal que 


se 0O<|x—a)<ô então |L, -L;)|<|L,—L,| 


Evidentemente, |L, — L,| não pode ser menor que si próprio. Logo, temos 
uma contradição e nossa hipótese é falsa. Assim, L, = L,, e o teorema está 
provado. 1 


Para provar o Teorema de Limite 9 (limite do queciente de duas funções) 
e o Teorema de Limite 10 (limite da raiz enésima de uma função), aplicamos 
o Teorema 2.7.1 sobre o limite de uma função composta, que agora vamos enun- 
ciar novamente. | 


Se lim g(x) = bese a função f for continua em b, 
XxX — a 


lim o gl) = f(b) 
e lim F(g0) = H lim 9 (0c0)) 





O Teorema 2.7.1 foi provado na Secção 2.7. Antes de aplicá-lo na demons- 
tração do Teorema de Limite 9, precisamos demonstrar um teorema sobre a 


continuidade da função definida por f(x) = +. 


Se a for qualquer número exceto O e 


SO) = + 


então f será continua em a. 
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Prova O dominio de f é o conjunto de todos os números reais, exceto O. Lo- 
go, a está nesse domínio. A prova estará completa se pudermos mostrar que 


O 

lim — = — 

x>a X a 
Para provar isso, dois casos devem ser considerados: a > 0e a < 0. Provare- 
mos o caso em que a > 0 e deixaremos a demonstração do caso «a < O como 
exercício (veja o Exercício 18). 

Como 1/x está definido para todo x exceto 0, o intervalo aberto requerido 
pela Definição 2.1.1 pode ser qualquer intervalo aberto contendo a, mas não 
contendo 0. 

Considerando a > 0, precisamos mostrar que para todo e > O existe um 
ô > 0 tal que 























se O<|x—a)<ô então e RE (6) 
Como 
LU DR E: 
x al | ax 
ba 
al [xl 
] 
=|x—al:—-—  (poisa>õo0) 
alx| | 
a afirmativa (6) é equivalente a 
se O<|x—al<óô então died (7) 
ax] 


Na parte final de (7), além de |x — al, temos outro fator: o quociente alx' 


Logo, para provar (7) precisamos restringir ó para obtermos uma desigualdade 


envolvendo Escolhendo o intervalo aberto exigido pela Definição 2.1.1 


e 

ax" 

como sendo (5 a, 5 a), que contém a mas não 0, estamos exigindo 
l mu 

ô < 5a. Então, 


O<|x-al<ô e d<ia 


= x—al<ta 
=> -Sa<x—a<hia 
=> da<x<sa 
=> 3a <|x)<ãa (poisa> 0) 
2 a l : z 
=> — — e 
3a |xl a 
Z ” l n 2 (8) 
= —— . ———— mm 
3a? ax a? 
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Agora 
€ | l 2 
O<|x-a|<ô e -—-<5 
ax a 
= |x | <ôÔ E (9) 
— qo -—— .—— 
alx| a? 
Como nossa meta é ter |x — a| - EI < e, a afirmativa (9) indica que deve- 


ir 2 : p É 
mos exigir ó - — < e istoé, O < > q? e. Assim, com essas duas restrições em 
a ê 


ô, escolhemos ô = min(5-a, > a? e). Com esse ô usamos o seguinte argumento: 


O<|x—a|<ó 











l 
=> sadio comi 
aff ab 
= ms PE RR (pois a > 0) 
al |x) alx] 
Es E ao e 
ax alx| 
=> EM fed (10) 
x a alx| . 











Mostramos em (8) seô < 5 ae0< |x-— a| < 8, então < E istO é, 
' . q 























a |x| 
| | < 6: <. Continuando a partir de (10), temos 
a ix 
1 | 
LL ER e Ô — <ô E 
x a alx| [x 
1 1 2 
=> =— =| <€ 0º — 
x a a 
1 1 l Z 
e. <s0e a (pois O < 502) 
1 1 
=> |—-—-|< € 
x a 








Assim, mostramos que para todos e > 0, com 8 = min(5 a, + a? e), a seguinte 
afirmativa será verdadeira: 


se O<|x-—-a|<ô então < e 








Isso prova que lim o qua sea > 0. Logo, fé contínua ema, sea > 0. 


Xx>a X a 
E 
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Antes de enunciar novamente o Teorema de Limite 9 e demonstrá-lo usando 
os Teoremas 2.7.1 e 2.9.1, vamos dar um exemplo mostrando como os Teore- 
mas 2.7.1 e 2.9.1 podem ser usados para determinar o limite de um dado quo- 
ciente. 





EXEMPLO 1 Usando os Teoremas 2.7.1 e 2.9.1, em vez de aplicar o Teore- 
ma de Limite 9 (limite de um quociente), encontre 


lim 4x — 3 
2X + 2x+5 


Solução Sejam f eg as funções definidas por 
fo)=4x-3 e go)j=x]+2x+5 


Consideraremos f(x)/9(x) como o produto de f(x) por 1/g(x) e usaremos o Teo- 
rema de Limite 6 (limite de um produto). Primeiro, porém, precisamos encontrar 
lim 1/9(X), o que é feito ao considerarmos 1/g(x) como o valor de uma função 


X — 2 
composta. 

Se A for a função definida por h(x) = 1/x, então a função composta hÀ o q 
será a função definida por A(g(x)) = 1/g(x). Agora 


lim g(x) = lim (x? + 2x + 5) 
x+2 


x 2 
= 13 


Do Teorema 2.9.1, h é contínua em 13; assim, podemos usar o Teorema 2.7.1 
e ter 


1 
lim ——————— = lim — 
Rae x? +2x+5 a g(x) 
= lim h(g(x)) 
x>2 
= h(lim g(x)) (pelo Teorema 2.7.1). 
x>2 


= h(13) 


| 
p- 


w 


1 


Logo, usando o Teorema de Limite 6, 
dx — 3 


lim ————— = lim (4x- 3):lm =>———— 
RR ne PO Roso 


2.2.9 TEOREMA DE LIMITE 9 | Se lim f(x) = Leselimg(x) = M, então 


im = ag eM 0. 





Prova Seja h a função definida por A(x) = 1/x. Então, a função composta de 
hog está definida por h(g(x)) = 1/g9(x). A função A é contínua em toda parte, 
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exceto 0, o que segue do Teorema 2.9.1. Logo, 


lim E = lim h(g(x)) 


xa X xa 


= h(lim g(x)) (pelo Teorema 2.7.1) 


Xx—a 


= HM) 


Do Teorema de limite 6 e do resultado acima, 


x l 
lim =— = lim f(x) * lim — 
x>a G(X) EA ) xa G(X) 
l 
o pe 
M 


L E 
M 


Para provar o Teorema de Limite 10 usando o Teorema 2.7.1, vamos preci- 
sar usar também o teorema sobre a continuidade da função f definida por 
fl) = Nx, o qual foi enunciado como o Teorema 2.6.5 na secção 2.6, mas não 
foi provado. Faremos agora a sua demonstração, usando para tanto as seguin- 
tes fórmulas, onde n é qualquer número inteiro positivo: 


a-b=(a-b(a "rar bra +... +abr 2 4 bro?) (11) 
A fórmula (11) segue de 
a(o"! +ab+...rabr ?+b DV=a+arlb+...+abrr! 


bla" !+aêb+...rab 2 4+b D=arlb+r...tabrris br 


subtraindo os termos da segunda igualdade pelos da primeira igualdade. 





2.6.5 TEOREMA 






Se n for um inteiro positivo e 
fo) = Vx 


então, 










(1) se n for ímpar, f será contínua em todo número real a; 
(11) se n for par, f será contínua em todo número positivo a. 





Prova Provaremos o teorema para o caso em que a é um número positivo e 
n é par-ou ímpar. O caso em que a é negativo ou nulo e n é ímpar será deixado 
como exercício (veja o Exercício 19). 

Queremos provar que sea > 0e f(x) = */x, então f será contínua em a. Co- 
mo *Y/a existe quando a > 0, a demonstração estará completa se mostrarmos 
que 


lim 3/x = 3/a 


xa 
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Como */x está definida para todo número não-negativo, o intervalo aberto exi- 
gido pela Definição 2.1.1 poderá ser qualquer intervalo aberto contendo a e tendo 
um número não-negativo como extremo esquerdo. Precisamos mostrar que pa- 
ra todo e > O existe um ô > O tal que 


se 0O<|x-a|l<o então |y/x — 3/a| <e (12) 


Para expressarmos |%)x — %/a| em termos de |x — a] usaremos (11). 


E e O 


(mp a (oct o 2glim ES Edo (5 Te) pa E» (alinypo 
Se (11) for aplicada ao numerador. 


] 
= Vaps=0 SESI RE iii 
|x + x at +... + xi!"g + a 


Nessa equação expressaremos 
Ló(x) | no Posted dE xt" — Dnglim Es ca x Mn glr— Zn + alt In 


e obteremos 


l 
ax — s/al=|x— al:-— (13) 
Assim, a afirmativa (12) é equivalente a: 
l 
SE O<l|x—a|<oô então Pa (14) 
Na parte final de (14), além do fator |x — a|, temos a fração TST Logo, 


para provar (14) precisamos restringir ô de forma a ter uma desigualdade en- 


- volvendo essa fração. Se escolhermos o intervalo aberto estipulado na Defini- 


ção 2.1.1 como sendo o intervalo (0, 2a), estaremos exigindo que ô < a. Então 


O<|x—aj<ô e ód<a. 


=> Ix—al<a 
E —4<Xx—a<xa 
=> 0O<x<2a 
=» ar Din <|g(x)) (pois x > 0) 
1 1 
GR a 15 
Do ta” e 
Agora 
] 1 
O<|x—a|<ô e Too O die 
l 1 
gpa Es pi a 
|x al EE <ôo ar Dn (16) 


Nossa meta é obter |x — a| < e. Assim, a afirmativa (16) mostra que 


4 
| (x) | 


2.9 Prova de Alguns Teoremas sobre Limites de Funções (Suplementar) 129 


devemos exigir 6 - <eistoé,ó < a”- Dr e Assim, escolhemos 


ar -— 1)/n 
ô = min(a, a” — /re), Com esse ô usamos o seguinte argumento: 


O<|jx—-a|<ô 


x — al: 


pe 
ló) a 





> [3/x — x/a| < ô: (de (13)) 
o ) 
: é l 1 
Mostramos em (15) que seô < ae O < |x — a| < ô, então Tê69 PTE 
isto é, ô E ui <6ô- RE Continuando, teremos 
l 1 
VX — € ÔÓt—— <ô* E ESTE 
Rd “el ) e RR 
Eá 4x — ya! <ô: es 





s/x — s/a] < att Dire - a paia (pois ô < a” - Dre) 


|3/x — gal <e 
Demonstramos que para todo «e > 0, com ó = min(a, a” - De), a seguinte 
afirmativa é verdadeira: 


= 





se O<|x-al<ô então |x/x — yal<e 
Logo, provamos que lim x = */a, sendo a um número positivo. Portanto f é 
X-—+ A . 
continua em a, sea > 0. - Ee] 
Como fizemos com o Teorema de Limite 9, antes de enunciar novamente o 
Teorema de Limite 10 e apresentar a sua demonstração usando os Teoremas 


2.7.1 e 2.6.5, daremos um exemplo mostrando como podemos usar esses teore- 
mas para encontrar o limite da raiz enésima de uma dada função. 





EXEMPLO 2 Usando os Teoremas 2.7.1 e 2.6.5, e não o Teorema de Limite 
10 (limite da raiz enésima de uma função), encontre 


lim 4/3x — 5 


x+>7 
Solução Sejam h e fas funções definidas por 
ho)= 4x e fo)=3x-s 


A função composta ho f está definida por REI = NV f0). Agora 
lim f(x) = am (3x — 5) 


x>7 


E 
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Pelo Teorema 2.6.5, a função A é contínua em 16. Logo, podemos usar o Teo- 
rema 2.7.1 e obter 


lim 43x — 5 = lim */f(x) 
x—+7 


= lim h(f()) 


x—7 


= h(lim f(x)) (pelo Teorema 2.7.1) 
x—+7 


= h(16) 
= 


2.2.10 TEOREMA DE LIMITE 10 Se n for um inteiro positivo e lim f(x) = L, então 


ia VIC) = YL 


Xx>4a 





com a restrição de que se n for par, L 


Prova Seja A a função definida por hA(x) = */x. Então, a função composta h o f 
será definida por A(f(x)) = Vf(x). Do Teorema 2.6.5, segue que h será conti- 
nua em L, se n for ímpar ou se n for par e L > 0. Logo, 


lim Y/f(x) = lim h(f(x)) 
| = h(lim f(x)) (pelo Teorema 2.7.1) 


= h(L) 
= "/L [oi 





EXERCÍCIOS 2.9 


Nos Exercícios de 1 a 6, use os Teoremas 2.7.1 e 2.9.1, em vez 13. Se a função g for contínua num número a e a função f for 














do Teorema de Limite 9, para encontrar os limites. descontínua em a, é possível que o quociente das duas fun- 
ções //g seja contínuo em a? Prove a sua resposta. 
1. dim E 8 14. Se f(x) for não-negativa para todo x em seu domínio, e 
x3X+1 x—-2 3x + 2 lim [fQ9]” existir e for positivo, prove que lim f(x) = 
Xx>a Xx—> a 
o t+4 —1 ES (7 2 
3. lim 3 4. lim —s E lim COI. 
fe O p=3 ) + 15. Prove que se lim f(x) existir e for L, então lim | f(x)| existe e 
| | 3x se 2t : XxX 4 X-a 
5. lim EA 6. lim 2 € |L|. 
102 2X — dX + ra dE — 4 16. Prove que se f(x) = g(x) para todos os valores de x, exceto x = a, 


então lim f(x) = lim g(x), se os limites existirem. 
Xx-a X—>06 


Nos Exercicios de 7 a 12, use os Teoremas 2.7.1 e 2.6.5, em vez 17. Prove que se f(x) = g(x) para todos os valores de x, exceto 


do Teorema de Limite 10, para encontrar os limites. | x = a, então se lim g(x) não existir, o lim f(x) também não 
X>» 4 Xx—>a 
7. lim x? — 5 8. lim $/x— 1 existirá. (Sugestão: mostre que a hipótese de que lim f(x) 
x>3 x—2 adiado 
de Ha 3/3y +4 10. lim 88 6 exista nos levará a uma contradição.) 
p>-4 t>-1/2 18. Prove o Teorema 2.9.1, se a < 0. 
IL lim 4/2 +5t+3 12. lim 3/y?2 | 19. Prove o Teorema 2.6.5 para o caso em que a é negativo ou 


t>1 y>0 nulo e n é ímpar. 
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2.10 TEOREMAS ADICIONAIS Vamos discutir agora quatro teoremas que são necessários à demonstração de 
DE LIMITES DE FUNÇÕES alguns teoremas importantes em secções posteriores. Após o enunciado de cada 
(Suplementar) teorema será dada uma ilustração gráfica. 


2.10.1 TEOREMA | Selim f(x) existir e for positivo, então haverá um intervalo aberto contendo c, tal 
X>C Ê . í à - 4 





que f(x) > O para todo, x = c no intervalo. 





> ILUSTRAÇÃO 1 Consideremos a função f definida por 
5 
“SO)= E 
Um esboço do gráfico de f está na Figura 1. Como lim f(x) = 1e 1 > 0, de 


x53 
acordo com o Teorema 2.10.1 haverá um intervalo aberto contendo 3, tal que f(x) > O 
para todo x x 3 nesse intervalo. Tal intervalo será, por exemplo, (2, 4). Na 
verdade, qualquer intervalo aberto (a, b) parao quali <a < 3€eb > 3,serve 
de exemplo. «4 


Prova do Teorema 2.10.1 Seja L = lim f(x). Por hipótese, L > 0. Aplicando a 
Definição 2.1.1 e tomando e = A existe um ô > 0 tal que 

se O<|x—c) <ô então |f(x) — L|<3L (1) 
Também, | f(x) — L| < 51 equivalea —SL < f(x) —- L < 4L (consulteo 
Teorema 1.1.10), o que por sua vez equivale a 

3L<fO)<L (2) 


Também, 0 < |x—- c| < Sequivalea -ô<x- c<68,x = c,o que por 
sua vez equivale a 





FIGURA 1 c—-d<x<c+ô mas xc 
& x está no intervalo aberto (c — 6, c + ôó)masx = c (3) 
Das afirmativas (2) e (3), podemos substituir (1) pela afirmativa: 
se x estiver no intervalo aberto (c — ô,c + 6),x = c,então;L < f(x) < EL. 


Como L > 0, segue que f(x) > O para todo x = c no intervalo aberto 
(c-—-ó,c+ 6). E 





EXEMPLO 1 Dada 


— 3x 
2x — 7 


(a) Mostre que lim f(x) > 0. (b) Verifique o Teorema 2.10.1 para essa função, en- 
Xx-+1 





fo) = 


contrando um intervalo aberto que contenha 1 e no qual f(x) > O para todo 
x * 1 no intervalo. 


Solução 


— 3x 3 
as Cs 
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FIGURA 2 


2.10.2 TEOREMA 
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(b) Os valores de x no intervalo aberto pedido devem ser tais que 


— 3x 


4 
Fr (4) 





A desigualdade (4) será satisfeita quando ambos o numerador e o denominador 
forem positivos, ou quando ambos forem negativos. Há, portanto, dois casos 
a considerar: 


Caso 1: —-3x> 0e2x —- 7>0. 
Isto é, x < 0ex > 3. Não existe valor de x que satisfaça ambas as desigual- 
dades. Logo, o conjunto-solução do Caso 1 é vazio. 


Caso 2: -3Jx< 0e2x —- 7<0. 
Isto é, x > 0ex < 7%. O conjunto-solução é o intervalo (0, 5). Assim, 
a desigualdade (4) será satisfeita se x estiver no intervalo aberto (0, 5). 
Concluímos, então, que todo intervalo aberto (a, b), parao qual0 < a<1 
el<bx< 5, será tal que conterá 1 e f(x) > O para x x 1, sendo x perten- 
cente a ele. O intervalo (5, 5) é um exemplo. 


Se lim f(x) existir e for negativo, existirá 'um intervalo aberto contendo c, tal que 
X — € . ç 


f(x) < O para todo x x c no intervalo. 





A demonstração desse teorema é similar à do Teorema 2.10.1 e será deixada 
como exercício (veja o Exercício 17). 


> ILUSTRAÇÃO 2 Seja 





o — X 
90) = 55 
A a 2 mostra um esboço do gráfico de g - am g(x) = —4e —4 < 0; logo, 


pelo Teorema 2.10.2 existe um intervalo Aberto contendo 2, tal que 960) < 0 
para todo x = 2 no intervalo. Como RA de tal intervalo temos (5, 3). 
Qualquer intervalo aberto (a, b) parao qual5> <a <2e2<b< 6será sufi- 
ciente. « 


O exemplo a seguir ilustra o Teorema 2.10.2. 





EXEMPLO 2 Dada 
90%) = 





| = x 
(a) Determine os valores de k, tais que lim g(x) < 0. (b) Ache todos os intervalos 
k 


abertos (a, b) contendo um determinado valor de k que satisfaça a parte (a), tais 
que g(x) < O para todo x = k em (a, b). (c) Faça um esboço do gráfico de 9, 


“e mostre no gráfico a interpretação geométrica dos resultados das partes (a) e (b). 


Solução 


(a) Se k £ 4, 


fia 
xok | — 2x DR 
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Queremos encontrar os valores de k para os quais 
l 
1 — 2k 


Essa desigualdade será satisfeita se e somente se o denominador for negativo, 
isto é, se e somente se 


<0 


|—2k<0 
—2k< —1 
k > 4 
Logo, lim g(x) < 0, sempre que k estiver no intervalo (1, + 00). 
(b) Como stà < O see somente se x > +, os intervalos abertos requeridos (a, b) 


contendo k e tais que g(x) < O são aqueles para os quais + <a <k 


eb>xk. 
(c) Um esboço do gráfico de g está na Figura 3, onde um valor de k > + > foi 


escolhido. Note que o g(x) = g(k) e assim sendo g é contínua em k. O Sono 


(k, g(k)) está no siáfico eg(k) < 0. Quie que para todos os valores de 
x em qualquer intervalo aberto (a, b), onde <a < keb > k,o gráfico 
FIGURA 3 está no quarto quadrante, e assim g(x) < 0. 





2.10.3 TEOREMA | Suponha que a função f esteja definida em algum intervalo aberto 1 contendo | 
| c, exceto possivelmente em c. Suponha também, que exista algum número M | 
para o qual haja um ô > 0, tal quese0O < |x = cl < ô, então f(x) < M. 
Logo, se lim fO) existir e for iguala L,L < M. 





> ILUSTRAÇÃO 3 A Figura 4 mostra um esboço do gráfico de uma função f que 
3 | satisfaz a hipótese do Teorema 2.10.3. Note pela figura, que f(1) não está defi- 
nida, mas f está definida no intervalo aberto (4, 5), exceto em 1. Além disso, se 
O<|x- 1| <4, então f(x) < 4. Logo, segue do Teorema 2.10.3 que se 


Ed HER — R aa a E : ; 
4| O | lim f(x) existir e for L, então L < 5. Da figura, observe que existe um L e é 2. 
PA es | f | Xx51 | 
| | Bs 
| | | Prova do Teorema 2.10.3 Suporemos que M < L e vamos mostrar que essa hipó- 
| | | tese leva a uma contradição. Se M < L, existirá algume > OtalqueM + e = L. 
1 | Como lim f(x) = L, existe um ó, > 0 tal que 
a | | X—€ 
| | 
| | | se O<|x-—-c|)<ô, então |f(x)-L|<e 
| | 
| = 
| | < se 0O<l|x-c|<ô, então L-e<f(x)<L+e 
O E RR ii | 
FIGURA 4 : a Substituindo L por M + e, segue que existe um ô, > O tal que 


se O<|x-—cl<ô, então (M +e)—-e< f(x) 
<> se O<|x—-c|<ô, então M< f(x) E 6) 
Mas, por hipótese, existe um ô tal que 


“se O<|x—c|<ô então flx)<M (6) 
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As afirmativas (5) e (6) são contraditórias. Logo, nossa hipótese de que M < L 
é falsa. Portanto, L < M. [E 






2.10.4 TEOREMA 








Suponha que a função f esteja definida em algum intervalo 1 contendo c, exce- 
to possivelmente em c. Suponha também que exista algum número M para o 
qual haja um é > O, tal quese0 < |x — c| < ô, então f(x) > M. Assim, se | 
lim f(x) existir e for iguala L, L 2 M. 





A demonstração será deixada como exercício (veja o Exercício 18). 


D ILUSTRAÇÃO 4 A Figura 4 também ilustra o Teorema 2.10.4. Na figura, ob- 
serve que se0 < |x — 1| < 5, então f(x) > 5: e, como f está definida no in- 
tervalo aberto (4, 5), exceto em 1, conforme estabelecido previamente, o Teo- 
rema 2.10.4 afirma que se lim f(x) existir e for L, então L > 5. « 


EXERCÍCIOS 2.10 
Nos Exercícios de 1 a 4, são dados uma função f e um número 
c. (a) Mostre que lim f(x) > 0; (b) verifique o Teorema 2.10.1 


para a função f, encontrando um intervalo aberto contendo c, 
tal que f(x) > 0 para todo x * c no intervalo. 








5 7 
Lft)==>6E 2. ft)= EA 
f(x) Ea 3 f(x) 2x — 1º € 

1 a 4 
+ fo) = E c=1 4 fi)=>5—:e=-1 
x—1l x*— 1 


Nos Exercicios de 5 a 8, são dados uma função g e um número 
c. (a) Mostre que tim, g(x) < O; (b) verifique o Teorema 2.10.2 


para a função g, encontrando um intervalo aberto contendo c, 
tal que g(x) < O para todo x * c no intervalo. 





x2— 9 2— 7x + 3x? 

5. ns 3 = 3 e q =2 
go) = e 6. ()="""".,e 
Dadá V |—2 
7. go)="" TE; e=0 8 ag S,e-3 


Nos Exercícios 9 e 10, uma função f é dada. (a) Determine os 
valores de k tais que lim St) > 0. (b) Ache todos os intervalos 
X — 


abertos (a, b) contendo um valor particular de k que satisfaçam 
a parte (a) tais que f(x) < O para todo x * k em (a, b). (c) Faça 
um esboço do gráfico de f e mostre no gráfico a interpretação 
geométrica dos resultados das partes (a) e (b). 


3x 
a 

x? — 25 
E ais 


x>51 


Nos Exercícios 11 e 12 é dada uma função g. (a) Determine os 
valores de k tais que lim g(x) < 0. (b) Ache todos os intervalos 
X— 


abertos (a, b) que contêm um determinado valor de k que satis- 
faça a parte (a) tais que g(x) < O para todo x = k em (a, b). 
(c) Faça um esboço do gráfico de g e mostre no gráfico a inter- 
pretação geométrica dos resultados das partes (a) e (b). 

2x? + x— 6 


lide. Doig=ed=nE=A 
0) = 27 1ix+ 4 903) E 


13. Faça um esboço do gráfico de uma função f satisfazendo as 
hipóteses do Teorema 2.10.3 para a qual f(2) não é definida. 
A função f está definida no intervalo aberto (1, 3), exceto 
em 2. Além disso, seja f(x) < 5se0O< |x—- 2] < leseja 
lim f(x) igual ao número L. Mostre, na figura, que L < 5. 
Xx> 


14. Faça um esboço do gráfico de uma função f satisfazendo as 
hipóteses do Teorema 2.10.3 para a qual f(0) não é defini- 
da. A função f está definida no intervalo aberto (— 2, 2), ex- 
ceto em 0. Além disso, seja f(x) < 3se0 < |x| < 2eseja 
lim f(º) igual a um número L. Mostre na figura que L < 3. 


15. Faça um esboço do gráfico de uma função satisfazendo as 
hipóteses do Teorema 2.10.4 para a qual f(0) não é defini- 
da. A função f está definida no intervalo aberto (— 5, 5), 
exceto em 0. Além disso, seja f0) > 2se0< |x| <5e 
seja lim f() igual ao número L. Mostre na figura que L 2 2. 


16. Faça um esboço do gráfico de uma função f satisfazendo as hi- 
póteses do Teorema 2.10.4 para a qual f(1) não é definida. A 
função f está definida no intervalo aberto (5, 5), exceto em 
1. Além disso, seja f0) > 0,se0< |x-—- 1| <Seseja 
lim f() igual ao número L. Mostre na figura que L > 0. 


17. Prove o Teorema 2.10.2. 18. Prove o Teorema 2.10.4. 


Exercícios de Revisão do Capítulo 2 


EXERCÍCIOS DE REVISÃO DO CAPÍTULO 2 


Nos Exercícios de 1 a 8, calcule o limite e, quando aplicável, in- 
dique o teorema de limite usado. 





t. lim (3xº — 4249) 2. lim si 
; x>2 , h>l 3h* + 6 
; 2. v— 
a fm e 4. lim RR dE 
z>—3 z+3 RE — 5x — 14 


sy +4 


[4x2 + 4x — 3 
l E O 6. lim 
x> 1/2 4x*— 1 y>-4 y—sS 


5. lim 
7. lim V9=t—3 8. im LO Vl+t vi+t 


t—>0 l 150 t 


Nos Exercícios de 9 a 1 8, estabeleça o limite usando a Definição 


2.1.1; isto é, para qualquer e > 0, ache um ô >.0 tal que se, 


0O<|x-a|<ó, então | f(x) — L| < e. 





9. lim (2x — 5)= 1 10. lim (8 — 3x) = 14 
x—3 Xx> —2 
“lim Gx+8=5 12. lim (4x — 11) =9 

à na À x>5 

13. lim x? = 16 14. lim x? =| 
x <A x—+ 1/2 

15. lim (x? — 3x) = —2 16. lim (2x? — x — 6) = 
x—>2 E=3 

2 
se 1 — 
17. lim da = —6 18. lim a 


Nos Exercicios de 19 a 48, ache o limite, se existir. 





2x2 — x — 3 Ends 
19. lim ———— 20. li 
13X + 8x +45 a TER 
xº— 1 sex<3 
21. li = 
A Rs e) a se3<x 


2x — 6 


22. lim ([3x— 1) -5) 23. lim 














x> 1/3 9 X— 9 
25 — y? 2x 
24. lim ————— 25. li 
Ee y RE 5 so 16 — x? 
26. tim 22 N8+ és 27. lim NÉDÊ 
s>7 7—s PR 4 — 10t + 25 
2 — | Er 
28. lim E 29. lim [x] 
x>0- 2x) — 3x? x—>2+ [x] — x 
x— 1 — o IX +Ix—sS 
ido ne o O LA 
4x — 3 x +5 
32. lim ————— . dh 
RSA Sx? —- x+1 di Pissgap lx — 4 
8x*) + 7x—2 Y 
34. li cce dd N, 
Fes (7 F 3x + E) - atos Raso 
36. lim (Vtt+1— vt? +4) 37. lim 
t+ +00 x—>0 Sen 3x 
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- 2 
28: jim 29, lim DÊ 
xo | — cos x o SeN2t 
“1-cos3 1 — cos? 
40. lim — af lim CP É 
x>0 sen 3x x>0 X 
42. lim —* 43. lim -Cosec 38 
1-0 tg t 8-0 cotg O 
/7 + 3 Ee» 3 t 2 ter, ad 2 
44. lim VT +4x—3 45. lim Nt + a)! — Va” di 
EB x—8 10 t 
2x2 — 
Ein e 
x>0 2senx 


47. lim 


VR =ape E di +1 
Caio 


Sugestão: escreva 


PSA 
x? x? 


x? 

» 3 

48. lim io [xl 
1 x — 1 


Nos Exercícios de 49 a 54, ache as assintotas horizontais e verti- 
cais e desenhe um esboço do gráfico da função. . 














49. flo) = * = = 50. f(x) = si 
E 
2 . 2 

53 fl)= 5 4. h(9) = 


Nos Exercícios 55 e 56, ache as assíntotas horizontais e verticais 
e trace um esboço do gráfico da equação. 


55. xy —3x+4y=0 56. xy— 5x— 3y+2=0 
Nos Exercícios de 57 a 62 faça um esboço do gráfico da função; 
então, observando as quebras no gráfico, determine os valores 
da variável independente nos quais a função é descontínua e mos- 
tre, em cada caso de descontinuidade, por que a Definição 2.6.1 
não é satisfeita. 





4 
57. fl) ss, s8. gx) = 5 = 
2x + 1 sex < E =: 
59. gx)=(x—2 se-Z<x<2 
2—-x seZ<x 
1 
oo Ft = (Ms RO sex < 1 
-—2 sex =4 
x*—-1 sel<x 
x? —-9 sex<3 
62. f(x) =45 sex =3 
9-—-x? se3<x 


136 


Limites e Continuidade 


Nos Exercícios de 63 a 68, defina fo g e determine os números 
nos quais fog é contínua. 


63. fl) = x; go)=25 — x? 
64. fo) = Vx; go)=x?— 25 
x! — 4 

: 90º) = |x] 


3 — x 
66. f(x) = x + |; 90) = pie 
x—3 
67. fo)=sgnx; gx)=x?— 1 
68. fO)=sgnx; g(x)=x? — x 


65. f(x) = 


Nos Exercícios de 69 a 72, determine o maior intervalo (ou união 
de intervalos) no qual a função fog do exercício indicado seja 
continua. 


69. Exercício 63. 
71. Exercício 65. 


70. Exercício 64. 
72. Exercício 66. 


Nos Exercícios 73 e 74, determine o maior intervalo (ou união 
de intervalos) no qual a função seja contínua. 


—x— 6 sex< —4 
73. fo)=(V16—- x? se-4<xx<4 
x— 6 se4 «x 
9 — x? 
74. = — 
fo) x+2 


Nos Exercícios de 75 a 78, prove que a função é descontínua no 
número a. Então, determine se a descontinuidade é removível 
ou essencial. Se for removível, redefina J(a) de forma a remover 
a descontinuidade. 


x? +2x—8 
75. a (a = —4 
fog) E RT da 
4—-x? sex<1 
76. = a= 
Th) VR pipe 
[2x — 1| 1 
Eds ="——— : q =— 
fo) e O 
Desa 
its E ao 
x 


Nos Exercícios 79 e 80, use o teorema do 
terminar o limite. 


l 
79. lim K — 1)? sen 
x — 1 


x>1 


“sanduiche” para de- 





80. tim g(x) selg(x) + 5| < 34 — x)? para todo x 
x—4 ' 


Nos Exercícios 81 e 82, ache os valores das constantes a e b que 
tornam continua a função f em (- co, +00) e faça um esboço 
do gráfico de f. 
| 2x + 1 sex «3 
81. fO)=(ax+b se3<x<s 
x2+2 se5<x 


3x + 6a sex< —3 
82. f(x)=4 3ax— 7b se- 3 <x<3 
x— 12b se3<x 


83. Seja f a função definida por 


1! se x for inteiro 
fO) = á e 
O se x não for inteiro 


(a) Faça um esboço do gráfico de f. (b) Para quais valores 
de a existe lim f(9)? (c) Em quais números f é contínua? 
84. Faça um esboço do gráfico de uma função f que satisfaça as 
seguintes condições: fé contínua em (— co, — 2), [— 2, 1], [1, 3), 
e (3, + 00); lim fQ) = 0; lim /09) = +00; lim IO) =0 

X—s — x — — X— — L+ 


lim FO) = —3; lim fo) = —00; lim fo) = 2; 
lim SO) = 4; lim 10) = —1; lim f09) = 0. 


85. Trace um esboço do gráfico de f se f(x) = [1 -x?]e 
—2<x<2.(a)0 lim f() existe? (b) f é contínua em 02 


86. Trace um esboço do gráfico de g se g(x) = (x — 1x] e 
O<x<2.(a)0 lim g(x) existe? (b) g é continua em 12 


87. Dê um exemplo de uma função para a qual lim |S09)| existe, 
X— 
mas lim f(x) não existe. 
XxX — 


88. Se a função g for contínua em a e f for contínua em g(a), 
a função composta fog será contínua em a? Por quê? 


Nos Exercícios 89 e 90, são dados uma função f e um intervalo 
fechado [a, b]. Verifique se o teorema do valor intermediário 
é aplicável para o valor dado de k e ache um número c tal que 
f(c) = k. Faça um esboço da curva e da reta y = k. 


89. flx)=x)+3; [a,b] = [2,4]; k = 10 
90. f(x)= —V16—- x?; [a, b]= [0,4], k= —1 


91. (a) Prove que se lim f(x + h) = f(), então 
lim f(x + h) = lim f(x — h) 
h>0 h>0 


(b) Mostre que o inverso do teorema em (2) não é ver- 
dadeiro, dando exemplo de uma função para a qual 
lim fo + h) = lim fe — h), mas lim fe + h) = f(x). 


92. Dê exemplo de uma função f que seja descontínua em 1, 
para a qual (a) lim f(x) existe, mas /(1) não existe; (b) f(1) 


existe, mas f(x) não existe; (c) lim f09) e f(1) ambos existem, 
XE =+ 


mas não são iguais. 

93. Se o domínio de f for o conjunto de todos os números reais 
e se f for contínua em 0, prove que se f(a + b) = f(a) + f(b) 
para todo a e b, então f será continua em todo número. 

94. Se o domínio de f for o conjunto de todos os números reais 
e se f for contínua em 0, prove que se f(a + Db) = f(a) - 
f(b) para todo a e b, então f será contínua em todo número. 


Exercícios de Revisão do Capítulo 2 


Os Exercícios de 95 a 98 referem-se à Secção Suplementar 2.9. 
Nos Exercícios 95 e 96, use os Teoremas de 2.7.1 a 2.9.1, mas 
não o Teorema 9 (o limite de um quociente), para ericontrar o 
limite. 





GE qm 
x> — 1 3 — 
5x — 3 


lim —>——— 
2º Ea AS 


Nos Exercícios 97 e 98, use os Teoremas 2.7.1 e 2.6.5, mas não 
o Teorema 10 (o limite da enésima raiz), para encontrar o limite. 


97. lim 2x2 59 98. lim 3/7— 5x 


x>3 x —4 
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Os Exercicios 99 e 100 referem-se à Secção Suplementar 2.10. 
o 4x — 9 
99. Dada f(x) = CE IR 
(b) verifique o Teorema 2.10.2 para a função f, encontran- 
do um intervalo aberto contendo — > tal que f(x) < O para 
todo x = — no intervalo. | 


- (a) Mostre que lim f() <0, 


100. Dada f(x) = == -. 


lim f0O) > 0. (b) Ache todos os intervalos abertos (a, b) 





(a) Determine os valores de k tais que 


contendo um valor de Kk que satisfaça a parte (a) tal que 
f(x) > O para todo x = k em (a, b). (c) Faça um esboço 
do gráfico de f e mostre no gráfico a interpretação geomé- 
trica dos resultados das partes (a) e (b). 


NS 





| | ção geométrica como a inclinação de uma reta tangente a uma curva. Uma fun- 

A ção que tenha uma derivada será denominada derivável, e na Secção 3.2 discu- 

- tiremos a relação entre diferenciabilidade e continuidade. A derivada é calcula- 

3) da pela operação de derivação e os teoremas que auxiliam o cálculo de funções 
algébricas são enunciados e provados na Secção 3.3. 

Na Secção 3.4 interpretamos a derivada como uma taxa de variação. Essa 

interpretação mostra a sua importância em diversos campos. Por exemplo, em 

Física, a velocidade no movimento retilineo é definida em termos de uma deri- 

vada, pois é a medida da taxa de variação da distância com relação ao tempo. 

A taxa de crescimento de bactérias é uma aplicação da derivada em Biologia. 


Introduzimos a derivada na Secção 3.1, considerando primeiro sua interpreta- 7 


ri a a a E 





| 
E 





seia q: - . - . or rem = de Cepeqee 
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A taxa de variação de uma reação química é um tópico de interesse para um 
químico. Os economistas estão preocupados com conceitos marginais tais co- 
mo a receita marginal. o custo marginal e o lucro marginal, que são taxas de 
variação. 

A derivação de funções trigonométricas será discutida na Secção 3.5, e na 
Secção 3.6 estabeleceremos e provaremos a regra da cadeia, um recurso pode- 
roso que usaremos para derivar funções compostas. Aplicamos a regra da ca- 
deia na Secção 3.7 para obter a fórmula da qual resulta a derivada da função 
potência para expoentes racionais; na Secção 3.8, para derivar funções defini- 
das implicitamente; e na Secção 3.9, para resolver problemas envolvendo taxas 
relacionadas. Derivadas de ordem superior e suas aplicações, em Física, ao mo- 
vimento retilíneo serão tratadas na Secção 3.10. 








3.1 ARETA TANGENTE Muitos dos problemas importantes de Cálculo envolvem a determinação da re- 


FIGURA 1 


FIGURA 2 


Ce 


E À DERIVADA 


Q 


é (xi f(x1)) 


A Qro, f(x,)) 





FIGURA 3 


ta tangente a uma curva dada, em um determinado ponto dela. Para uma cir- 
cunferência, sabemos da Geometria Plana que a reta tangente em um ponto 
seu é a reta que tem com ela um único ponto comum. Essa definição não é váli- 
da para uma curva em geral. Por exemplo, na Figura 1 a reta que queremos 
que seja a tangente à curva no ponto P intercepta a curva em outro ponto Q. 
Para chegar a uma definição adequada de reta tangente ao gráfico de uma fun- 
ção em um de seus pontos, começamos pensando em definir a inclinação da 
reta tangente no ponto. Então, a tangente é determinada por sua inclinação e 
pelo ponto de tangência. 

Consideremos a função f contínua em x,. Queremos definir a inclinação da 
reta tangente ao gráfico de fem P(x,, f(x,)). Seja 7 o intervalo aberto que con- 
tém x, e no qual f está definida. Seja Q(x,, f(x,)) outro ponto do gráfico de 
7, tal que x, também esteja em 7. Tracemos uma reta através de P e Q. Qual- 
quer reta que passe por dois pontos de uma curva é chamada de reta secante, 
assim, a reta através de P e Q é uma reta secante. A Figura 2 mostra retas se- 
cantes para vários valores de x,. A Figura 3 mostra uma determinada reta se- 
cante, onde Q está à direita de P. No entanto Q pode estar de qualquer lado 
de P, conforme mostra à Figura 2. 

Vamos denotar a diferença entre as abscissas de Q e de P por Ax (lemos “delta 
x”), assim 


Observe que Ax denota uma variação nos valores de x, quando ele muda de 
x, para x, e pode ser positiva ou negativa. Essa variação é chamada de incre- 
mento de x. Tome cuidado com o símbolo Ax, para o incremento de x; ele não 
deve ser interpretado como o “produto de A por x”. 

Retornando à reta secante PQ da Figura 3, sua inclinação é dada por 


f(x) — f(x4) 


Po Ax 


desde que a reta PQ não seja vertical. Como x, = x, + Ax, a inclinação de 
PQ pode ser escrita como 


SO + 49) — fl) 
nç= ax 
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Vamos agora considerar o ponto P como fixo e o ponto Q como móvel, ao 
longo da curva em direção a P, isto é, Q tende à P. Isto equivale a dizer que 
Ax tende a zero. Quando isso ocorre, a reta.secante gira em torno do ponto 
fixo P. Se a reta secante tiver uma posição limite desejaremos essa posição limi- 
te como sendo a da reta tangente ao gráfico f em P. Assim, queremos que a 
inclinação da reta tangente ao gráfico em P seja o limite de mpo quando Ax 


tende a zero, se esse limite existir. Se lim mpo for + co ou —oo, então, à me- 
Ax > 0 


dida que Ax tende a zero, a reta PQ aproxima-se da reta por P, que é paralela 
ao eixo y. Nesse caso, queremos que a reta tangente ao gráfico em P seja a reta 
x = x,. Toda essa discussão leva-nos à seguinte definição: 


Suponhamos que a função f seja contínua em x,. A reta Astangente ao gráfico 
de f no ponto P(x,, f(x,)) é 


(i) a reta por P tendo inclinação m(x,), dada por 


- tm f06 + AN — IO) 
RE Pp Ax 


se o limite existir; 
(1) a reta x = x, se 


lim SO + AX) — SO) + co ou — 00 
Ax>0* a A x a 


ÃtS ge Ax) — Hx 


) for +00 ou — oo 


Se nem (i) nem (ii) da Definição 3.1.1 forem verdadeiras, então não existirá 
reta tangente ao gráfico de f, no ponto P(x,, f(x). 


EXEMPLO 1 Dada a parábola y = x”, ache a inclinação da reta secante, nos 
quesitos de (a) até (c) pelos dois pontos: (a) (2, 4), (3, 9); (b) (2, 4), (2,1, 4,41); 
(c) (2, 4), (2,01, 4,0401). (d) Ache a inclinação da reta tangente à parábola no 
ponto (2, 4). (e) Faça um esboço do gráfico e mostre um segmento da reta tan- 
gente em (2, 4). 


Solução Sejam m,, m, e m, as inclinações das retas secantes em (a), (b) 
e (c), respectivamente. 


9-4 441 - 4 40401 — 4 
= ——— b = Ns Cc Me = "0"... 
O) m=;05 0 m 21-2 (e) 201 — 2 
= | 0,41 - 0,0401 
01º | 0,01 


= 441 = 4,01 
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(d) Seja f(x) = x?. De (1) temos 
pós Tim fQ + Ax) — f(2) 





Ax>0 Ax 
A Dus, 4 é 
ia ss 
Ax>0 Ax 
o 4+4Ax+(Ax) — 4 
= lim = "e 
Ax>0 Ax 
| - 4Ax+(Ax) 
o q = lm ——————+— 
Ax>0 Ax 
= lim (4 + Ax) 
Ax>0 
= 4 
O x (e) A Figura 4 mostra um esboço do gráfico e um segmento da reta tangente 
FIGURA 4 em (2 0). 
EXEMPLO 2 ' Ache a inclinação da reta tangente ao gráfico da função defini- 
da por y = x* — 3x + 4 no ponto (x,, »)). 
Solução 
fx) = x1* — 3x, + 4— 
f(x, + Ax) = (x, + Ax)P — Hx, + A) + 4 
De (1), 
Tabela 1 m(x,) a lim f(x, EE Ax) — f(x1) 
Ax>0 Ax 
X y m 
O 43 = fa dO So oO Cad) 
: | E ; Ê Ax— O Ax | 
a Cm PIE AX + Ie (AX)? + (A) — 3x, — 3 Ax 4 3 43x, — 4 
Cs O DO O Sa CO = 
E ps 3x,? Ax + 3x, (Ax)? + (Ax)? —3 Ax 
Ax> 0 Ax 


Como Ax = 0, podemos dividir o numerador e o denominador por Axe obter 


m(x,) = a. Bx,” + 3x, Ax + (Ax)? — 3] 


m(x1) = 3x1? — 3 (2) 


Para fazer um esboço do gráfico da função do Exemplo 2, colocamos pontos 
no gráfico e um segmento da reta tangente em alguns deles. Os valores de x 
são tomados arbitrariamente e o valor funcional correspondente é calculado pela 
equação dada, o valor de m é calculado de (2). Os resultados são apresentados 
FIGURA 5 na Tabela 1 e um esboço do gráfico aparece na Figura 5. É importante determi- 
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FIGURA 6 
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3.1.3 DEFINIÇÃO 
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nar os pontos onde o gráfico possui tangente horizontal. Como uma reta hori- 
zontal possui inclinação zero, esses pontos são encontrados ao resolvermos 
em x, à equação m(x,)) = O. Fazendo os cálculos para esse exemplo temos 
3x2 — 3 = 0, resultando x, = 1. Assim sendo, nos pontos com abscissas 
— le 1a reta tangente é paralela ao eixo x. 


EXEMPLO 3 Ache uma equação da reta tangente à curva do Exemplo 2 no 

ponto (2, 6). 

Solução Como a inclinação da reta tangente em qualquer ponto (x,, Y,) é 
m(x,) = 3x," — 3 


a inclinação da reta tangente no ponto (2, 6) é m(2) = 9. Logo, uma equação 
da reta pedida na forma ponto-inclinação é 


vy— 6=9x — 2) 
9x — y— 12=0 


“Aíreta normal a um gráfico em um dado ponto é areta perpendicular à reta 





tangente naquele ponto. 


Db ILUSTRAÇÃO 1 A reta normal ao gráfico do Exemplo 2 no ponto (2, 6) é 
perpendicular à reta tangente naquele ponto. Do exemplo 3, a inclinação da 
reta tangente em (2, 6) é 9. Portanto, a inclinação da reta normal a (2, 6) é 
— +, € uma equação dessa reta normal é 


y-6=-Hx—2) 
Oy —-54= —x+2 
x+9y — 56 =0 
A Figura 6 mostra o gráfico e as retas tangente e normal em (2, 6). 4 


O tipo de limite em (1) usado para definir a inclinação da reta tangente é um 
dos mais importantes em Cálculo. 


A derivada de uma função f é a função denotada por f”, tal que seu valor em 
qualquer número x do domínio de f seja dado por 


fç) = lim So + Ax) — 09: (3) 


Ax>0 A x 





se esse limite existir. 


Se x, for um determinado número no domínio de f, então 


e (4) 





fw)= lim SO + AM — fe) 


Ax>0 


3.1 A Reta Tangente e a Derivada 143 


Se esse limite existir. Comparando as fórmulas (1) e (4), note que a inclinação 
da reta tangente ao gráfico de y = f(x) no ponto (x,, f(x,)) é precisamente a 
derivada de f calculada em x,. 


EXEMPLO 4 Ache a derivada de f se 
f(x) = 3x2 + 12 


Solução Se x for qualquer número do domínio de f, então de (3), 


mn o Hx + Ax) — fO) 
Pei = ao 
- [DB(x+Ax) + 12]— (Ox? + 12) 
= lim =——...>.. A 
Ax—O Ax 


3x + 6xAx+ MAx)? + 12 — 3x? — 12 
=lm——— ww ———————— 
Ax>0 Ax 


- 6x Ax + XAx) 
= lim —— O 
Ax>0 Ax 


lim (6x + 3 Ax) 


Ax>0 


= 6x 


Logo, a derivada de f é a função f”, definida por f'(x) = 6x. O domínio de 
f" é o conjunto de todos os números reais, sendo igual ao domínio de f. 


Considere agora a fórmula (4), que é 


fl + Ax) — flxs) 


fo) = lim 
Ax>O 


Ax 
Nessa fórmula seja 
xXx + Ax = x (5) 
Então | 
“Ax> 0 é equivalente axo x. (6) 


De (4), (5) e (6) obtemos a seguinte fórmula para f'(x,): 


10) — fem 


E Aa É 


(7) 





fi) = lim 
X > 


se O limite existir. A fórmula (7) é uma alternativa para (4) no cálculo de f'(x,). 


EXEMPLO 5 Para a função f do Exemplo 4, ache a derivada de f em 2 de 
três maneiras: (a) Aplicando a fórmula (4); (b) aplicando a fórmula (7); (c) subs-' 
tituindo 2 por x na expressão de f'(x) no Exemplo 4. 
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Solução 
(a) f(x) = 3x? + 12. Da fórmula (4), 


paso o egõns DE A) PD) 
fQ) = dm RR ae 


pr BL + 4x? + 12] (32)? + 12] 


Ax—> O Ax 
— N+I2Ax+HAx)2 +12- 12-12 
=lmr———————— [ll 
Ax>0 Ax 
 NAx+ XAx? 
= lim —-——————— 
Ax—+0 Ax 
= lim (12 + 3 Ax) 
Ax>0 
= 12 


(b) Da fórmula (7), 


no = tim ÍN-LO 
x>2 X — 2 
— (3x +12)-24 
= lim -———————— 
x>2 É Aros 2 
is 3x? — 12 
E x>2 0 X— 2 
= 3 lim (x — Dx + 2) 
x>2 X — 2 


= 3 lim (x + 2) 
x—2 
=120 
(c) Como, do Exemplo 4, f(x) = 6x, então f (2) = 12. 


O uso do símbolo f” para a derivada da função f foi introduzido pelo mate- 


“mático francês Joseph Louis Lagrange (1736-1813), no século dezoito. Essa no- 


tação indica que a função f” é derivada da função fe seu valor em x é f(x). 
Se (x, )) for um ponto do gráfico de f, então y = f(x) e y' também será usa- 


“do como notação para a derivada de f(x). Com a função f definida pela equa- 


ção y = f(x), podemos expressar 


Ad E NO = | | oq (8) 


onde Ay é chamado de incremento de y e denota a variação no valor da função 


quando x varia de Ax. Usando (8) e escrevendo a em lugar de f'(x), a fór- 


mula (3) torna-se 


dy o À Ay 
“dx TM Ax 


3.1 A Reta Tangente e a Derivada | 145 


O símbolo a como notação para a derivada foi introduzido pelo matemático | 
alemão Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716). No século dezessete Leibniz e 
Sir Isaac Newton (1642-1727), trabalhando independentemente, introduziram 
quase ao mesmo tempo o conceito de derivada. É provável que Leibniz consi- 
derasse dx e dy como pequenas variações nas variáveis x e y e a derivada de 
» em relação a x como a razão de dy por dx quando dy e dx tornam-se peque- 
nos. O conceito de Limite como concebemos atualmente não era conhecido por 
Leibniz. 

Na notação de Lagrange, o valor da derivada em x = x, é indicado por 
A Qro). Com a notação de Leibniz escreveríamos 


dy 
dx X=X14 


Você deve se lembrar que enquanto Ea foi usado como notação para deri- 


vada, dy e dx não tiveram, neste livro, significado independente, embora mais 
a 

* dx 

bolo para a derivada e não deve ser considerado como uma razão. Na verdade, 


adiante eles serão definidos em separado. Assim, por enquanto é um sim- 


d mA : a 
Ea pode ser considerado como um operador (um símbolo para a operação de 


cálculo da derivada) e quando escrevemos a isto significa e ()), ou seja, 


a derivada de y em relação a x. 





EXEMPLO 6 Ache EA se 


dx 
=yx—3 
Solução Temos y = f(x), onde f(x) = Jx-— 3. 
dy o Ay 
dx am Ax 


fim 1X + 40) — fog 


Ax—0 Ax 
m VX + = — 3 — vx + Ax—3 - Vx—3 — 
pa 


Para avaliar esse limite, racionalizamos o numerador. 


dy m (VX+ Ax— — Vx— 3x + Ax—-3 + V/x—3) 
dx Pr Axtyx+ Ax—3 + Vx—3) | 
mm K+Ax-3-(x—3) 

4x0 Ax(V/x + Ax — 3 + x — 3) 

Ax 

ME ESET ER 
4x>0 Ax(/x + Ax — 3 + x — 3) 
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O numerador e o denominador são divididos por A x (desde que Ax x 0) para 
obter 


dy 1 
dx axodx+Ax—-3+Vyx—3 
1 


2/x—3 
Duas outras notações para a derivada de uma função f são 


Str] e DANO] 


Cada uma dessas notações permite-nos indicar a função original na expressão 
para a derivada. Por exemplo, podemos escrever o resultado do Exemplo 6 


d 1 l 
fraco O RAE e RD sa fo eta ua 
x x - ) 2/xX—3 ou DAN x 3) 2. )x— 3 








EXEMPLO 7 Calcule 


d 2+x 
dx 13 — x 








Solução ' Queremos encontrar a derivada de f(x) onde f(x) = quo Assim, 
d (24%) qm fl + AM) — fo) | 
dx 13 — x) axo Ax 


2+x+Ax 2+x 
3—-x— Ax 3-x 





lim 


Ax-0 Ax 
- tim CDC +X+AM-C+OE-x— Am) 
4250 Ax(3 — x — Ax)(3 — x) 
DO (di SS 
> AO Ax(3 — x — Ax)(3 — x) 
— axo Ax(3 — x — Ax)(3 — x) 
amo(3-x— AX(3— x) 
1 
2 QG-x 





Naturalmente, se a função e as variáveis forem denotadas por outras letras 
que não f, x e y, as notações para derivada incorporarão essas letras. Por exem- 
plo, se a função g estiver definida pela equação s = g(t), então a derivada de 
g poderá ser indicada em cada uma das seguintes formas: 


do SP SO) Dido) 


Exercícios 3.1 
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EXERCÍCIOS 3.1 

Nos Exercícios de 1 a 6, ache a inclinação da reta tangente ao 
gráfico no ponto (x,, y)). Faça uma tabela de valores de x, y e 
m no intervalo fechado fa, bJ e inclua na tabela todos os pontos 
onde o gráfico tem uma tangente horizontal. Faça um esboço 
do gráfico e mostre um segmento da reta tangente em cada pon- 
to colocado no gráfico. 


«y=9-x![a,b]=[-3,3] 
«y=x+4 [a,b]=[-2,2] 
«y=-2xº+4x [,b]=[—1,3] 
y=x]— 6x+9; [a,b] = [1,5] 
eyJ=x+1;[a,b]=[-2,2] 
«y=1-x*:[a,b]=[-2,2] 


O (td Se O À im 


Nos Exercícios de 7 a 12, ache a inclinação da reta tangente ao 
gráfico no ponto (x,, y;). Faça uma tabela dos valores de x, y 
em nos vários pontos do gráfico e inclua na tabela todos os pon- 
tos onde o gráfico tem uma tangente horizontal. Faça um esbo- 
“o do gráfico. 


7 fl)=3x2— 12x +48 
9. fo)=V4— x 
HM. fig)=x)—-6x2+9x—2 


8. fo)=7— 6x — x? 
10. f(x)=vx+1 


2. fo)=x]—-x]-x+ 10 


Nos Exercícios de 13 a 20, ache uma equação da reta tangente 
à curva dada, no ponto indicado. Faça um esboço da curva com 
a reta tangente e a reta normal. 


13. y=x])—4x—5;(—2,7) 
15. À axº; (4, 8) 


14. y=x]-x+2:(2,4) 
16. y=x?+2x+ 1:(1,4) 


6 
17. y=—:(3,2) 18. y=2x— x); (—2,4) 
X 


8 
19. y = x* — 4x; (0,0) 20. y= ——=; (4, —4) 
X 


E: 


21. Ache uma equação da reta tangente à curva y = 2x? + 3 
que é paralela à reta 8x — y + 3 =0. 

22. Ache uma equação da reta tangente à curva y = 3x? — 4 
que é paralela à reta 3x +y = 4. 

23. Ache uma equação da reta tangente à curva y = 2 — Lx? 
que é perpendicular à reta x — y = 0. 

24. Ache uma equação de cada reta tangente à curva 
y = x* — 3x que é perpendicular à reta 2x + 18y — 9 = 0, 


Nos Exercícios de 25 a 30, ache f'(x) aplicando a fórmula (3). 
25. f)=7x+3 26. f)=8-5x 
27. Sl) = —4 28. f(x) = 3x2 44 
29. f(x)=4— 2x? 30. f(x) =3xº —-2x+1 
Nos Exercícios de 31 a 38, ache a derivada indicada. 
d d d 
31. — (8 — x? 32. — (xº .— 
a 8 — x?) 0) 33. — (x) 


l d /2x+3 | 
34. D E e E 1] 
d E ) 35 e 36. DAv3x + 5) 


3x — 2 








l 3 
.D O si . 
no(s) so(Ã) 


39. Dada: f(x) = x?. (a) Use uma calculadora para tabular va- 
AE tas AO quando Ax é 1, 0,5, 0,1, 0,01, 
x 

0,001 e Ax é —1, —-0,5, —0,1, —0,01, —0,001. A que 

!O + Ax) — 10) 

aiii DES di p 
Ax 

de 0? (b) Ache f'(3) aplicando a fórmula (4). (c) Use uma 


calculadora para tabular valores de A AS quando 
FR 


lores de 


arece tender quando Ax aproxima-se 


x é 4, 3,5, 3,1, 3,01, 3,001 e x é 2, 2,5, 2,9, 2,99, 2,999. A 
ai SOTO) 
x-—3 

de 3? (d) Ache f'(3) aplicando a fórmula (7). | 
40. Dada: f(x) = xº. (a) Use uma calculadora para tabular va- 
Mt aÃ quando Ax é 1, 0,5, 0,1, 0,01, 

x 
0,001 e Axé —1, —0,5, —0,1, —0,01, —0,001. A que 
fQ + AX — fQ) 
Ax 

de zero? (b) Encontre /' (2) aplicando a fórmula (4). (c) Use 
f 


uma calculadora para tabular valores de HO HO quan- 
x 


parece estar tendendo quando x aproxima-se 


lores de 


parece tender quando Ax aproxima-se 


do x é 3, 2,5, 2,1, 2,01, 2,001 e x é 1, 1,5, 1,9, 1,99, 1,999. 


A que A) He parece tender quando x aproxima-se 
E 


de 2? (d) Ache f'(2) aplicando a fórmula (7). 


“41. Dada: f(x) = x — 3. (a) Use uma calculadora para tabular 


AURA AA TE JAM quando Axé 1, 0,5,0,1,0,01, 
x 
0,001 e Ax é —1, —0,5, —0,1, —0,01, —0,001. A que 
JO + AX) — HO) 
| Ax 
de zero? (b) Encontre f'(7) aplicando a fórmula (4). (c) Use 


f 


uma calculadora para tabular valores de Lo MO quan- 
x 


valores de 


parece tender quando Ax aproxima-se 


do x é 8, 7,5, 7,1, 7,01, 7,001 e x € 6, 6,5, 6,9, 6,99, 6,999. 
IO) — H7) 
X = 7 


À que parece tender quando x aproxima-se 


de 7? (d) Encontre f' (7) aplicando a fórmula (7). 
10 


42. Dada: f(x) = —* (a) Use uma calculadora para tabular 
x 
valores de AO + o dO quando Axé 1,0,5,0,1,0,01, 
x 


0,001 e Ax é —1, —0,5, —0,1, —0,01, —0,001. A que 
IG + A) — f65) 
Ax 
de zero? (b) Ache f' (5) aplicando a fórmula (4). (c) Use uma 


calculadora para tabular valores de ANO quando x é 
X — 


parece tender quando A x aproxima-se 
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6, 5,5, 5,1, 5,01, 5,001 e quando x é 4, 4,5, 4,9, 4,99, 4,999. 57.Se g é contínua em a e f(x) = (x — a)g(x), ache f'(a). 
(Sugestão: use a fórmula (7)). 


A que £0) — SO) parece tender quando x aproxima-se de 5? 
ii x-— 5 E ici did 58. Se g é contínua em a e f(x) = (x? — a)g(x), ache f'(a). 
(d) Encontre f(5) aplicando a fórmula (7). (Sugestão: use a fórmula (7)). 
59. Prove que não há reta que passe pelo ponto (1, 5) e seja tan- 
Nos Exercícios de 43 a 46, ache f'(a) RREO a fórmula (4). gente à curva y = 4x2. 
60. Prove que não há reta que passe pelo ponto (1, 2) e seja tan- 
43. fK)=4-x;;a=5 44. fo)=—;a=2 gente à curva y = 4 — x2. 
61. Se 
45. d=Sia=4 46. f(x EE , “f 
fo) f0) = is rw= lim LE+ ADS 
Ax+>0 AX 


Nos Exercíci 4 la (7). 
os Exercícios de 47 a 50, ache f'(a) aplicando a fórmula (7) PR AO ENTE RR RO 


4. fo)=2-x*,a=-—2 48 fo)=x-x44;a=4  62.Use a fórmula do Exercício 61 para encontrar f” (x) se 
] JO) = a/x. 

49. (x)=——=;a=3 50. (x)=vV1+9x;a=7 , 

Dx + 3 63. Se f'(a) existe, prove que 


fla + Ax) — Fa — Ax) 








Fá — hi 
Nos Exercícios de 51 a 56, ache Se Ta) A SARA 2 Ax 
4 (Sugestão: 

51. y= Me + 3x 52. y= 3X 5 53. y=v2— 7x fa+r+s)-Ffa-Ay)=fa+ Ax) — fla) + fla) — fa — AX).) 
64. Seja f uma função cujo domínio seja o conjunto de todos 
l l os números reais e f(a + b) = f(a) - f(b) para todo a e b 
54. e 55. ue 56. =—"—— + 
é lx —1 d x d 3x já Além disso, suponha que f(0) = 1 e f(0) exista. Prove que 


f(x) existe para todo x e que f (0) = f(0) - 1). 


3.2 DERIVABILIDADE O processo de cálculo da derivada é chamada de derivação. Assim, a deriva- 
E CONTINUIDADE ção é a operação de derivar uma função f' de uma função f. 
Se uma função possui uma derivada em x,, a função será derivável em x,. 
Isto é, a função f será derivável em x, se f(x,) existir. Uma função será deri- 
vável em um intervalo aberto se ela for derivável em todo número no intervalo 
aberto. 


b ILUSTRAÇÃO 1 No Exemplo 4 da Secção 3.1, f(x) = 3x? + 22ef'() = 
Como o domínio de f é o conjunto de todos os números reais, e 6x existe se 
x for um número real qualquer, f é uma função derivável. q 


> ILUSTRAÇÃO 2 Seja g a função definida por g(x) = x — 3. O domínio 
de g é [3, + 0). Do resultado do Exemplo 6 da Secção 3.1, 


J0)=>" 
ZA K=—3 
Como 9'(3) não existe, g não é derivável, em 3. No entanto, g é derivável em 


qualquer outro número em seu domínio. Portanto, g será derivável-no interva- 
lo aberto [3, + 00). «4 


Iniciaremos uma discussão sobre derivabilidade e continuidade com o exemplo 
a seguir. 
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EXEMPLO 1 Seja 
fo) = 1º 
(a) Ache f” (x). (b) Mostre que f' (0) não existe, mesmo que f seja contínua nesse 
número. (c) Faça um esboço do gráfico de f. 
Solução 
(a) Da Definição 3.1.1 
(x + Ax)l3 — 1/3 

fo)= hi ee (1) 

Ax-—+0 X 


Racionalizemos o numerador para obter um fator comum Ax no numera- 
dor e no denominador; disto resulta 


f(x) = lim [O + 4x)! — xfx + AxP22 + (x + Ax)b3xi3 4x2] 
di Ax[(x + Ax)2 + (x + Ax)tBxi 4 2/3] 
la (x + Ax) — x 
axo Axl(x + AE + (x + Ax)BxiB + x22] 
Í 
O SAE SEI AIEA E 
ax>0 (x + Ax)?! + (x + Ax) 3d! + x? 
l 
“528 px AD 4 2 
1 
— 3x2 


(b) Observe que ET] não é definido em x = 0. Se (1) for nsaao para cal- 
cular f'(0), temos 

lim (0 + Axl! — 08 = lim NEC 
Ax>0 Ax Ax>0 o (Ax)?? 


e esse limite não existe. Então, f não é derivável em zero. No entanto, a 
função f é contínua em 0, pois 


lim f(x) = lim x! 





x>0 x>0 
= f0) 
FIGURA 1 (c) Um esboço do gráfico de f está na Figura 1. 





D ILUSTRAÇÃO 3 Para a função f do Exemplo 1, como 


FO+FAJ-HO) 1 
Pi Ax es EE 
= +00 


da Definição 3.1.1 (ii) segue que a reta x = O é a reta tangente ao gráfico de A 
na origem. « 


150 


FIGURA 2 


3.2.1 TEOREMA 


A Derivada e a Derivação 


Do Exemplo 1 e da Ilustração 3, a função definida por f(x) = x! tem as 
seguintes propriedades: 


1. fé contínua em zero. 
2. f não é derivável em zero. 
3. O gráfico de f tem uma reta tangente vertical no ponto onde x é zero. 


Na ilustração a seguir temos outra função que é contínua mas não derivável 
em zero. O gráfico dessa função não tem uma reta tangente no ponto onde x 
é Zero. 


> ILUSTRAÇÃO 4 Seja f a função valor absoluto definida por 
f(x) = |x| 


Um esboço do gráfico dessa função está na Figura 2. Da fórmula (4) da Secção 
3.1, 


no = tim LOLA 10 


Ax> O Ax 


se O limite existir. Como f(0 + Ax) = |Ax| ef(0) = 0, 


Ax) — f(O A 
Aus at A RR 
Ax> O Ax Ax—>0 Ax 
Como |Ax| = AxseAx > 0e |Ax| = —Axse Ax< 0, consideramos limites 
laterais em O: 
md q foda dnco 
im +—— = —— + = —— 
ax>0+ AX ax>0+ ÀX ax>0- AX  ax-0- AX 
= lim 1 = lim (—1) 
Ax—>0* Ax> 0” 
ss] | 
Como lim Jáx| * lim Axo segue que o limite bilateral lim JAx| 
Ax>0t AX Ax-0— ÀxX Ax+0 X 


não existe. Logo, f'(0) não existe e assim f não é derivável em 0. 
Como a Definição 3.1.1 não é satisfeita quando x = 0, não existe reta tan- 
gente na origem para o gráfico da função valor absoluto. «4 


Como as funções da Ilustração 4 e do Exemplo 1 são contínuas em um núme- 
ro, porém não deriváveis nele, podemos concluir que o fato de ser uma função 
continua num número não implica que ela seja derivável naquele número. Mas 
o fato de a função ser derivável implica a continuidade, o que é assegurado pe- 
lo teorema a seguir. 


Se uma função f for derivável em x,, então f será continua em x,. 


Prova Para provar que f é contínua em x, precisamos mostrar que as três con- 
dições da Definição 2.6.1 são satisfeitas. Isto é, precisamos mostrar que 
(1) F(x,) existe; (11) lim f(x) existe e (iii) lim fc) = f(x). 

X X| X — nd] 
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Por hipótese, f é derivável em x,. Logo f'(x,) existe. Como pela fórmula (7) 
da Secção 3.1 


f(x) = lim FO) — F(x,) 


X>x1 X — X4 


f(x,) precisa existir, pois caso contrário o limite acima não terá sentido. Lo- 
go, a condição (1) é verdadeira em x,. Consideremos agora 


lim [f(9 — f650] 


Podemos escrever 


“Jim [69 flo) = lim K E 2) 


XXI 


SO) — Teu | 


X ir X1 
Como 


lim (x-x)=0 e lim 10) 


Xx>x1 X>X1 e X1 


= f(x) 


aplicando o teorema de limite de um produto (Teorema 2.2.6) ao segundo mem- 
bro de (2), obtemos 






| 
lim [f69) — S6)] = lim (e — 5): lim dis Ee = 
“016 
Ê (c, f (0) = 0 
| Então, 
ms” ” lim 6) = lim [69 — fe) + 16] 


lim [f69 — le] + lim f(x) 
0 + f(x) 


que resulta 


lim f0) = f(x4) 


XX1 


É (c, f(0)) 






Dessa igualdade segue que as condições (ii) e (iii) para a continuidade de f em 
c x, são satisfeitas. Logo, o teorema está provado. E. 

FIGURA 4 Ce 

Uma função f pode deixar de ser derivável em um número c por uma das 


(c, f (0) seguintes razões: 





1. A função f é descontínua em c. Isto decorre do Teorema 3.2.1. Veja na 
Figura 3 um esboço do gráfico de tal função. 

2. A função fé continua em ce o gráfico de f tem uma reta tangente vertical 
no ponto onde x = c. Veja na Figura 4 um esboço do gráfico de uma fun- 
ção com essa caracteristica. Tal situação também ocorre no Exemplo 1. 

| 3. A função f é contínua em c e o gráfico de f não tem uma reta tangente 

FIGURA E no ponto x = c. Veja na Figura 5 um esboço do gráfico de uma função 


a E SRS 


o 
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FIGURA 6 


3.2.2 DEFINIÇÃO 


3.2.3 DEFINIÇÃO 


À Derivada e a Derivação 


satisfazendo essa condição. Observe que existe um “*bico”” no gráfico em 
x = c. Na Ilustração 1 há outro exemplo de tal função. 


Antes de dar outros exemplos de funções que são contínuas em um número, 
porém não deriváveis nele, vamos introduzir o conceito de derivada lateral. 





Se a função f for definida em x,, então a derivada à direita de fem x,, deno- 
tada por f',(x,), será definida por | 


fe) = Jim, Hon + fm) — Loo) 


PER Eu x) - lim fO) Ex Fx) 


x > x|* X — X 



















se o limite existir. 










Se a função f for definida em x,, então a derivada à esquerda de fem x,, de- 
notada por f” (x,), será definida por 


f' 4x) = lim fai ng A x) — fi) 
Ax > 07 Ax 





o f' 4x) = lim f(x) — SG) 


X — X 


X>X 





se O limite existir. 


Das Definições 3.2.2 e 3.2.3 e do Teorema 2.3.3, segue que uma função f 
definida num intervalo aberto contendo x, será derivável em x, se e somente 
sef (x)ef' (x) ambas existirem e forem iguais. Naturalmente, então, f(x), 
f O) ef” (x, são todas iguais. 


EXEMPLO 2 Seja f definida por 
fl) = |1 — x? 


(a) Faça um esboço do gráfico de f. (b) Prove que f é continua em 1. (c) Deter- 
mine se f é derivável em 1. | 


Solução Pela definição de valor absoluto, sex < —1l oux > 1, então 
fO)=-(1-x)ese-lI<xx< 1, ff) = 1 — x2. Logo, f pode ser defini- 
da como 


x"—- 1 sex<—l 
fo)=41-x? se-l<x<l 
lx? — 1 sel<x 


(a) Um esboço do gráfico de f está na Figura 6. 
(b) Para provar que fé contínua em 1, verificamos as três condições para conti- | 
nuidade. 
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O) FD) =0 
(ii) lim fo)= lim (1>x2) lim fo)= lim (2-1) 
x>1- x->10 x=+1* x>1* 
Assim lim f(x) = 


(ui) lim f(x) = f() 


Como as condições (i)-(ili) são verificadas em 1, f é contínua em 1. 


X fo AO , D)— fd 
x=1* à ia l 
— xN— 2. N— 
— lim que Bi eme 
x>17 x—1 x>1+ x—1l 
o tim LU + om = D+) 
x>17 x—1 qua x—1 
= lim [—-(1 + x)] = lim (x + 1) 
É dado xo 1*+ 
Como f' (1) x f',(1), segue que f'(1) não existe e assim f não é derivá- 
vel em 1. 

A função do Exemplo 2 também não é derivávelem x = — 1, conforme pode 
ser mostrado por um método similar ao que foi usado em x = 1 (Veja o Exerct- 
cio 26). 
> ILUSTRAÇÃO5 Na Ilustração 2 da Secção 2.6 tínhamos a função C definida 
por 

se0O<x< 10 

C 

Ps ia 3 sel0<x 


onde C(x) é o custo total de x de um produto. A Figura 7 mostra um esboço 
do gráfico de C. Na Secção 2.6 mostramos que C é contínua em 10. 





C(x) — €(l =” 
C-(10)= lim Co) — (10) C(10) = lim Cl) — CO) 
x-> 107 à 10 x>10+ À» caia 10 
= ya 4510 cm Wx+39-10 
Sos = 0 O RENO 
= lim 1 o Ox — 10) 
x—> 107 = lim ED O 
1 x> 10+ XE 10 
E = lim 0,7 
x>10* 
= 0,7 





FIGURA 7 | Como C' (10) x C',(10), € não é derivável em 10. 4 
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EXEMPLO 3 Dada 


1 
GE E se0<x<b5. 
Í 


— ly seb<x 


(a) Determine um valor de b de tal forma que f seja contínua em b. (b) f é deri- 
vável no valor de b encontrado na parte (a)? 


Solução 
(a) A função f será contínua em b se lim f(x) = f(b)e lim flO) = f(b). 
x -—> bb” x> bt 


AGO Ra lim - 


= 


lim f(x) = lim (1 — àx) 
x>b+ x>b* 


x>b” 
R =1—&b 
b 
f(b) = 1 — <b; logo f será contínua em b se 
1 1 
s=1-5b 
4=4b—b? 
b? -4b+4=0 
b-2? = 
b=2 


Assim 
| | 
dis R se0O<x<2 
|l—- 4x se2<x 


e f é contínua em 2. 


(b) Para determinar se f é derivável em 2, calculemos f” (2) e f',(2). 








x 2 x 2 
1.0)= tim O=1O po tim 19-10 
Ea Ee Cs 
n" “tm L-$9-3 
E x=>2+ x— 2 
= lim E 
Ze er l 1 
“tr 254% 
= fim 2— x a 
*x>2- dx(x — 2) sta 2-x 
. —1 a 4(x — 2) 
= lim — 
É ado A 2x 1 
= lm — 
= —+ é de Mig 4 


pa 1 
Ee 4 


Como f' (2) = f',(2), segue que f'(2) existe e, portanto, f/ é derivável 
em 2. 
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EXERCÍCIOS 3.2 

Nos Exercícios de 1 a 20, faça o seguinte: (a) Trace um esboço 
do gráfico da função; (b) determine se f é continua em xy; (c) 
calcule f' (x) ef' x), se existirem; (d) determine se f é deri- 
vável em x,. 


x+2 sex< —4 
Lso)=| —6 se-4<x E 
3—- 2x sex<2 
2. =. fe 
16d is se2 <x E dis 
3. fo)=|x 3x, =3 
4 fo)=1+|x+2x,=—2 
| sex<0 
As N — 1 se0< di 
sex < 
oo = [a a ai 
x? sex < 
7. fl) = - 
fed o o mods dá 
2 
= se x < na 
se 2 < 
VI — x sex <1l = 
(1 —-x)? sel< H 
sex< —l 
gos a: 1-2x se-l« gi ado 
2x —3 sex<2 
11. ED A 
Hg) = aa sd A 
xº?—-9 sex<3 
fg = Pd — 18 se3< q 
13. fo)=x+l;x=-1 
14. ie 
pa sex <3 
15. — 
—xº3 sex <0 
ii mio se0O< x di 
x—2 sex<0 
17. = = 
too E se0<x E 
x sex <1l 
18. — = 1 
8. f(x) E sel<x “4 
3x? sex<?2 
ea Aid Ea se2<x Rae 
x + 1 sex<-—l 
20. oo = — x? se-I<x xj=-—1 


21. Dada f(x) = x — 4. (a) Prove que f é contínua à direita 
de 4. (b) Prove que f” ,(4) não existe. (c) Faça um esboço 
do gráfico de f. 

22. Dada f(x) = 4 — x2. (a) Prove que f é contínua no inter- 
valo fechado [-2, 2]. (b) Prove que nem f' ,(—- 2) nem 
f' (2) existem. (c) Faça um esboço do gráfico de f. 


23. 


24. 


25. 


26. 


27. 


Dada f(Q) = x? — 9. (a) Prove que f é contínua em 
(—- o, —3] e [3, +00). (b) Prove que nem f” (—3) nem 


f' +43) existem. (c) Faça um esboço do gráfico de f. 

Dada f(x) = 8 — x. (a) Prove que f é contínua à esquerda 

de 8. (b) Prove que f” . (8) não existe. (c) Faça um esboço 

do gráfico de f. 

Dada f(x) = sgn x. (a) Prove que f' o ef” (0) não exis- 

tem. (b) Prove que lim f(x) = 0e lim f(x) = 0. (e) Faça 
x > 0+ x > 07 


um esboço do gráfico de f. 

Prove que a função do Exemplo 2 é contínua em — 1, mas 
não é derivável naquele número. 

Dada f(x) = x*2. (a) Prove que f é contínua à direita de 0. 


“ (b) Prove que f” , (0) existe e ache o seu valor. (c) Faça um 


28. 


29. 


30. 


31. 


32. 


33. 


34. 


esboço do gráfico de f. 

Dada f(x) = (1 — x?)*2, (a) Prove que f é contínua no in- 
tervalo fechado [— 1, 1]. (b) Prove que f é derivável no in- 
tervalo aberto (— 1, 1) e que ambas 7” ,(—-1)ef” (1) exis- 
tem. (c) Faça um esboço do gráfico de f. 

Dada 


ul 


(a) Determine um valor de b para o qual f é continua em bd. 
(b) f é derivável em b encontrado na parte (a)? 


—7 seO<x<b5. 


SIo x, 


seb < x 


Ache os valores de a e b tais que f seja derivável em 1 se 
2 sex <l 
fog) = E +b sel< 


Ache os valores de a e b tais que f seja derivável em 2 se 


ax +b sex<2 
rod = (a) se 2 < x 


Dada f(x) = [x], ache f'(x)) se x; não for inteiro. Prove, 
aplicando o Teorema 3.2.1, que f'(x,) não existe se x, for 
inteiro. Se x, for inteiro, o que poderá ser dito sobre f” . (x,) 


ef. 00? 

Dada f(x) = (x — 1)[x]. Faça um esboço do gráfico de f. 
para x em [0, 2). Ache, se existirem: (a) f.(D; (b) f" 4 (1); 
(c) Fº (1). 

Dada f(x) = (5 — x)[x]. Faça um esboço do gráfico de f . 


“ para x em [4, 6]. Ache, se existirem: (a) 7”. (5); (6) 7" 4,65); 


35. 


36. 


(o) Fº 6). 
Dada f(x) = (x — a)[x] onde a é um inteiro, mostre que 


fa) + 1 =f.(a). 


Seja f a função definida por 
g'(a) sex=a 


Prove que se g'(a) existir, f será contínua em a. 
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37, Na Ilustração 1 temos a função valor absoluto definida por 40. Um fabricante pode obter um lucro de $ 20 em cada item 


fO) = |x|] e essa função não é derivável em 0. Prove que se até 800 itens forem produzidos por semana. O lucro de- 
f'G9) = |x|/x para todo x = 0. (Sugestão: seja |x| = 2) cresce $ 0,02 por item acima de 800. (a) Se x itens forem pro- 
38. Se f0) = |x| e g() = — |x|, (a) ache uma fórmula para duzidos por semana, expresse o lucro do fabricante como uma 


(1 + gD(x). (b) Prove que f + 9 é derivável em 0, embora 
nem f nem g sejam deriváveis nesse número. 
39. Uma excursão escolar que pode acomodar até 250 estudan- 


função de x. (b) Como x é o número de itens, é um inteiro 
não-negativo. Para que tenhamos as exigências de continui- 
dade do cálculo, x deve ser um número real não negativo. 


tes irá custar $ 15 por estudante, se o número de estudantes 
que fizer a viagem não ultrapassar 150; contudo, o custo por 
estudante será reduzido de $ 0,05 para cada estudante que 
exceder 150, até que o custo atinja $ 10 por pessoa. (a) Se 
x estudantes fizerem a viagem, expresse o custo bruto como 
função de x. (b) Como x é o número de estudantes, x é um 
inteiro não negativo. Para que tenhamos as exigências de con- 
tinuidade para aplicar o cálculo, x deve ser um número real 
não negativo. Com essa hipótese, mostre que a função da 
parte (a) é contínua até 150, mas não é derivável nesse 


41. 


Com essa hipótese, mostre que a função da parte (a) é conti- 
nua até 800, mas não derivável nesse número. 
Dada 


O sex<o0 
x" se0O<x 


nom 


onde n é um inteiro positivo. (a) Para que valores de n f é 
derivável para todos os valores de x? (b) Para que valores 


número. de n f é contínua para todos os valores de x? 


3.3 TEOREMAS SOBRE Como o processo de cálculo da derivada de uma função, a partir da Definição 
. DERIVAÇÃO DE 3.1.3, em geral é lento, enunciaremos e provaremos alguns teoremas que nos 
FUNÇÕES ALGEBRICAS possibilitam encontrar derivadas com mais facilidade. Esses teoremas são de- 


monstrados se aplicarmos a Definição 3.1.3. Depois da prova de cada teorema 
enunciamos a fórmula de derivação correspondente. 


3.3.1 TEOREMA 


Se c for uma constante e se f(x) = c para todo x, então 





SG) =0 


; Prova 


tim 10 + 4x) — fl) 


f(9)= = 


Ax> 0 


e é 





hm 
Ax>Q Ax 


lim O 


Ax>O 


=0 ES 


A derivada de uma constante é zero. 


Db ILUSTRAÇÃO 1 Se f(x) = 5, então 
fO) = 0 4 


3.3.2 TEOREMA | Se n for um inteiro positivo e se f(x) = x”, então 
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Prova 
fio) o lim Fx + Ax) Es fo) 
Ax>O Ax 
im (x + Ax)" — x” 
Ax— 0 Ax 


Aplicando o teorema binomial a (x + Ax)” teremos 


| + nx" tAx + lt x""UAx2 +... + nx(Axo! + (ax — x” 
Pd fi a 
nx" 1Ax + ai x""HAx) +... + nx(Ax"T! + (Ax) 
E ie | Ax 


Dividindo o numerador e o denominador por Ax, obtemos 


n(n — 1). 
3! 





fO)= lim | | + x"2 Ax +... + nx(Ax)? + (apo! ] 
Ax>0 | 


Todos os termos, exceto o primeiro, têm Ax como fator; assim sendo todos 
os termos, exceto o primeiro, tendem a zero quando Ax tende a zero. Assim 


fO)= nx! E] 





D ILUSTRAÇÃO 2 Se f(x) = xº, então f(x) = 8x. « 


D ILUSTRAÇÃO 3 Seja f(x) = x. (a) Sex = 0, pelo Teorema 3.3.2 
fO)=1:xº 
=1:1 
= 1 
(b) Pela fórmula (7) da Secção 3.1 


nO =10 


. x-—0 
= lim 
x>0 X 


f(0) = ai 





= lim 1 
x 0 


= 
Portanto, para todo x, D,(x) = 1. 4 





3.3.3 TEOREMA | Se f for uma função, c uma constante e g a função definida por 
90) = c: f(x) | 


então, se f(x) existir, 


90) = c: FO) 
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Prova 
g'() = Jim Petra go 
ad cf(x + Ax) — cf(x) 


Ax—O Ax 


et] 


lim c: 
Ax> OQ 


Ax 
im LEX + AD SO) 
UIT) === se 
Ax>O Ax 


= cf'(x) n 


Di le fo) = c:D.f() 


A derivada de uma constante vezes uma função é a constante vezes a deriva- 
da da função, se essa derivada existir. 

Combinando os Teoremas 3.3.2 e 3.3.3 obtemos o seguinte resultado: se 
fO) = cx", onde n é um inteiro positivo e c é uma constante, então | 


= 


f (9) = enxro 


b ILUSTRAÇÃO 4 Se f(x) = 5x, então 
flo= 5" 7% 
= 35xº «4 
3.3.4 TEOREMA | Se fe g forem funções e se A for a função definida por 
nO) = TO) + 90) | 
então, se f(x) e g'(x) existirem, 
h'O) = fC)+ 9'0). 






Prova 
o h(x + Ax)— HG) 
CG 
— tim LG + 4x) + gt + Ax)] — [f6) + 969] 
DE o 0 pp A AS a PR A 
Ax—> O Ax 
is [fe + 4x) — f(9 | gl + 4x) — a) 
Ax>0 Ax Ax 
= lim fa JE Ax) ii SO) + lim g(x + Ax) es g(x) 
Ax>0 AX Ax>O Ax 
= f009) + g(x) | E 





| DUICO + 909] = DIC) + Da) 
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A derivada da soma de duas funções é a soma de suas derivadas se elas 
existirem. 

O resultado do teorema precedente pode ser aplicado a um número qualquer, 
finito, de funções, por indução matemática, e isso será enunciado como um ou- 
tro teorema. 





3.3.5 TEOREMA | A derivada da soma de.um número finito oe funções é igual à soma de: suas 
derivadas, se elas:existirem. 7 


Dos teoremas precedentes, a derivada de qualquer função polinomial pode 
ser facilmente encontrada. 


EXEMPLO 1 Encontre f(x) se 
fo)=7x*- 2x) + 8x +5 
Solução 
f0)= DXIx*—- 2x) + 8x +95) 
= Dix") + D4—2x)) + D 48x) + DAS) 
= 28x) — 6x2 +8 








3.3.6 TEOREMA | Se f e g forem funções e h for a RUTÃO definida por. - 
hG) = f69909 € 


então, se existirem f (9 é e g “(9 


Eine 


h'O) = fO)9'0) + 90)F' 09) 


Prova € 
tds im h(x + Ax) — h(x) 
Ax>O Ax 
= fl + Ax)- g(x + Ax) — f(x) - g(x) 
=lm ———>— DD DI — 
Ax—0 Ax 


Se f(x + Ax) * g(x) for somado e subtraído ao numerador, então 


oj= im fix + Ax): g(x + Ax) — fx + Ax) * gl) + fx + de 960) — fl) - 969) 


Ax>0 Ax 
(x + Ax) — g(x) f(x + Ax) — f(x) 
= lim [o + Ag) FEET dO, do) Let mato] 
Ax>0 Ax Ax 
E lim [1 (x + Ax)' di — — de] + lim ES A dao a o — ed | 
ge + A) — 96) | o fx +AV- SO) 
e SED a SA 


Como f é derivável em x, pelo Teorema 3.2.1 f é contínua em x; logo, | 
lim f(x + Ax) = fQ). Também, lim g6) = ge 
Ax>0 Ax>0 


a POE PSP sis pl = JO) = aja 


Ax>O Ax Ax—> O 
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dando assim 


h'09) = SOJg'o) + gb)f'6o) E 


D, UCIICI] = S09 D,90) +90) - DSO) 


A derivada do produto de duas funções é a primeira função vezes a derivada 
da segunda função, mais a segunda função vezes a derivada da primeira fun- 
ção, se essas derivadas existirem. 





EXEMPLO 2 | Encontre A'(x) se 
h(x) = (2x) — 4x2)(3xº + x?) 
Solução 
h'(x) = (2x) — 4x2/(15x* + 2x) + (3xº + x?)(6x? — 8x) 
= (30x — 60xº + 4x? — 8xº) + (18x” — 24xº + 6xº — 8xº) 
= 48x" — 84x* + 10x* — 16x 





No Exemplo 2, note que se a multiplicação for efetuada antes da derivação, 
o resultado será o mesmo. Fazendo isto, temos 


“h(x) = 6x) — 12x” 4 2xº — 4x 
h'(x) = 48x” — 84xº + 10xº — 16xº 


3.3.7 TEOREMA | Se fe g forem funções e se A for a função definida por 
Roe JO) 

90) 

então se f(x) e g' (x) existirem, 


hq) = 0 C) — Fe)9'0) 
[969] 


onde g(x) = 0 





Prova 
h — h 
no) = lim 0 A) — Mo) 
Ax>0 Ax 


fic + AX) fl) 
= tim t+ A) dO) 


Ax—>0 Ax 
a OA O O) o A) 
Ax>0 Ax - g(x)- g(x + Ax) 


Se somarmos e subtrairmos f(x) - g(x) ao denominador, então 
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Fl + Ax) - g(x) — f(x) * g(x) — Fix): glx + Ax) + fo) - g(x) 


id Fe Ax - gx) - g(x + Ax) 
Slc+ Ax) — flo) g(x + Ax) — g(x) 
= lim ee ai E o Ax 
8x0 g(x) - g(x + Ax) 
lim g(x): lim ida ia e AA Jim f(x): lim a do) 
Ax>0 Ax>0 Ax Ax>O Ax 


lim g(x)- TE RE + Ax) 
Ax> O Ax—+ O 
Como g é derivável, em x, então g será contínua em x; assim temos que 
lim g(x + Ax) = g(x). Além disso, lim g(o) = gú)e lim fO) = f0). 
Ax+0 Ax>0 Ax>0 
Com esses resultados e as definições de f'(x) e g'(x) obtemos 
h'(x) as g(x) , f (x) ii SO) “g (x) 
g(x) - g(x) 
IC — flog'(g 
atitadi 


| “ToGoê Ca 





"Laço 


A derivada do quociente de duas funções é a fração tendo como denomina- 
dor o quadrado do denominador original e como numerador o denominador 
vezes a derivada do numerador menos o numerador vezes a derivada do deno- 
minador, se essas derivadas existirem. 





EXEMPLO 3 Ache 


3 
D. e + 4 
xº—-d4x+1 


Solução 
(EH Êo dx + (6x!) — (x? 4 Ar — 4) 
X2-4x+1) 0 CQo-4a+Do 
2 6xt— 24%) + 6x2 — 4xº + 8x) — 8x + 16 
E (x? — 4x + 1)? 
2x* — 16xº + 6x? — 8x + 16 
CE 


3.3.8 TEOREMA | Se f(x) = x-", onde —n é um inteiro negativo ex x 0, então 


FO) = nem! 





Prova Se —n for um inteiro negativo, então n será um inteiro positivo. Escre- 
vemos então 


fd== 
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x*-0— 1:nxº7] 


FO) = 


— nX 


x2" 


n-1-2n 


= — HX 


= —nX 


(x 


n-1 


-n-1 


a a ee eee 


EXEMPLO 4 


a(s 
dx Vxº 


Solução 


d (3. 
dx Nx) 


Ache 


É (3x7) 
3H — 5x") 
15 


X 





Se r for um inteiro qualquer positivo ou negativo, segue dos Teoremas 3.3.2 | 


e 3.3.8 que 


e dos Teoremas 3. é 2, 3.3.3 e 3.3.8 obtemos 


Dx) =x! 


D, (cx) = crx"! 








EXERCÍCIOS 3.3 


Nos Exercícios de 1 a 24, derive a função dada, aplicando os teo- 


remas desta secção. 


| 


15. 
16. 


19. 


19. 
21. 


«fo)=7x—S5S 2. 
3. 
5. 
7. 
9. 
11. 


“13. 


g(x) = 8 — 3x 


go)= 1 —-2x— x? 4. flxg)=4x] +x+41 


fo)=x)-3x2 + 5x —2 6. fo)=3x*—- 5x2 +1 
SO) = quê — x* 8 gx)=x] — 2xº + 5x* — 7x 
F(t) = &t* — &t? 10. Ho) = be? — x +2 
v(r) = Sar” 12. Gy) =y'º+7y —-y' +41 
1 3 3 
Fl) =x? + 3x + ij as 
x é 
1 
g(x) = 4xº — Axi 
fo)=x*—-5+x72 + 4x"? 
3 5 
90) = 5+ a 18. HO) = E 
fi) = Ms? — s?) 20. 9(x) = (2x2 + 54x — 1) 
SO) = (2x! — D(5xº + 6x) 


22. f(x) = (4x2 +43) 
23. Gy) = (7—3y) 


24. Fl) =(t* —2t + (27 4 3) 


Nos Exercícios de 25 a 36, calcule a derivada indicada, aplican- 
do os teoremas desta secção. 


2X 
25. DI(x? — 3x + (2x) + 1)] 26. Di—— 
xl(x x + D(2xº + 1)) (2) 


x 2y+1 
27. D 28. D 
e ) doa + a) 











d + 2x +1 d EA 
29. — 30. — 
à dx a a) (E e) 
d St d [x*— 2x? SL 
e E. p AR 
id CT) ar (Ao Entro) 
d/y-—s d/s-—-a 
.— 34. — 
o o (54) ds (5 e 


35. 


36. 
37. 
38. 
39. 
40. 
41. 


42. 
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2x + 1 
3x— 1 
Da ss (x | 


x +1 - 
Ds (x? — 2x ; + »| 


Ache uma equação da reta tangente à curva y = x) — 4 no 
ponto (2, 4). 

Ache uma equação da reta normal à curva y = 4x? — 8x 
no ponto (1, — 4). 

Ache uma equação da reta normal à curva y= 10/(14 — x?) 
no ponto (4, —5). 

Ache uma. equação da reta tangente à curva 

y = 8/(xº + 4) no ponto (2, 1). 

Ache uma equação da reta tangente à curva 

»y = 3x — 4xe paralela à reta 2x — y + 3 = 0. 

Ache uma equação da reta tangente à curva y=x*-6x 


- que seja perpendicular à retax — 2y + 6 = 0. 


43. 


Ache uma equação de cada uma das retas normais à curva 
»y = x* — 4x que sejam paralelas à reta x+8y — 8 = 0. 
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44. Ache uma equação de cada uma das retas tangentes à curva 
3y = xº — 3xº + 6x + 4 que sejam paralelas à reta 
2x — y+3=0. 

45. Ache uma equação de cada uma das retas que passam pelo 
ponto (4, 13), que sejam tangentes à curva y = 2x? — 1. 

46. Dada f(x) = 5 x)+2x2+5x+5. Mostre que f(x) >0 para 
todos os valores de x. 

47. Sef, ge h são funções e d(x) = f(x) - 9(x) * h(x), prove que 
se f(x), 9' (x) e h'(x) existirem, 


$0)= 69) - go) HO) + S09 - 969) - hoo) + FO) * gl) + hoc) 
(Sugestão: aplique o Teorema 3.3.6 duas vezes.) 


Use os resultados do Exercício 47 para derivar as funções dos 
Exercícios de 48 a 51. 

48. f(x) = (x? + 92x — 53x + 2) 

49. h(x) = (3x + 9x? — 1) 

50. g(x) = Oxº + x x + 3x? — 5) 

51. dO) = (2x) + x+ 1) 








3.4 - MOVIMENTO RETILÍNEO A derivada de uma função f no número x, tem uma interpretação importantiís- 


E À DERIVADA COMO 


sima como a taxa de variação instantânea de f em x,. Começaremos conside- 


TAXA DE VARIAÇÃO rando uma partícula movendo-se ao longo de uma reta, que seria uma aplica- 
ção em Física. Tal movimento é chamado de movimento retilíneo. Um dos sen- 
tidos é escolhido arbitrariamente como positivo e o outro, oposto, como nega- 
tivo. Para simplificar, vamos supor que o movimento da partícula seja ao lon- 
go de uma reta horizontal com distâncias positivas à direita e negativas à es- 
querda. Escolhemos um ponto sobre a reta, o qual denotamos por O. Seja fa 
função que determina a distância orientada da partícula a partir de O em qual- 


quer instante. 


Para sermos mais específicos, sejas cm a distância orientada da partícula a partir 
de O em ts (segundos). Então, f/ será a função definida pela equação 


s =X) 
a qual indicará a distância orientada de O até a partícula, num determinado 
instante. 
Db ILUSTRAÇÃO 1 Seja 
s=t"+2-—3 
Então, quando t = 0,s = —3; logo, a partícula está 3 cm à esquerda do ponto 


O, quando t = 0. Quando t = 1,s = 0; assim, a partícula estará no ponto O, 
decorrido 1 s do início do movimento. Quando t = 2,s = 5; assim, a partícula 
estará a 5 cm à direita de O, 2 s após o início do movimento. Quando t = 3, 
s = 12; assim, a partícula estará a 12 cm à direita do ponto O, decorridos 3 s do 


início do movimento. 


A Figura 1 ilustra as várias posições da partícula para valores específicos de t. 


o gr gro t=3 
| 


| | | 
| | | | 


ES END EO O VE CO AD O Ca 


= O +5 +10 +15 5 
FIGURA 1 
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Entre os instantes t = let = 3, a partícula move-se do ponto onde s = O 
até o ponto onde s = 12; assim, no intervalo de 2 s a variação na distância é 
de O a 12 cm. A velocidade média da partícula é a razão entre a variação na 
distância orientada do ponto fixo e a variação no tempo. Assim, o número de 
centímetros por segundo, ou seja, a velocidade média da partícula de £ = 1 
at=3,é62 =6.Det =Oat = 2,a variação na distância orientada de O da 
partícula é 8 cm; assim, o número de centímetros por segundo, ou seja, a veloci- 
dade média da partícula nesse intervalo de 25, és = 4, “ 


Na Ilustração 1, a velocidade média: da partícula, obviamente, não é cons- 
tante: e a velocidade média não fornece informações específicas sobre o movi- 
mento da partícula em nenhum instante específico. Por exemplo, se um carro 
percorre uma distância de 100 km na mesma direção em 2 .h, dizemos que a 
velocidade média com a qual percorre aquela distância é de 50 km/h. Entretan- 
to, dessa informação não podemos determinar quanto está marcando o veloci- 
metro do carro, num dado instante, no período de 2 h. A leitura do velocime- 
tro é chamada de velocidade instantânea. A discussão a seguir possibilita-nos 
chegar a uma definição do que significa velocidade instantânea. 

Suponha ques = f(t) defina s (o número de centímetros da distância orientada 
da partícula a partir do ponto O) como função de t (número de segundos de- 
corridos). Quando £ = t,,S = S,. A variação na distância orientada a partir de 
Oé(s — s,) cm no intervalo de tempo (t — £,) s e o número de centímetros por 
segundo ou seja, a velocidade média da partícula nesse intervalo de tempo é 
dada por 


3 — 84 
a É] 


ou, como s = HM) es, = ft, a velocidade média é encontrada de 


= 


Agora, quanto menor for o intervalo de £, até t, mais próxima estará a veloci- 
dade média do que intuitivamente entenderíamos como velocidade instantânea 
em t,. 

Por exemplo, se o velocímetro de um carro marca 80 km/h quando ele passa 
por um ponto P, e se um ponto P está, por exemplo, a 10 m de P,, então a 
velocidade média do carro quando ele percorre esses 10 m estará, ao que tudo 
indica, próxima dos 80 km/h, pois a variação da velocidade do carro nesse tre- 
cho pequeno é, provavelmente, insignificante. Agora, se a distância entre P, 
e P for diminuída para 5 m, a velocidade média do carro nesse intervalo deverá 
estar mais próxima ainda da leitura do velocímetro do carro em P,. Podemos 
continuar esse processo € a leitura do velocímetro em P, pode ser representa- 
da como o limite da velocidade média entre P, e P, quando P tende a P.. Isto 
é, a velocidade instantânea pode ser definida como o limite do quociente (1) 
quando t tende a t,, desde que o limite exista. O limite é a derivada da função 
f em t,. Temos, então, a seguinte definição: 


3.4.1 DEFINIÇÃO 
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' Se f for uma função dada pela equação 


s = f() 


| e uma partícula se mover ao longo de uma reta de tal forma que s seja o núme- 
To de unidades da distância orientada da partícula a um ponto fixo na reta em | 


ft unidades de tempo, então a velocidade instantânea da partícula em £ unidades | 
de tempo será v unidades de velocidade, onde | 
ds 


vs f(D)ev= Ea 


| se a derivada existir. 


A velocidade instantânea pode ser positiva ou negativa, conforme o movi- 
mento da partícula seja no sentido positivo ou negativo da reta. Quando a velo- 
cidade instantânea for zero, a partícula estará em repouso. 

A velocidade escalar de uma partícula em qualquer instante é definida como 
o valor absoluto da velocidade instantânea. Logo, a velocidade escalar é um 
número não-negativo. Os termos velocidade escalar e velocidade instantânea 
são frequentemente confundidos. Deve ser notado que a velocidade escalar dá 
somente uma idéia da rapidez com que a partícula está se movendo, enquanto 
que a velocidade instantânea também indica o sentido do movimento. 

E SS O O EE mo A po Rb a 
EXEMPLO 1 Uma partícula move-se ao longo de uma reta horizontal, de acor- 
do com a equação 

s=28 —-4 +2t-1 
Determine os intervalos de tempo nos quais a partícula se move para a direita e 
para a esquerda. Determine também o instante no qual ela inverte o seu sentido. 


Solução 

ds 

= E 
=6º-8t+2 


=23t 4 +41) 
=YU3%-— Ut!) 


A velocidade instantânea é zero quando t = +et = 1. Logo, nesses dois ins- 


tantes a partícula está em repouso. A partícula move-se para a direita quando v 
é positivo e move-se para a esquerda quando v é negativo. Determinamos o sinal 
de v para os vários intervalos de t e os resultados estão dados na Tabela 1. 


Tabela 1 
3t- 1 t-1 Conclusão 
t < + — — v é positivo, ea partícula move-se para a direita 
t=5 0 = v é zero e a partícula está mudando de sentido da 
direita para a esquerda 
+ <t<il + — v é negativo e a partícula move-se para a esquerda 
RR | | + 0 v é zero e a partícula está mudando de sentido, da 


esquerda para a direita 
I<t + + v é positivo e a partícula move-se para a direita 


Tabela 2 
t S 

—1 —9 

0 -—1 

di 19 

3 27 

1 — 1 

2 3 
Tabela 3 
t S v 
O 0) 64 
A 28 48 
l 48 32 
2 64 0) 
3 48 — 32 
5 28 — 48 
4 





FIGURA 3 
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O movimento da partícula, indicado na Figura 2, é ao longo de uma reta ho- 
rizontal; contudo, o comportamento do movimento está indicado acima da re- 
ta. A Tabela 2 dá os valores de s e v para valores específicos de t. 


(t =2) 


(t = a) 
(t=—1) [e ) 


(t = 0) 


A o DA RS ES IES DDR E E PNR 


—10 —s '9) 5 10 

FIGURA 2 
DR e a CO 
EXEMPLO 2 Uma bola é atirada verticalmente para cima a partir do chão, 


com uma velocidade inicial de 64 m/s. Se o sentido positivo da distância do 
ponto de partida for para cima, a equação do movimento será 


s= —16t2 + 64t 


Seja t o número de segundos decorridos desde que a bola foi atirada e s o nú- 
mero de metros da distância percorrida pela bola a partir do ponto inicial em 
ts. (a) Ache a velocidade instantânea da bola ao fim de 1 s. A bola está subindo 
ou descendo após 1 s? (b) Ache a velocidade instantânea da bola depois de 3 s. 
A bola está subindo ou descendo após 3 s? (c) Quantos segundos a bola leva para 
atingir o seu ponto mais alto? (d) Qual a altura máxima atingida pela bola? (e) 
Ache as velocidades escalares após 1 e de 3 s. (f) Decorridos quantos segundos 
a bola atinge o solo? (g) Ache a velocidade instantânea da bola quando ela chega 
ao chão. 


Solução Seja v(t) o número de metros por segundo, sendo a velocidade ins- 
tantânea da bola no instante t s. Então v(?) = ds/dit, 


v() = —32t + 64 


(a) v(l) = —32(1) + 64; isto é, (1) = 32; assim, ao fim de 1 s a bola estará 
subindo com uma velocidade instantânea de 32 m/s. 

(b) v3) = — 3203) + 64: isto é, v(3) = — 32; assim, após 3 s a bola estará caindo 
com uma velocidade instantânea de — 32 m/s. 

(c) A bola atinge o seu ponto mais alto quando o sentido do movimento muda, 
isto é, quando v(t) = O. Obtemos —32t + 64 = 0. Assim, t = 2. 

(d) Quando t = 2,s = 64; logo, o ponto mais alto atingido pela bola está a 
64 m do ponto inicial. já 

(e) |v(1)| é o número de metros por segundo da velocidade escalar em ts 
Iv(D| = 32 e |v(3)| = 32. - 

(f) A bola irá atingir o chão quando s = 0. No caso, temos — 162 + 641 = 0, 
donde obtemos t = 0 et = 4. Assim sendo, a bola atinge o solo em 4 s. 


(g) v(4) = — 64; quando a bola atinge o solo, sua velocidade instantânea é 
— 64 m/s. | | 


A Tabela 3 dá valores de s e de v para alguns valores específicos de t. O movi- 
mento da bola está indicado na Figura 3. Supusemos que o movimento tenha 
ocorrido na vertical. O comportamento do movimento está indicado à esquer- 
da da reta. 





FIGURA 4 


“3.4.2 DEFINIÇÃO 






3.4 Movimento Retilineo e a Derivada como Taxa de Variação 167 


A velocidade no movimento retilíneo corresponde ao conceito mais geral de 
taxa de variação instantânea. Por exemplo, se a partícula move-se ao longo de 
uma linha reta de acordo com a equação s = f(t), a velocidade da partícula 
em t unidades de tempo é determinada pela derivada de s com respeito a t. Já 
que a velocidade pode ser interpretada como uma taxa de variação da distância 
por unidade de variação do tempo, a derivada de s com respeito a t é a taxa 
de variação de s por unidade de variação de ft. 

Da mesma forma, se uma quantidade y for uma função de uma quantidade. 
x, podemos expressar a taxa de variação de y por unidade de variação de x. 
A discussão é análoga à discussão da inclinação de uma reta tangente ao gráfi- 
co e à de velocidade instantânea de uma partícula movendo-se em uma reta. 

Se a relação funcional entre y e x for dada por 


» = SO) 


e se x variar do valor x, até x, + Ax, então y variará de f(x,) até f(x, + Ax). 
Assim, a variação de y, a qual denotamos por Ay, é f(x, + Ax) — f(x) quan- 
do a variação de x for Ax. A taxa média de variação de y por unidade de varia- 
ção de x, quando x variar de x, a x, + Ax, será então, 


SO + aa — JO) Ay | o (2) 
x Ax 


Se O limite desse quociente existir quando A x > 0, esse limite será o que intuiti- 
vamente consideramos como a taxa de variação instantânea de y por unidade 
de variação de x em x,. De acordo com essas considerações, temos a definição 
a seguir. 


Seja y = f(x); a taxa de variação instantânea de y por unidade de variação de 
x em x; é f(x,) ou, equivalentemente, a derivada de y com respeito a x em x,, 
se ela existir no ponto x. 





4 


Ilustremos geometricamente; seja f' (x,) a taxa de variação instantânea de y 


por unidade de variação de x em x,. Então, se f'(x,) for multiplicado por Ax 


(variação de x), temos a variação que ocorreria em y se o ponto (x, y) se moves- 
se ao longo da reta tangente ao gráfico de y = f(x) no ponto (x,, ),). Veja a 
Figura 4. A taxa média de variação de y por unidade de variação de x é dada 
pela fração em (2), e se essa fração for multiplicada por Ax, obteremos A y, 
que é a variação real de y causada por uma variação de Ax em x, quando o 
ponto (x, y) move-se ao longo do gráfico. 





EXEMPLO 3 Seja V(x) cm? o volume de um cubo com x cm de lado, use a 
calculadora para calcular a taxa média de variação de V(x) em relação a x, quan- 
do x varia de (a) 3,000 a 3,200; (b) 3,000 a 3,100; (c) 3,000 a 3,010; (d) 3,000 
a 3,001. (e) Qual será a taxa de variação instantânea de V(x) em relação a x 
quando x é 3? 


Solução A taxa média de variação de V(x) em relação a x, quando x varia 
dex, ax, + Ax é 


Víx, + Ax) — V(x) 
Ax 
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(a) x, = 3,000, Ax = 0,200 


VG,200) — V(3,000) | (3,200)! — (3,000) 
0,200 0,200 


28,84 


(b) x, = 3,000, Ax = 0,100 


V(3,100) — V(3,000) (3,100) — (3,000) 
0,100 0,100 


27,91 


(0) x, = 3,000, Ax = 0,010 


V(3,010) — V(3,000) ,010) — (3,000) 
0,010 0,010 


27,09 


(d) x, = 3,000, Ax = 0,001 | 
V(3,001) — V(3,000) (3,001)) — (3,000) 


0,001 0,001 
| 27,01 


“Em (a) vemos que quando a medida do lado do cubo varia de 3,000 a 3,200 cm, 
a variação do volume é de 28,84 cm? por centimetro de variação do compri- 
mento do lado. Interpretamos (b) e (d) de forma similar. 

(e) A taxa instantânea de variação de V(x) em relação a x quando x é 3 é V'(3). 


V'(O) = 3x V'(3) = 27 
Logo, quando o comprimento do lado do cubo é 3 cm, a taxa de variação ins- 


tantânea do volume é 27 cm? por centímetro de variação do comprimento do 
lado. | 








EXEMPLO 4 Em um circuito elétrico, se E volts for a força eletromotriz, R 
ohms for a resistência e 1 ampêres for a corrente, segue da lei de Ohm que 


IR = E 


Supondo que E seja uma constante positiva, mostre que R diminui a uma taxa 
proporcional ao inverso do quadrado de [. 


Solução Resolvendo a equação dada para R, obtemos 
R= ET! 


Derivando R em relação a T, temos 


aR 
dl 
dR E 


dd P 


“EI? 
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Essa igualdade estabelece que a taxa de variação de R em relação a 7 é negativa: 


1 
e proporcional a ——. Portanto, R diminui a uma taxa proporcional ao inverso 


fai 
do quadrado de Z. 





Em Economia, a variação de uma quantidade em relação a outra pode ser. 
descrita pelos conceitos de média ou de marginal. O conceito de média expressa 
a variação de uma quantidade em relação à variação especificada dos valores 
de uma segunda quantidade, enquanto que o conceito de marginal refere-se à 
variação instantânea na primeira quantidade que resulta de uma pequena va- 
riação na segunda quantidade. Vamos começar nossos exemplos em Economia 
com as definições de custo médio e custo marginal. Para definir precisamente 
o conceito de marginal usamos a noção de limite que nos leva à derivada. 

Suponhamos que C(x) seja o custo total da produção de x unidades de certa 
-mercadoria. A função C é cnamada função custo total. Em circunstâncias nor- 
mais x e C(x) são positivas. Uma vez que x representa o número de unidades 
de certa mercadoria, x é geralmente um inteiro não-negativo. Para podermos, 
contudo, aplicar o cálculo, vamos supor que x seja um número real não negati- 
vo que garanta os requisitos de continuidade à função €. | 

Obtemos o custo médio da produção de cada unidade de uma mercadoria 
dividindo o custo total pelo número de unidades produzidas. Se Q(x) for o cus- 
to médio, 


Ob) = 


e Q é chamada função custo médio. 

Suponha agora que o número de unidades de uma dada produção seja x, 
e que esse número varie por um valor Ax. Então, a variação no custo total será 
dada por C(x, + Ax) — C(x, e a variação média no custo total em relação 
à variação no número de unidades produzidas será dada por 


C(x, + Ax) — C(x,) 
Ax 


Os economistas usam o termo custo marginal para o limite do quociente quan- 
do Ax tende a zero, desde que o limite exista. Esse limite, sendo a derivada de 
C em x,, estabelece que o custo marginal, quando x = x,, é dado por C'(x,), se 
existir. A função C” é chamada de função custo marginal, e C'(X,) pode ser in- 
terpretado como a taxa de variação do custo total quando x, unidades são pro- 
duzidas. | 


cl 


X 


> ILUSTRAÇÃO 2 Suponha que C(x) seja o custo total da fabricação de x brin- 
quedos e 


C(x) = 110 + 4x + 0,02x? 

(a) A função custo marginal será C' e 

C'(x) = 4 + 0,04x 

(b) A função custo marginal, quando x = 50 será C” (50), e 


C'(50) = 4 + 0,04(50) 
= 6 
Logo, a taxa de variação do custo total, quando forem fabricados 50 brinque- 
dos, será de $6 por brinquedo. 
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(c) O custo real da fabricação do quinquagésimo primeiro brinquedo será 
C6G1) — €C(0) e 


C(51) — €(50) [110 + 4(51) + 0,02(51)2] — [110 + 4(50) + 0,02(50)2] 
= 366,02 — 360 
= 6,02 


Note que as respostas em (b) e (c) diferem por 0,02. Esta discrepância ocorre 
porque o custo marginal é a taxa de variação instantânea de C(x) em relação 
a uma unidade de variação em x. Assim, C'(50) é o número aproximado da 
quantia em dinheiro gasta na produção do quinquagésimo primeiro brinquedo. 
«q 
Observe que o cálculo de C'(50) é muito mais simples do que o cálculo de 
C(51) — C(50). Os economistas, fregientemente, aproximam o custo da produ- 
ção de uma unidade adicional usando a função custo marginal. Especificamen- 
te, C'(k) é o custo aproximado da (k + 1)ésima unidade depois que as k primeiras 
unidades foram produzidas. 
Outra função importante em Economia é a função rendimento total, denota- 
da por R, e 


R(x) = px 


onde R(x) é o rendimento total recebido quando x unidades são vendidas à quan- 
tia de p por unidade. 

O rendimento marginal, quando x = x,, é dado por R'(x,), se existir. A 
função R' é chamada função rendimento marginal. R'(x,) pode ser positivo, 
negativo ou zero, e pode ser interpretado como a taxa de variação do rendi- 
mento total quando x, unidades são vendidas. R'(k) é o rendimento aproxi- 
mado da venda da (k + 1)ésima unidade depois que k unidades tiverem sido 
vendidas. | 





EXEMPLO 5 Suponha que R(x) seja o rendimento total recebido pela venda 
de x mesas e 


R(x) = 300x — 3x? 
Ache (a) a função rendimento marginal; (b) o rendimento marginal quando 
x = 40; (c) o rendimento real da venda da quadragésima primeira mesa. 
Solução (a) A função rendimento marginal é R” e 

R'(x) = 300 — x 

(b) O rendimento marginal quando x = 40 é dado por R'(40) e 

R'(40) = 300 — 40 

= 260 


Logo, a taxa de variação do rendimento total quando 40 mesas são vendidas 
é de $260 por unidade 

(c) O rendimento real da venda da quadragésima primeira mesa é 
R(41) — R(40) e | 


R(41) — R(40) = 0041) : | Ê 0040 Ê sa 





Exercícios 3.4 
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[12.300 — 840,50] — [12.000 — 800] 
11.459,50 — 11.200 
259,50 


Logo, o rendimento real da venda da quadragésima primeira mesa é $259,50. 





Observe que na parte (b) do Exemplo 5 obtivemos R' (40) = -260, e $260 
é uma aproximação do rendimento recebido da venda da quadragésima primei- 
ra mesa, que de (c) é 8$259,50. 
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EXERCÍCIOS 3.4 


Nos Exercícios de 1 a 8, uma partícula move-se ao longo de uma 
reta horizontal, de acordo com a equação dada, ondes cm éa dis- 
tância orientada da partícula a partir do ponto Oemts. Achea 
velocidade instantânea v(t) cm/s em ts e então ache v(t,) para o 
valor de t, dado. 


1.s=3+1;t,=3 2 s=8-t,t,=5 


1 3 
ds=nti=2 Gn Seda 
S.s=2" -P+St=-10 6 5=442-1It,=4 
s=-——t,=0 SE aba 
2 AA a pes 


ea TT 
Nos Exercícios de 9 a 14, o movimento de uma partícula é ao 
longo de uma reta horizontal, de acordo com a equação dada, 
onde s cm é a distância orientada da partícula a partir do ponto 
O, emts. A direção positiva é à direita. Determine os intervalos 
de tempo em que a partícula move-se para a direita e para a es- 
querda. Determine também quando a partícula reverte o sentido 
do movimento. Mostre o comportamento do movimento atra- 
vés de uma figura similar à Figura 2 e escolha valores de t ao 
acaso, mas inclua os valores de t em que a partícula muda o sen- 
tido do movimento. 


O. s=+%-—-9H44 10. s=2" —-3 — 121+8 





Mes=$+5"—-U+4 Is = 


1 
t t 


+ t? 
+ 1 
—— 14. s= 

941 i t? + 4 


13. s= 





15. Um objeto cai do repouso de acordo com a equação s 
— 16t2, onde s cm é a distância do objeto ao ponto de 
partida em t s e o sentido positivo é para cima. Se uma pe- 
dra caí de um edifício com 2560 cm de altura, ache (a) a ve- 
locidade instantânea da pedra Is depois de iniciada a queda; 
(b) a velocidade instantânea da pedra 2 s depois da queda; 
(c) quanto tempo leva para a pedra atingir o solo; (d) a velo- 
cidade instantânea da pedra quando ela atinge o solo. 

Uma pedra cai de uma altura de 64 m. Se s m for a altura 
da pedra ts após ter iniciado a queda, então s = — 16t? + 64. 


16. 


17. 


18. 


19. 


20. 


21. 


22. 


(a) Quanto tempo leva para a pedra atingir o solo? (b) Ache ' 


a velocidade instantânea da pedra quando ela atingir o solo. 


Uma bola de bilhar é atingida e movimenta-se em linha reta. 
Se s cm for a distância da bola de sua posição inicial após 
ts:'entãos = 100t2 + 100t. Com. qual velocidade a bola 
atingirá a tabela da posição inicial que está a 39 cm? 

Se uma pedra for atirada verticalmente para cima com uma | 
velocidade inicial de 32 cm/s, então s = — 16t? + 32t, on- 
de s cm é a distância da pedra ao ponto inicial, em ts e o 
sentido positivo é para cima. Ache (a) a velocidade média 


da pedra no intervalo de tempo 5 < t < 5: (b) a veloci- 


2s(oa 
as; (d)a 
velocidade média no intervalo de tempo + < t < 3; (e) 


ço 


dade instantânea da pedra em t = seem 


velocidade escalar da pedraem t = 5 seemt 


quantos segundos irão decorrer até que a pedra atinja o ponto 
mais alto; (f) qual a altura máxima atingida; (g) quantos se- 
gundos irão decorrer até que a pedra chegue ao chão; (h) a 
velocidade instantânea da pedra quando ela atingir o solo. 
Mostre o comportamento do movimento através de uma fi- 
gura similar à Figura 3. 

Se uma bola for impulsionada de tal forma que ela adquira 
uma velocidade inicial de 24 cm/s ao descer um certo plano 
inclinado, então s = 24 t + 10t?, onde s cm é a distância 
da bola ao ponto inicial em £s e o sentido positivo é o de des- 
cida do plano inclinado. (a) Qual será a velocidade instantã- 
nea da bola em t, s? (b) Quanto tempo levará para que a ve- 
locidade aumente para 48 cm/s? 

Um foguete é lançado verticalmente para cima e após ts ele 
está a s m do solo, onde s = 560t — 16t? e o sentido positi- 
vo é para cima. Ache (a) a velocidade do foguete 2 s após O 
lançamento e (b) quanto tempo levará para o foguete atingir 
sua altura máxima. 

Se A(x) cm? for a área de um quadrado e s cm for o com- 
primento de cada lado, ache a taxa de variação média de A(x) 
em relação a x, quando x varia de (a) 4,000 a 4,600; (b) 4,000 
a 4,300; (c) 4,000 a 4,100; (d) 4,000 a 4,050. (e) Qual será a 
taxa instantânea de variação de A(x) com relação a x, quando 
x for 4,000? 

O comprimento de um retângulo é 4 cm a mais do que sua 
largura e essa diferença de 4 cm mantém-se quando o retân- 
gulo aumenta de tamanhó. Se A(w) cm for a área do retân- 
gulo e w cm for a largura, ache a taxa média de variação de 
A(w) com respeito a w, quando w varia de (a) 3,000 a 3,200; 
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23. 


25. 


26. 


Zi. 


28. 


29. 


30. 


31. 


32. 


(b) 3,000 a 3,100; (c) 3,000 a 3,010; (d) 3,000 a 3,001. (e) Qual 
a taxa de variação instantânea de A(w) com relação a w, 
quando w for 3? 

A lei de Boyle para a expansão de um gás é PV = C, onde 
Pé a pressão em quilogramas força por unidade de área, V 
é o número de unidades de volume do gás e € é uma cons- 
tante. Mostre que V decresce a única taxa proporcional ao 
inverso do quadrado de P. 


- Da lei de Boyle para a expansão de um gás, dada no Exerci- 


cio 23, ache a taxa de variação instantânea de V em relação 
a P, quando P = 4eV=g8. 

Uma frente fria aproxima-se de uma região. A temperatura 
é T graus £t horas após a meia-noite e 


T=0,1(400 -40t+ +) 0O<i<12 


(a) Ache a taxa de variação média de T em relação a t entre 


She 6h; (b) ache a taxa de variação de T em relação a t às 5h. 


Estima-se que um empregado de uma firma que faz moldu- 
ras para quadros possa pintar y molduras x horas, após co- 
meçar o trabalho às 8 horas da manhã e 


y=3Ix+8x]- x) 0<x<4 


(a) Ache a taxa segundo a qual o empregado estará pintan- 
do às 10h; (b) ache o número de molduras que o empregado 
pinta entre 10h e 1lh. 

Se a água estiver sendo drenada de uma piscina e V litros 
for o volume de água na piscina f min após começar o escoa- 
mento, onde V = 250 (1600 — 80t + t?), ache (a) a taxa 
média segundo a qual a água deixa a piscina durante os pri- 
meiros 5 min e (b) quão rápido a água está fluindo da pisci- 
na $ min após o início do escoamento. 

Um balão mantém a forma de uma esfera enquanto está sen- 
do inflado. Ache a taxa de variação da área da superfície com 
respeito ao raio no instante em que o raio for 2 m. 

A importância no custo total da fabricação de x relógios de 
uma certa fábrica é dada por C(X) = 1500 + 3x + x2. Ache 
(a) a função custo marginal; (b) o custo marginal quando 
x = 40; (c) o custo real da fabricação do quadragésimo pri- 
meiro relógio. 

Se C(x) for o custo total da fabricação de x pesos de papel e 


50 x? 
Cueio: 
X 5 


ache (a) a função custo marginal; (b) o custo marginal quan- 
do x = 10; (c) o custo real da fabricação do décimo primeiro 
peso de papel. 

Se R(x) for o rendimento total recebido das vendas de x apa- 
relhos de televisão e RG) = 600x — + x?, ache (a) a fun- 


ção rendimento marginal; (b) o rendimento marginal quan- 
do x = 20; (c) o rendimento real da venda da vigésima pri- 
meira televisão. 

O rendimento total recebido da venda de x carteiras é ROS), 
e R(x) = 200x — + x?2. Ache (a) a função rendimento mar- 
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ginal; (b) o rendimento marginal quando x = 30; (c) o ren- 
dimento real da venda trigésima primeira carteira. 


Nos Exercícios de 33 a 35, use o conceito de taxa relativa, defi- 
nido como segue se y = f(x), a taxa relativa da variação de y 


com relação a x em x, é dada por nr ou, equivalentemente, 


forr calculada em x = x. 


33. 


34. 


35. 


36. 


37. 


38. 


X1 


O rendimento anual bruto de uma empresa t anos a partir 
de 1º de janeiro de 1988 é p milhõesep = É t2 + 2t +10. 


Ache (a) a taxa em que o rendimento bruto estava crescendo 
em 1º de janeiro de 1990; (b) a taxa de crescimento relativo 
do rendimento bruto em 1º de janeiro de 1990 com aproxi- 
mação de um-décimo da percentagem; (c) a taxa em que o 
rendimento bruto deveria crescer em 1º de janeiro de 1994: 
(d) a taxa antecipada de crescimento relativo do rendimento 
bruto em 1º de janeiro de 1994 até 0,1 por cento. 

Uma empresa inicia seus negócios em 1º de abril de 1987. 
Os rendimentos anuais brutos da firma após t anos de ope- 
ração são de p, onde p = 50.000 + 18.000 + + 60042. (a) 
Ache a taxa segundo a qual os rendimentos brutos cresce- 
ram em 1º de abril de 1989; (b) ache a taxa de crescimento 
relativo em 1º de abril de 1989, com aproximação de 0,1 por 
cento; (c) ache a taxa em que o rendimento bruto deverá estar 
crescendo em 1º de abril de 1997; (d) a taxa prevista de cresci- 
mento relativo do rendimento bruto em 1º de abril de 1997, 
com aproximação de 0,1 por cento. 

Suponha que o número de pessoas da população de uma de- 
terminada cidade t anos após 1º de janeiro de 1986 será 
40 + 200t + 10.000. (a) Ache a taxa segundo a qual a po- 
pulação terá crescido, em 1º de janeiro de 1995. (b) Ache a 
taxa de crescimento relativo da população, estimada em 1º de 
janeiro de 1995 com aproximação de 0,1%. (c) Ache a taxa 
segundo a qual a população estará crescendo em 1º de janei- 
ro de 2001. (d) Ache a taxa de crescimento relativo da popu- 
lação, estimada em 1º de janeiro de 2001 com aproximação 
de 0,1 por cento. 

Duas partículas 4 e B movem-se para a direita numa reta 
horizontal e partem de um ponto O. Seja s cm a distância 
orientada do ponto O em ts. As equações de movimento são 


s=4t + 5 (paraa partícula 4) 
s=7] + 3t (paraa partícula B) 


Se t = 0 no começo, para que valores de 1 a velocidade da 
partícula 4 supera a velocidade de B? 

O lucro de um varejista é $100y quando são gastos diaria- 
mente $x em propaganda e y = 2.500 + 36x — 0,2x2. Use 
a derivada para determinar se seria lucrativo aumentar a verba 
de propaganda, considerando a verba diária de propaganda 
(a) $60 e (b) $ 300. (c) Qual seria o valor máximo de x abaixo 
do qual seria lucrativo aumentar a verba de propaganda? 
Mostre que para toda função linear f, a taxa média de varia- 
ção de f(x) quando x varia de x, até x, + k é a mesma que 
a taxa de variação instantânea f(x) em x,. 
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3.5 DERIVADAS DAS Para mostrar que a função seno tem uma derivada, aplicamos a identidade tri- 
FUNÇÕES TRIGONOMETRICAS gonométrica 


sen (a + b) = senacos b + cosasen b (1) 


bem como os Teoremas 2.8.2 e 2.8.5 
Seja f a função seno, assim 


J(x) = sen x 


Da definição de derivada, 


Jo + Ax) — SO) 


“O) = lim 
: sen(x + AX) — sen x 
= lm ——————>— 
Ax>0 Ax 


A fórmula (1) para sen(x + Ax) é usada para obter 


Fo im sen x cos(Ax) + cos x sen(Ax) — sen x 
Ax> O i A x | 
< lim Se x[cos(Ax) — 1] o fa cos x sen(A x) 
Ax—0 Ax Ax>0 Ax | 
| — A | 
= — lim 1 esto lim sen +) + lim cos d) lim Senta) (2) 
Ax—>0 Ax Ax->0 Ax—>0 Ax>0 0 ÀAX 
Do Teorema 2.8.5, 
| — A, 
lim mona) -0 | (3) 
e do Teorema 2.8.2, 
lim SMAM 4 


Ax—>0 Ax 
Substituindo (3) e (4) em (2), obtemos 


f(l)=—O-senx+cosx:l 
= COS X 


Provamos, assim, O seguinte teorema: 


3.5.1 TEOREMA | D,(sen x) = cos x 


EXEMPLO 1 Ache f'(x) se 

flo)= x" sen x 
Solução Encontramos a derivada do produto de duas funções aplicando o 
Teorema 3.3.6. 


fQ0) = x?D,(senx) + D,(x?) sen x 
= x?cosx + 2xsen x 
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Para encontrar a derivada da função co-seno, procedemos da mesma forma 
que com a função seno. Aqui aplicamos a identidade 


cos(a + b) = cosacosb — senasen b (5) 
Se g for a função co-seno, então 
g(x) = cos x 


g(x + Ax) — g(x) 


! ae li 
g'() ai NE 
- cos(x + Ax) — cos x 
=lm >————————— 


Ax> O Ax | 
A fórmula (5) para cos(x + Ax) é usada para obter 


cos x cos(Ax) — sen x sen(Ax) — cos x 


f e ki 
g(x) o Ro 
aii cos x[cos(Ax) pia 1] cio sen x sen(A x) 
Ax>0 Ax Ax>0 Ax 
| — AN 
= — lim aÃ (tim cos x) = lim sen x) im MÃO (6 
Ax— O y Ax Ax>O Ax— O Ax—0 Ax 
Substituindo (3) e (4) em (6), obtemos 
g'(x) = -O-cosx-— senx- 1 
= —sen x | 


O teorema a seguir foi, então, provado. 


3.5.2 TEOREMA | D, (cos x) = — sen x 


EXEMPLO 2 Ache ay se 


dx 
= sen x 
"214 - 2cosx 
Solução Aplicamos o Teorema 3.3.7 (derivada de um quociente). 
dy E (1 —- 2cosxy D,(senx) — senx : DX] — 2 cos x) 
dx (1-2 cosx? 


(1 — 2 cos xJ(cos x) — sen x(2 sen x) 


(1 —- 2 cos x) 


— Ccosx — 2cos? x + sen? x) 


(1 — 2 cos x? 


cosx — 2 
(1 —- 2 cos x? 


| 


As derivadas das funções tangente, co-tangente, secante e co-secante são ob- 
tidas de identidades trigonométricas envolvendo o seno e o co-seno, bem como 
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suas derivadas e teoremas sobre derivação. Para a derivada da tangente aplica- 
mos as identidades | 


sen x 





1 
tg x = secx =-————  sen?x+cos!x=l 
Cos x cos x 


3.5.3 TEOREMA 





Prova 
sen x 
Datg x) = pd) 
.- cosx: Dásen x) — sen x «'Dícos x) 
E cos? x 
— (cos xXcos x) — (sen x)(— sen x 
cos? x 


- cos? x. + sen? x 
cos? x 


= o 
cos? x 


= sec? x mB 





3.5.4 TEOREMA | D,(cotg x) = —cosec? x 


A demonstração desse teorema será deixada como exercício (veja o Exercício 
1). Ela é análoga à do Teorema 3.5.3. As seguintes identidades serãó usadas: 


! 
Cos x Lo: 
cosec x =—— 
sen x sen x 





cotg x = 


3.5.5 TEOREMA | D.(sec x) = sec x tg x 





Prova 


D Ásec x) = Dd 





Cos X 


“cosx-D4I)—1-Ddcosx) 
E cos” x 


“cosx:0— 1-(—senx) 





cos”? x 
sen x 
cos? x 
l sen x 


Cos x Cosx 








=secxtg x E 
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3.5.6 TEOREMA 
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EXEMPLO 3 Calcule 
d 
Es (tg x sec x) 
Solução 
d a 4 a 
FE (tg x secx) = tg x E (sec x) + dx (tg x) * sec x 


= te x(secxtg x) + sec? x(sec x) 


= secxtg' x + sec' x 





- A demonstração desse teorema também será deixada como exercício (veja o 
Exercício 2). | 

Num curso de Trigonometria, os gráficos das funções são esboçados por meio 
de considerações intuitivas. Podemos agora obter esses gráficos de uma manei- 
ra mais formal, usando as derivadas das funções trigonométricas. Primeiro dis- 
cutiremos os gráficos do seno e do co-seno. Para cada uma dessas funções o 
domínio será o conjunto de todos os números reais e a imagem será [— 1,1]. Seja 


f(x) = senx f(x) = cosx 
Para determinar onde o gráfico tem uma tangente horizontal, resolvemos f' (x) = 
= 0 e obtemos x = 5- + kz, onde k é qualquer inteiro. Para esses valores de 


x, sen x é +1 ou —1 e esses são o maior e o menor valor que sen x assume. 
O gráfico intercepta o eixo x nos pontos onde sen x = 0, isto é, nos pontos 
x = kr, onde k é qualquer inteiro. Além disso, quando k for um inteiro par, 


“Sf(kn)=le quando k for um inteiro ímpar, f' (kr) = — 1. Assim, nos pontos 


de intersecção do gráfico com o eixo x, a inclinação da reta tangente é +1 ou 
— 1. Dessas informações traçamos o esboço do gráfico da função seno, mostra- 
do na Figura 1. 





FIGURA 1 


Para o gráfico da função co-seno, usamos a identidade 


cos x = sen(x + 57) 


Assim, o gráfico do co-seno é obtido do gráfico do seno, transladando o eixo y 
-> unidades para a direita. Veja a Figura 2. 


Tabela 1 
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ftx) = cos x 


FIGURA. 2 


EXEMPLO 4 Ache uma equação da reta tangente ao gráfico da função co- 
seno no ponto (57, 0). 


Solução Se f(x) = cos x, f(x) = —sen x. Então, f' (57) = -sen 7. 
Como sen 57 = —1,f (57) = 1. Da forma ponto-inclinação da equação da 
reta tangente tendo inclinação 1 e passando pelo ponto (7, 0), temos 


y-0=1(x—3m) 


y=x-—- à 


Consideremos agora o gráfico da função tangente. Como 


te(—- x) = —-tg x 
o gráfico é simétrico com respeito à origem. Além disso, 

te(x + 7) = tg x 
e assim, a função tangente é periódica, com período fundamental x. A função 
tangente é contínua em todos os números de seu domínio, o qual é o conjunto 
de todo os números reais, exceto aqueles da forma 3a + kr, onde k é qual- 
quer inteiro. A imagem é o conjunto de todos os números reais. Se k for um 


inteiro qualquer, tg kr = O. Logo, o gráfico intercepta o eixo x nos pontos 
(kz, 0). Seja 

fo) = tgx f(x) = sec? x | 
Como f'(kx) = sec? kx e sec? kr = 1 para todo k inteiro, segue que onde 
o gráfico intercepta o eixo x, a inclinação da reta tangente é 1. Resolvendo f(x) = 
= O temos sec? x = 0. Como sec? x > 1 para todo x, concluímos que não exis- 


tem retas tangentes horizontais. 
Consideremos o intervalo [0, 5) no qual a tangente está definida, 


sen x 


lim tgx = lim 
Cos x 


Xxs1n/20 X> 281/20 


Como lim senx = le lim cosx = 0, ondeo cos x está tendendo a zero 


xXx > n/27 XxX > 1/27 


através de valores positivos, 


lim tgx=+ 00 
Xx> n/27 
Logo, a reta x = x/2 é uma assintota vertical do gráfico. Na Tabela 1 estão 
alguns valores de x no intervalo [0, 3) e os valores correspondentes de tg x. 
Colocando num gráfico os pontos com coordenadas (x, tg x), obtemos uma parte 
do gráfico, para x em [0, +71]. 
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y 
| | | 
| | | | 
| | | 
| o É | | 
| | | 
| 2 | | 
| | | 
| 1 | | 
| | | | 

-3 e O 1 di 
5 FIA > q 27 qm 37 
| | 1 | | 
, | | 
| | E —2 | | 
| | | | 
| Ip o —S3 | | 

| | 
| | | | 
fO) = tg x 
FIGURA 3 


Considerando a simetria da função tangente com relação à origem, obtemos a 
parte do gráfico para xem (— 57, 0). O período sendo x, completamos o gráfico 
que é mostrado na Figura 3. 

Podemos obter o gráfico da função co-tangente a partir daquele E função 
tangente, usando a identidade 


cotgx = —tg (5 + x) 


Da identidade acima, vemos que o gráfico da co-tangente é obtido do gráfico 
da tangente, transladando o eixo y em 5 unidades e fazendo em seguida uma 
reflexão ao eixo x. Um esboço do gráfico da função co-tangente está na Figura 4. 


| | | | 
| | | | 
| | | 
| | 3 | | 
| | | | 
| 2 | 
| | | | 
| | 1 | | 
| | | | 
- 
-2m = a O E T e 27 
| 2 | 2 2 2 | 2 | 
| | 
| | | 
| | -=2 | | 
| | | | 
| | —3 | | 
| | | | 
| | | 
| | | 
S(w) = cotg x 
FIGURA 4 


Como 
sec(x + 27) = sec x 


a função secante é períodica, com período fundamental 2x. O domínio da fun- 
ção secante é o conjunto dos números reais, exceto aqueles da forma 5 + kz, 
onde k é qualquer inteiro. A imagem é (- 00, — 1] U [1], +00). A função é con- 
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tínua em todos os números em seu domínio. Não há intersecção do gráfico com 
O eixo x, pois sec x não se anula nunca. 

Usaremos a derivada para determinar se o gráfico tem alguma tangente hori- 
zontal. Seja | 


SÍ(x) = sec x f'Q) = secxtg x 


Resolvendo f'(x) = 0, resulta que sec xtg x = 0. Como secx £ 0,f(x) = 0 
quando tg x = 0, isto é, quando x = k7x, onde k é um inteiro qualquer. 


Primeiro vamos considerar o gráfico para xem (-3, 3) U (E, 57). Exis- 


tem retas tangentes horizontais em x = 0e x = 1. 














lim secx= lim lim secx= lim 
x>—n/2* x>-—n/2+ COS X x>7n/20 x>n/2— COS X 
l 1 
lim secx= lim lim secx= lim 
x>n/2+ x>n/2+ COS X x> 31/27 x>3n/27 COS X 
=—0O = — O 
Logo, asretasx = -S,x=Zex= ção assintotas verticais do gráfico. 


Com as informações acima e marcando no gráfico alguns pontos, obtemos 
um esboço do gráfico da função secante para xem (-5, 3) U (3, E). Co- 


mo o período é 2r, um esboço do gráfico está na Figura 5. 


He) 










— —  — q e — — mma 


fx) = sec x 


FIGURA 5 


Da identidade 


cosec x = sec(x — 5) 


Obtemos o gráfico da função co-secante a partir daquele da secante, transla- 
dando o eixo y em 5 unidades para a esquerda. Um esboço do gráfico da fun- 


ção co-secante está na Figura 6. 
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6 


f(x) = cosec x 








EXERCÍCIOS 3.5 
1. Prove: D,(cotg x) = — cosec? x. 
2. Prove: D,(cosec x) = — cosec x cotg x. 


Nos Exercícios de 3 a 16, ache a derivada da função dada. 


3. f0) = 3 sen x 

5. g0) tg x + cotg x 

7. IO) = 2t cost 

9. g(x) = xsenx + cos x 
112. A(x) = 4senxcos x 
13. 7/0) = x? cosx — 2x sen x — 2 cos x 
14. h(0) =y*-ycosy + 2yseny + 2cosy 
15.70) = 3 secxtg x 


Nos Exercícios de 17 a 30, calcule a derivada indicada. 


17. Dkcotg y cosec y) | 18. D(cos x cotg x) 





19. D, (: Es É) 20. D, (2º) 
z+1 t 





4. g(x) = sen x + cos x 

6. f(x) = 4secx — 2 cosec x 
8. SO) = 4x? cos x 

10.90) = 3seny —- ycosy 
12./(x) = x? sen x + 2x cos x 


16. J(1) = senttgt 


d sen x d /x+4 
21. — |——— 22. — 
dx ( — COS -) dx (= —) 
23. (teto gu ef OE 
dt icost— 4 dyil —seny 
— 1 
25. À Ec 6. À sen x — 
dyll-—seny dx ticos x + 1 


27. Dd(x —sen xXx + cosx)] 28. D[(2º + cos z)(2z —sen2)] 


29. D, (Looser 1) 
cosec t + 2 


D tey + 1 
Putgy-l 





Nos Exercícios de 31 a 42, ache f' (a) para o valor de f'(a). 


31. 
33. 


35. 
36. 


37 
38 
39 
40 
41 


42. 
43. 


. 


fix) =xcosx;a=0 32. f(x)=xsenx;a= 37 


fog= 


fb)=xtgx;a =" 
fOo)=x?cosx — senx;a = 0 
f(x)=senx(ícosx — D);a = 7 
f(x) = (cos x + Ilxsenx — D);a = Sa 
fO)=xcosx+ xsenx;a = 57 
fo)=tgx+secx;a = 

10) =2 cotg x — cosecx;a = 2n 


Cos x. 


1 SEC X 
;/4=5T] = R 


34. S(x) qo s=a 








1 3 
X 2 ————————— * — — — 
ft3 cotg x — 1'* cas 
(a) Use uma calculadora para tabular até quatro casas 


ad, = nu 
senyn + h)- senda quando h é 1; 
h 


0,5; 0,1;0,01;0,001ehé — 1; — 0,5; — 0,1; — 0,01; — 0,001. 
A que o quociente parece tender quando h se aproxima de 


ua nie 
0? (b) Ache lim SMG5% + À) Sen 5% inerpretando-o 
R 
h+>0 


decimais, valores de 


como uma derivada. 


- (a) Use uma calculadora para tabular até quatro casas de- 


cos(Gn + h) — cos 7 


cimais valores de quando A é 1; 


h 
0,5; 0,1;0,01;0,001ehé — 1; — 0,5; — 0,1; — 0,01; — 0,001. 
À que o quociente parece estar tendendo quando se aproxima 


de 0? (b) Ache lim 


h>0 


como uma derivada. 


cos(&n + h) — cosiz 
h 


, Interpretando-o 
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45. (a) Use uma calculadora para tabular até quatro ca- 


tem + h)-tgda 


sas decimais valores de quando A é 


h 
0,1; 0,01; 0,001; 0,0001; 0,00001, eh é — 0,1; — 0,01; — 0,001; 
— 0,0001; — 0,00001. A que o quociente parece tender quan- 
do h aproxima-se de zero? (b) Ache 


+ ou 
j — tan 
lim tanfam + h)— tanga, interpretando-o como 
h>0 h 


uma derivada. 

46. (a) Use uma calculadora para tabular até quatro casas deci- 
sec(ir + h) — secir 
h 
0,1; 0,01; 0,001; 0,0001; 0,00001 e A é — 0,1; — 0,01; — 0,001; 
— 0,0001; — 0,00001. A que o quociente parece tender quan- 

do h aproxima-se de 0? (b) Ache 


mais os valores de quando A é 


a: Eu 
sec(gn + A) — secgr . 
lim Seen + h)- secgr. interpretando-o como uma 
h+0 h 
derivada. 
47. (a) Use uma calculadora para tabular até quatro casas 
1 
RR cos x — cos FT : 
decimais os valores de + quando x é 
Xx-— 7 
3. d9 199. 33 in, Ur, E 
Soil; Dr, TE 12007» 20001 € X É ri E 00 7º» 4007» 


Fm. A que o quociente parece tender pendo x se apro- 


cos x — cos Jim, 
Rs 
En 


xima de 2? (b) Ache lim 
x > 1/6 X — 


interpretan- 


do-o como uma derivada. 


48. (a) Use uma calculadora para tabular, até quatro ca- 
Ea 
fo DR sen x — sen 34 
sas decimais, os valores de —— + — quando 
Km 


E E 199 333 Mo Z. AM 67 
x é Tuê a: Too: 600 7» Togo! € X É gota: 300 7º» 2007» 


mx. A que o quociente parece tender quando x se 


sen x — sen ix 
aproxima de Z? (b) Ache lim RR 
Xx> n/3 X— SK 
| 3 
tando-o como uma derivada. 
49. (a) Use uma calculadora para tabular até quatro casas deci- 
cosec x — cosec 27 


2 
X— 3a 


interpre- 


mais os valores de quando, x é SA 


19, 3 199.333 OL. 67. 1001 
io s0 > 300%» SO € X é o; 19%, 150 70 10075 “1500 


A que parece tender o quociente quando x se aproxima 


CcosSEC X — cCOSsec +] 


“de 2a? (b) Ache lim RES O e interpre- 
x > 21n/3 X — EK 


tando-o como uma derivada. 


50. (a) Use uma calculadora para tabular, a EE pano ca- 


cotg x — cotg 4 


x= dz 


; 29 299 — 599 2999 61 301 
é anão dot BOM dO EX É DM, ST “00 Ts 


sas decimais, os valores de - quado x 


Boom Som. A que o quociente parece tender quando 


: p cotg x — cot 
x se aproxima de Sn? (b) Ache lim Cotgx — cotg jm 
X— 3H 


| x-— 47 
interpretando-o como uma derivada. 


51. Ache uma equação da reta tangente ao gráfico da função se- 


no no ponto (a) x = 0; (b)x = E (o) x =. 


52. Ache uma equação da reta tangente ao gráfico da função co- 


seno no ponto (a) x = 5; (bx = - Sl(oO)x = +. 


53. Ache uma equação da reta tangente ao gráfico da função tan- 


gente no ponto (a) x = 0; (bx = Ei(l)x = —4L. 


54. Ache uma equação da reta tangente ao E da HENESo 


secante no ponto (a) x = Si (bx = —T (oO) x = n. 


Nos Exercícios de 55 a 58, uma partícula move-se ao longo de 
uma linha reta de acordo com a equação dada, onde s cm é a 
distância orientada da partícula, da origem, em ts. 

(a) Qual a velocidade instantânea da partícula em t s? 

(b) Ache a velocidade instantânea da partícula em t, s para ca- 
da um dos valores de t,. 

55.s=4sent; té, 57,51, 271 em 

56. s 
918 


= 6costé0, minor er 
= -3cos t; Ea aos Tn, 67 er 
58.s = —- >sent; té0, MA GAR CR 


59. Seum corpo com W kgf de peso é arrastado por um piso ho- 


rizontal por uma força de F kgf de magnitude e numa dire- 
ção que faz com o chão um ângulo de 6 rad, F será dada por 
kW 
k sen 60 + cos 60 
onde k é uma constante chamada de coeficiente de atrito. 
Se k = 0,5, ache a taxa de variação instantânea de F em re- 
lação a 8 quando (a) 0 = Z:; (b) 0 = 5. 


60. Um projétil é atirado por uma arma com um ângulo de ele- 


vação cuja medida em radianos é 7a e com uma velocida- 


de inicial de vo m/s. Se R m for o alcance do projétil, então 
vê | 
R = Era sen q O<ax<r 


onde g m/s” é a aceleração devido à gravidade. (a) Se 
vo = 480, ache a taxa de variação de R com respeito a 
a quando a = > (isto é, o ângulo de elevação mede + rad). 


Tome g= 10. (b) Ache os valores de a para os quais D, R > 0. 





3.6 A DERIVADA Para encontrar a derivada de uma função composta usamos um dos importan- 
DE UMA FUNÇÃO tes teoremas do Cálculo chamado de regra da cadeia. Antes de enunciar esse 
COMPOSTA E À teorema, vamos dar três ilustrações mostrando como teoremas anteriores po- 
REGRA DA dem ser usados para determinar as derivadas de algumas funções compostas. 
CADEIA Em cada ilustração, a expressão final da derivada será escrita sob uma forma 

nova para você, de modo que possamos associá-la com a regra da cadeia. 
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Db ILUSTRAÇÃO 1 Se 
F(x) = (4x? + 1? 


podemos obter F'(x) aplicando duas vezes o Teorema 3.3.6 (a derivada de um 
produto). O cálculo é o seguinte: 


F(x) = (4x? + 14x? + 1) 
F'(x) = (42 + 12 -D(4x2 + 1) + (4x2 + 1): D,[(4x2 + 1)(4x? + 1)] 
= (4x? + 1)48x) + (4x? + (4x? + 1)(8x) + (4x2 + 1)(8x)] 
= (4x? + 1)8x) + (4x? + D[2(4x? + 1)(8x)] 
= (4x2 + DX8x) + 2[(4x? + 1)2(8x)] 
Assim, 


F'(x) = [3(4xº + 1)7](8x) (1) 


- Observe que F é a função composta f o q, onde f(x) = x*eg(x) = 4x? + 1; 


Isto é, | 
F(x) = f(900)) 
= f(4x? + 1) 
= (4xº + 1) 
Como f(x) = 3x2 e g'(x) = 8x, temos de (1) 
FO) = f(g0))g'0) (2) 


D ILUSTRAÇÃO 2 Se 
G(x) = sen 2x 
então, para encontrar G'(x), podemos usar as identidades trigonométricas 
sen 2x = 2 sen xcos x cos 2x = cos? x — sen? x | | 
e o Teorema 3.3.6. Temos 
G(x) = 2 sen x cos x 


G'(x) = (2 sen x) Dícos x) + (2 cos x) Dsen x) 
(2 sen x)(— sen x) + (2 cos x)Jcos x) 
= 2(cos? x — sen? x) 


Logo, 
G'(x) = (cos 2x)(2) (3) 
Se tomamos f(x) = sen xe g(x) = 2x, então G é a função composta f o 9, 
Isto é, 
GO) = Ha(x)) 
= f0>) . 
= sen 2x 


Como f'(x) = cos xe g'(x) = 2, podemos escrever (3) na forma 


G'0) = f(g0))g'0) (4) 
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D ILUSTRAÇÃO 3 Se 
H(x) = (cos x) | 

podemos calcular H'(x) usando primeiro a identidade (cos x)! = sec x 
H(x) = sec x 
H'(x) = sec x tg x 


o l sen x 
COS X COSX 








=( 





Logo, 
H'(x) = [-I(cos »)-J(— sen x) (5) 
«4 
Com f(x) = xl e g(x) = cos x, H é a função composta f o g; isto é, 


HO) = Halo) 


= f(cos x) 
= (cos x)! 
como f(x) = —1 :x-2eg'(x) = —sen x, podemos escrever (5) na forma 
Hx) = S(g0))g'() (6) 


Observe que os segundos membros de (2), (4) e (6) são todos f'(g(x)) g' (1), 
que é o segundo membro da regra da cadeia, enunciada no teorema a seguir. 


3.6.1 TEOREMA | Se a função g for derivável em xe a função f for derivável em g(x), então a 
A Regra da Cadeia | função composta f o E será derivável em x, e | 





Fo 0) = f(g0) 809 a (7) 


Antes de apresentarmos uma demonstração da regra da cadeia, vamos dar 
duas outras ilustrações mostrando sua aplicação. 


> ILUSTRAÇÃO 4 Sejam 

fo)=x'º 0 go)=2x-— 5x2 +4 
Então, a função composta / o g definida por 

(fc gb) = Hg(x)) 

= (2xº — 5x? 4 4)!º 

Para aplicar (7), precisamos calcular f'(g(x)) e g'(x). Como fx) = x!º, 
f(x) = 10x”; assim 

F(g09)) = 10[g(x)]º 

fg) = 10(2xº — 5x? + 4)º (8) 
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Além disso, como g(x) = 2X — 5xº + 4, 
g(x) = 6x? — 10x (9) 
Logo, de (7), (8) e (9), temos 


(So 9/6) = fg ))g' 6) 
= 10(2x) — 5x? + 4)(6x? — 10x) «4 


b ILUSTRAÇÃO 5 Sejam 
fo)=senx go)=x]+3 
Então, a função composta f o qg será definida por 


O e gl) = f(g69)) 


= sen(x? + 3) 
Calculamos f'(g(x)) e 9' (x). Como f(x) = sen x, f(x) = cos x. Logo, 


F(g(x)) = cos[g(x)] 


F(g6)) = cos(x” + 3) (10) 
Como g(xy)=x?+3, 


g(x) = 2x | (11) 
Assim, de (7), (10) e (11), obtemos | 
(o 90) = f(g0))g'0) 
= [cos(x? + 3) |(2x) 
= 2x cos(x? + 3) < 
D ILUSTRAÇÃO 6 Suponha 


(5) 


Para determinar h'(x), seja 
5 2 | 
SO) = x gx) = -—— 
| x—1 
Então, 
2 


fo)=5x* 0 g()= ER 


Como h(x) = f(g(x)), temos da regra da cadeia 


h'0) = Sg69)) - ge) 


= 2º. —2 
Cdx) (x—1? 
— 160 


“(Ty ” 


Ao calcular as derivadas pela regra da cadeia não escrevemos as funções f 
e g como fizemos nas Ilustrações 4, 5 e 6, mas nos lembramos de suas defini- 


3.6 A Derivada de uma Função Composta e a Regra da Cadeia 185 


ções. Por exemplo, o cálculo na Ilustração 6 poderia ser escrito como 








EXEMPLO 1 Encontre f'(x) pela regra da cadeia, se 
1 
Poe 4x* + 5x2 — 71x +8 


Solução Escrevendo f(x) = (4x3 + 5x? — 7x + 8)! e aplicando a regra 
da cadeia, iremos obter 


fo)=-—-4x% +5x]— 7x +8)2-D44x + 5x? — Tx + 8) 
= —I(4x*+ 5x? — 7x + 8) (12x? + 10x — 7) 
CC —1282-10x+47 
“(40 45x] — 7x +87 


EXEMPLO 2 Calcule 


d[/2x+1Yº| 
dx | A3x — 1 
Solução Da regra da cadeia, 
d 2x +11 4 2x +17 do 2x + 1 
dx|N3x— 1) | ÀAIx— 1/0 dxlIx— 1 
“4 2x + 19º (3x — 12) — (2x + (3) 
— ÀA3x— (3x — 1) 
—- 4Qx+ D(—S) 
 (Gx- 1% 


Mx + IP 
o (Gx- 1) 














Se a notação de Leibniz for usada para a derivada, a regra da cadeia poderá 
ser enunciada da seguinte forma: 
Se y for uma função de u, definida por y = f(u)e <a existir, e se u for uma 


função de x, definida por u = g(x) e e existir, então y será uma função de 
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A, 
xe Es existirá e será dada por 
dy dy du 
dx 
du dx (12) 
Observe em (12) uma forma conveniente para memorizar a regra da cadeia. O 
enunciado formal sugere uma “divisão”? simbólica de du no numerador e de- 
nominador do segundo membro. Entretanto, lembrando a Secção 3.1 quan- 
dy 
| X 
dx têm significados independentes. Logo, devemos considerar (12) como uma 
fórmula envolvendo a notação formal de derivação. 
Outra maneira de escrever a regra da cadeia é fazer a substituição u = g(x). 
Então 


Ceogo)=Hu  (fego)=D fu Ff(go)=ftu gl)=Dyu 


com essas substituições (7) torna-se 


DA SCu)] = f(u)D,u | 


Usaremos essa forma da regra da cadeia para enunciar fórmulas importantes 
de derivação. Se u for uma função derivável de x, temos dos Teoremas 3.5.1 
— 3.5.6 as seguintes fórmulas envolvendo as derivadas das funções trigonomé- 
tricas: se u for uma função derivável de x 


do foi introduzida a notação de Leibniz , foi enfatizado que nem dy nem 

















Dísenu) = cosu D,u D,(cos u) = — sen u D,u 
Dítgu) = sec? u D,u D,(cotg u) = — cosec? u D,u 
D(secu) = secu tg.u D,u D,(cosecu) = —cosec u cotg u Du 








EXEMPLO 3 Encontre F'(t) se 
F(t) = tg(Q3t? + 2º) 


Solução Aplicamos a regra da cadeia, 
F'(t) = sec(3tº + 20): D(3t” + 21) 

sec (3t? + 21) -(6t + 2) 

= M3t + 1) sec!(3tº + 21) 


| 


EXEMPLO 4 Encontre EA se 
dx 


y = sen(cos x) 


Solução Aplicamos a regra da cadeia. 
d 
a = cos(cos x)[D (cos x)] 


= cos(cos x)[— sen x| 
= — sen x [cos(cos x)] 





3.6 A Derivada de uma Função Composta e a Regra da Cadeia 187 


EXEMPLO 5 Encontre f(x) se 
fl) = (3x? + Dx? — 5x) | 
Solução Consideremos f como o produto de duas funções g e A, onde 
= +20 no)=(2- 5) | 
Do Teorema 3.3.6 para a derivada do produto de duas funções, 
F0) = ge)h'bo) + hO)g'to) 
Encontramos h'(x) e g'(x) pela regra da cadeia. 
FO) = (32 + AB — Sx)A2x — 5)] + (2 — SP (23x? + 2)6x)] 
= YU3x? + 2x? — 5x)[(3x? + 22x — 5) + Ax(x — 5x)] 
= 3(3xº + 2x? — 5x)?[6xº — 15x? + 4x — 10 + 4xº — 20x] 
= 33x? + 2x” — 5x) (10xº — 35x? + 4x — 10) 


EXEMPLO 6 Calcule 
D (sec? 2x?) 


Solução Usamos a regra da cadeia duas vezes. 


Ea ERR D (sect 2x2) cs 4 sec) 2x*[D (sec 2x?)] 


= 4 sec? 2x2[(sec 2x? tg 2x?) D.(2xº)] 
= (4 sec! 2x? tg 2x7)(4%) | 
= 16x sec! 2x? tg 2x? 


Vamos retornar agora à questão da demonstração da regra da cadeia. Uma 
parte importante da prova consiste em introduzir a nova função F que tem pro- 
priedades úteis. Esse recurso de ''construção”” de uma função é comum em Ma- 
temática. 


Prova da Regra da Cadeia Seja x, qualquer número do domínio de q, tal que g 
seja derivável em x, e f seja derivável em g(x,). Vamos formar a função F de- 
finida por | 


Ho) — Hglx:)) ss pesate) 


H)=4 t—gy(x,) (13) 
Figtx,)) se t = g(x,) 
Então, 
t>g(x1) gx) t— g(xi) 


De (7) na Secção 3.1, a função no segundo membro da fórmula acima é 
f(g(x1)). Logo, 


lim FO) =/(g(x1) (14) 


t-g(x1) 


Mas de (13), 
Fal) = F(g0c1)) 
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Substituindo essa igualdade em (14), obtemos 
lim F(t) = F(g(x,)) 
) 


t- g(X1 
Portanto, F é continua em g(x,). Além disso, de (13), 


Ho) — Halx,)) 


dida t— g(xs) 


se t + g(x4) 


Multiplicando ambos os lados dessa equação por t — g(x,), obtemos 
Ho — Hg) = Folt — g(x))]) set* gx) (15) 


Observe que (15) é verdadeira, mesmo que t = g(x,), pois o primeiro mem- 
bro é 


Hgtx) — Hg(x,)) = O 
e o segundo membro é 


Fgtx Dlylx,) — g(x)| = 0 


Logo, a restrição em (15) de que t * g(x,) não é necessária e escrevemos: 


Ho) — Hal) = FÃ — g(x1)] (16) 
Seja, agora, h a função composta f o q, tal que 
ht) = Hg09)) (17) 
Então, de (7) da Secção 3.1, se o limite existir, 
hlx) — h(x4) 


h'(x4) = lim 
XX É da X14 


Substituindo (17) no segundo membro dessa igualdade, obtemos 


nc) = tim LCD = Soto) us 


X>X1 NX — X4 
se o limite existir. Seja, agora, t = 9(X) em (16); segue, então, que para todo 
x no domínio de q, tal que g(x) esteja no dominio de f, 


F90)) — Hb) = Hg) LC) — g(x1)] 
Substituindo em (18), temos 


nx) = lim EOCDLCI — 960] 


X> X] X— X 


Assim, se o limite existir 


h(x,) = lim Flg(x)) : lim geo — gt (19) 
XH+X1 X>X1 ad | 
Como F é continua em g(x,), 
lim F(g(x)) = F(g(x4)) (20) 


XOaAI 


Mas de (13), 
F(g(x1)) = f(g(x1)) 


Exercícios 3.6 
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Substituindo em (20), obtemos 


o F(g0)) = f(g(x1)) 


(21) 


Além disso, como q é derivável em x,, 


tim SO) 


X — X4 


— g(x,) 


X—X1 


= g(x1) 


Substituindo de (21) e dessa equação em (19) e trocando A'(x,) por (f o 9) “Cc, 


temos 


o gx) = Fglx1))- g(x,) 


que é (7) com x substituído por X,. Dessa forma, provamos a regra da cadeia. 


[DJ ZPE" [[[][[ "e" mm ——— 


EXERCÍCIOS 3.6 
Nos Exercícios de 1 a 12, ache a derivada da função dada. 


1. f09) = (Dx + 1) 2. flo) = (10 — 5x)! 

3 Fo)=(0 +4x— 5) 4 d)=0rt 482 +1P 
Ss M0)=(0-1P+U-I 6 HB=(2-32+40" 
7. f(x) = E + 4)? 8. g(x) = sen x? 

9. f(x)=4cos3x — 3 sen 4x 10. G(x) = sec? x 

11. h(t) = 4 secê 2t — sec 2t I2. f(x) = cos(3x? + 1) 


Nos Exercícios de 13 a 24, calcule a derivada indicada. 


d d 
13. — (sec? x tg? x) 14. — (2 sen? £ cos? t) 
dx dt 


15. é (cotg! t — cosec? t) 16. - [(4xº + 7)2(2x) + 19] 
17. DIGu + SPQGu- 17] 18 
19. Dix — 5) 4x +3)2] 20, 
21. Dil(r? + 14272 + Sr — 37) 


D(y + 3)(5y + 1)2(3y? — 4)] 


df au ETR 
dy ly+2 “ASP +41 


Nos Exercícios de 25 a 36, ache a derivada da função dada. 


Dullx* — 4x" 2x2 4 1)71] 
DA(Qx— 9)(x* + 4x — sy] 


23. 


2x1 Y (+ 
25. fl) = (17) 26. F(x) = (5x = 8) 
Ns -53 Ux D+ 
29. alt) = a -— 1) 30. f(x) = tg” x? 
31. fo) =(tg2x — x?) 32. G(x) = (2 senx — 3 cos x)? 
= sen 2y alx) — Sotg? 2x 
33. 40) = cos? 2y + 1 ENE 1+ x 
35. F(x) = 4 cos(sen 3x) 36. f(x) = sen*cos 2x) 


37. Ache uma equação da reta tangente à curva y = (2 — 1)? 
em cada um dos seguintes pontos (— 2, 9), (— 1, 0), (0, 1), 
(1,0) e (2, 9). Faça um esboço do gráfico e desenhe segmen- 


tos das retas tangentes nos pontos dados. 


38. 


Ache uma equação da reta tangente à curva y = 


K 


no ponto x = +. 


4 tg 2x 


Nos Exercícios de 39 a 42, uma partícula move-se ao longo de 
uma reta de acordo com a equação dada, onde s cm é a distância 
orientada da partícula até a origem, emt's. (a) Qual será a velo- 
cidade da partícula em ts? (b) Ache a velocidade instantânea da 


- partícula em t s para cada valor dado de t,. 


2-1? 

39. s = TE Dr! 26 612 
3» 

a s=-((5), t20;t, €35,1 


41. 
42. 


43. 


- 44. 


45. 


s=Ssenat + 3cosnt;t, é 1,2 

s=2cosn(t+ 1);t, é 1,3 

A força eletromotriz de um circuito elétrico com um gerador 
simplificado é E(t) volts em £ s, onde E(t) = 50 sen 120 x t. 
Ache a taxa de variação instantânea de E(t) em relação a t 
em (a) 0,02 se (b) 0,25. 

Uma onda produzida por um som simples tem a equação 
P(t) = 0,003 sen 180 xt, onde P(t) dinas/cm? é a diferen- 
ça entre a pressão atmosférica e a pressão do ar no tímpa- 
no, em ts. Ache a taxa de variação instantânea de P(t) em 
relação a t em (a) 5 s: (b)d = 8 (c) + TS. 


Quando um pêndulo com 10 cm de comprimento balança, 
de modo que 6 seja a medida em radianos do triângulo for- 
mado pelo pêndulo e uma reta vertical, então, se h(6) cm 
for a altura da extremidade do pêndulo acima de sua posi- 
ção mais baixa, A(0) = 20 sen? + 6. Ache a taxa de varia- 
ção instantânea de A(9) em relação a 6 quando 

(a) 0 = Im; (D)0 = x 


- Se K unidades quadradas for a área de um triângulo 


retângulo, 10 unidades será o comprimento da hipotenusa 
e a será a medida em radianos de um ângulo agudo, então 
K = 25 sen 2a. Ache a taxa de variação instantânea de K 
em relação a a quando (a) a = ns: (ba = Ir;(ca =. 
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47. Em uma floresta, um predador alimenta-se de sua presa, e 
a população de predadores em qualquer época é uma fun- 
ção do número de presas naquele momento. Suponha que 
quando há x presas na floresta, a população de predadores 
éyey = x? + 90. Além disso, se ! semanas tiverem se 


passado até o final da temporada de caça, x = 7t + 85.4A . 


que taxa a população de predadores estará crescendo 8 se- 
manas depois que a temporada de caça terminou? Não ex- 
presse y em termos de £, mas use a regra da cadeia. 

48. A equação de demanda para um brinquedo é p?x = 
= 5000, onde x brinquedos são demandados por mês, quan- 
do p for o preço de cada unidade. Espera-se que em t me- 
ses, onde 1 € [0,6], o preço do brinquedo seja p, onde 20p = 
= $º + 7t + 100. Qual será a taxa estimada da variação 
da demanda em relação ao tempo em 5 meses? Não expres- 
se x em termos de t, mas use a regra da cadeia. 

49. Dada fx) = x eg) = flx?). Encontre (a) f(x); (b) 
9" 09). 

50. Dadas f(u) = u? + Su + Seg() = (x + 1)/(x — 1), ache 

"a derivada def o g de duas maneiras: (a) encontrando pri- 


meiro (f o gx) e então calculando (f o g)'(x); (b) usando: 


a regra da cadeia. 

51. Deduza a fórmula da derivada da função co-seno usando a 
fórmula da derivada da função seno, a regra da cadeia e as 
identidades 


cos x = sen(5 — x)esenx = cos(5 — x) 


52. Use a regra da cadeia para provar que (a) a derivada de uma 
função par é uma função ímpar e (b) a derivada de uma fun- 
ção ímpar é uma função par, desde que essas derivadas 
existam. 


A Derivada e a Derivação 


53. Use o resultado do Exercício 52 (a) para provar que se g for 
uma função par e g'(x) existir, então se h(x) = (f o g)Xx) 
e se f for derivável em toda parte, h'(0) = O. 

54. Suponha que f e g sejam funções, tais que (1) g'(x|) e 
f'(9(x,)) existam e (ii) para todo x * x, em algum intervalo 
aberto contendo x,, (g(x) — g(x,)) = 0. Então, 


Sed) Sed) Set) e gx) 96) — 96x) 


X— X4 g(x) — g(x4) XxX — X 
(a) Prove que quando x > x,, g(x) — g(x,) e então que 
(So 90) = Hg gx) 


simplificando a prova da regra da cadeia sob a exigência adi- 
cional (ii). (b) Mostre que a prova da regra da cadeia dada 
na parte (a) aplica-se se f(x) = x? e g(x) = xº, mas que 
não se aplica se f(x) = x? e g(x) = sgn x. 


Nos Exercícios de 55 a 58, mostre que a prova simplificada da 
regra da cadeia com a exigência adicional (ii) não é válida para 
as funções f e g dadas. Em cada exercício, faça um esboço do 
gráfico de 6. 


55. Sl) = x*; g(x) = [x] 


56. fo)=x"+igo)=|x—-2+|x+2| 
57. So)=x*; go) =|x| +|x— | 


— 1 sex<0 
58. fO)= tg x; g(x)= O sex =0 
| se0<x 
59. Suponha que f e g sejam funções, tais que f(x) = — e 
e(fo gx) = x. Prove que se g' (x) existir, então g'(x) = 
= (x). 


3.7 ADERIVADA DA A função f definida por 


FUNÇÃO POTÊNCIA 


; Toe) = 
PARA EXPOENTES RACIONAIS 


(1) 


é chamada de função potência. Na Secção 3.3, obtivemos a seguinte fórmula 
para a derivada dessa função para r inteiro positivo ou negativo: 


fo) = ne 


(2) 


Provaremos agora que essa fórmula continua válida, para r racional, com cer- 


tas restrições se x 


0. 


Primeiro vamos considerar x * Oer = 1/q, onde q é um inteiro positivo. 
A fórmula (1) pode, então, ser escrita 


f(x) = x!/º (3) 
Da Definição 3.1.3, 
A lg — vila 
fo) = lim Eta ma (4) 
Ax>O X 


Para calcular o limite em (4), precisamos racionalizar o numerador. Usamos 
então a fórmula a seguir, obtida na Secção 2.9, qual seja: 


a" -b'=(a-bla ira bra bl +... +abro? + bro!) (5) 
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Racionalizamos o numerador da fração em (4) aplicando (5), para a = 
= (x + Ax)!93,b = x/2 en = q. Assim, vamos multiplicar o numerador e 
o denominador por 


[(x + Axo) Ma qem) UE [(x + Ax) toa 2) ita E e (e 1/ayfa = 1) 
Então, de (4), f'(x) é igual a 


lim [(x + 4x)! — x!/8 f(x + Axo Dia 4 (x + Ax)I Magia po + xo Dia] 
Ax>0 Ax[(x + A) Dia 4 (x + Ax) Daçiia 4. 4x8 Dia] 
(6) 


Agora, aplicando (5) ao numerador, obtemos (x + Ax)74 — x9'4, que é Ax. 
Assim de (6), 


: Ax 
FO) = lim rc. Ansa A NE GE 
ax>0 Axf(x + Axo 4 (x + Axo 2Vaçita 4 + xt DIA] 


| ! 
AM rr Ago Da sr Ago Did q xa DA 


l 
xao + xa Dia +, 4 xt ia 


Como há exatamente q termos no denominador da fração acima, 


| 
fl) = gx!" Gia) 


FO) = Lam (7) 
d | 
que é a fórmula (2) com r = 1/g. Completamos a parte crucial da demonstra- 
ção. Mostramos que a função definida por (3) é derivável e que sua derivada 
é dada por (7). 
Agora, em (1) com x = 0, sejar = p/q, onde p é qualquer inteiro não nulo 


e q é qualquer inteiro positivo; isto é, r é qualquer número racional, exceto ze- 
ro. Então, (1) pode ser escrito como 


fl) = x0 <> f(x) = (x! 


Como p é um inteiro positivo ou negativo, segue da regra da cadeia e dos Teo- 
remas 3.3.2 e 3.3.8 que 


FG) = plot. Dx!) 
Aplicando a fórmula (7) a D(x!'7), obtemos 


F0) = pletlape=t tiara 
q 
un-P -1g+1/g-1 
flx)== xP!4 ta+ 1/a 
q 


f69 = É rama 
q 


Essa fórmula é igual a (2), com r = p/qg. 


192 


3.7.1 TEOREMA 





“definida em algum intervalo aberto contendo 0. 





A Derivada e a Derivação 


Ser=0ex x 0,(1) torna-se: x) = xº; isto é, f(x) =.1. Assm f(x) = 0, 
o que pode ser escrito como f'(x) = O - xº-!. Logo, (2) é válida para r = O 
com x % O. Mostramos, portanto, que a fórmula (2) é válida quando r for qual- 
quer número racional, com x = 0. 

Sabemos que O estará no domínio da função potência f se e somente se r for 
um número positivo, pois para r < 0, f(0) não é definida. Logo, queremos de- 
terminar para que valores positivos de r, f'(0) será dada pela fórmula (2). Preci- 
samos excluir os valores de r para os quais O < r < 1, pois para esses valores 
de r, x'- ! não é um número real, quando x = O. Vamos supor, então, que 
r > 1. Pela definição de derivada, 





for lin = 
x>0 É ins O 
= lim x"! 
x>0 


Quando r > 1, lim x'-! existe e é igual a 0, desde que r seja um número tal 


x>0 

que x'- ! esteja definida em algum intervalo aberto contendo O. Por exemplo, 
ser = >, x'-! = x!2, que não está definida em nenhum intervalo aberto con- 
tendo O (uma vez que x!2 não existe quando x < 0). Entretanto, ser = 5, 
x'=1 = x23, que está definida em todo intervalo aberto contendo 0. Logo, a 
fórmula (2) dá a derivada da função potência quando x = 0, desde que r seja 
um número para o qual x'- ! esteja definida em algum intervalo aberto con- 
tendo 0. Assim sendo, acabamos de provar o teorema enunciado a seguir. 


Se f for a função potência definida por f(x) = x”, onde r é qualquer número 
racional, então f será derivável e 


FO) = xo 


Para que essa fórmula tenha validade para f'(0), r deve ser tal que x' - 'esteja 





EXEMPLO 1 Encontre f'(x) se 
fl) = 44/02 
Solução fO) = 4x2. Do Teorema 3.7.1, 
fi) = 4: 5(c28 01) 
= 813 
e 


8 


“3x1 


8 


ES 





O teorema enunciado a seguir é uma consequência imediata do Teorema 3.7.1 
e da regra da cadeia. 
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Se fe g forem funções tais que f(x) = [9(x)]”, onde r é qualquer número ra- 
cional e se g'(x) existir, então fserá derivável e 


“LO = rig! 


3.7.2 TEOREMA 






909). 





EXEMPLO 2 Calcule 


Ddv2x* — 4x + 5) 


"Solução Escrevemos 2x? — 4x + 5 como (2xº — 4x + 5)!2 e aplicamos 
o Teorema 3.7.2. 
D [Ox —-4x +59)! =1(2x) -4x+5) 12. D(2xº — 4x +45) 
=5(0x* - 4x + 4) 16x? — 4) 
3x2-=2 
2x) — 4x + 5 


EXEMPLO 3 Encontre g'(x) se 


3 


X 
gx) => 
3xº — 1 
Solução A fração dada pode ser escrita como um produto: 


g(x) = x*(3x? — 1711 
Dos Teoremas 3.3.6 e 3.7.2, 
0) = 3x43x? — 1) — 4(3x2 — 1) A 6x)(0?) 
= xH3xº — 1) *2[3(3x? — 1) — 2x2] 


o x(7xº — 3) 
Fá (3x? = 1% 








EXEMPLO 4 Encontre f'(r) se 


f(r)= /4sen?r + 9cos? r 


Solução tw) = (4 sen?r + 9 cos? 1)!2. Aplicamos o Teorema 3.7.2. 


fr) 


(4 sen? r + 9 cos? r)-12 . D(4 sen?r + 9 cos?r 
— 8senr- D(senr) + 18cosr : D(cos 1) 


E 2/4 sen? r + 9 cos? 


— 8senrcosr + 18cosr(-—sen 7) 


E 24 sen?r + 9 cos? r 
— 10 sen r cos r 
2/4 sen?r + 9 cos? r 


5 sen rcosr . 


/4 sen?r + 9cos?r 
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EXERCÍCIOS 3.7 


Nos Exercicios de 1 a 24, ache a derivada da função dada. 


1. f(x) = 4x! + 5x 1? 
2. f(x) = 3x2 — 6x18 4 x 183 
3. gx)=V1 + 4x? 4. fi)=V2-—3s? 
5. fo) =(5 — 3x)? 6. g(x) = 3/4x2 — 1 
l 
7. x—T——— 8. =(5 = 2xº) “8 
9, h(t) = 2 cos «/t 10. f(x) = 4 sec /x 
It. g(r) = cotgv3r 12. g(x) = 3 senx 
13. f(x) = (sen 3x)! 14. f(y) = 1 + cosec? y 


15. 


foO)=tgvx] + 1 16. f(y) = 3 cos 3/2y? 








2x 25 A 
17. ab) = 18. A(?) = 
UR ETR (8) E 


19. F(x) = 3/2xº — 5x? 4 x 


2 
21. ay = 2t + f 


23. fl) — (5 — x )MA(x + 1)!/4 
24. g(y) = (9º + 39!3(y? — 1)112 


20. 





G() = St + 6 
St — 4 


g(x) = (3x? + 5x — 1)? 


22. 


Nos Exercícios de 25 a 36, calcule a derivada indicada. 





d [dx —1 ' 

ad (2) 26. — (Vx2 — 54/x2 43) 
dx X dx 
d/ |sent+1 d 

27. — Sds ss RE da , 
dt (fe) 28. —— (sen 3/2 cos 3/7) 
ca d = 

29. — (tg V) sec )) 30. — feosx—1 
id dx Às! sen x 





31. D, DE 


DAV9+V9 — x) 


Dil 4x + 6 
Vxº + 3x +4 
3 
yó+1 

ls 1) 


l l 
Di 36. D — 
(7 + cos? =) Ava e A) 


Nos Exercícios 37 e 38, encontre uma equação da reta tangente 
à curva em cada um dos pontos dados. Faça um esboço do grá- 
fico e inclua segmentos de retas tangentes nos pontos dados. 
37. y = (2x — 223; (—3, 4), (0, 3/4), (1, 0), (2, 4/4), (5, 4) 

38. y = (6 — 2x)13; (— 1,2), (1, 4/4), (3,0), (5, — 2/4), (7, —2) 
39. Ache uma equação da reta tangente à curva y = x? + 9, 
no ponto (4, 5). 

Ache uma equação da reta tangente à curva y = (7x — 6) 12 
que seja perpendicular à reta 12x — 7y + 2 = 0. 
«- Ache uma equação da reta normal à curva 
y = x/16 + x? na origem. 

Ache uma equação da reta tangente à curva 

» = sen x + cos x no ponto onde x = 7/4. 


33. 


35. 


40. 


41 


42. 


A Derivada e a Derivação 


45. 


46. 


48. 


49. 


50. 


« Um objeto move-se ao longo de uma reta, de acordo com a 


equação de movimento s = 4t? + 3, com t > 0. Ache o 
valor de t para o qual a medida da velocidade instantânea 
é (a) 0; (b) 1; (c) 2. | 


- Um objeto move-se ao longo de uma reta, de acordo com 


a equação do movimento s = 5 + t?, com t > 0. Ache 
o valor de t para o qual a medida da velocidade instantânea 
é (a) 0; (b) 1. | 
Suponha que um líquido seja produzido por um certo pro- 
cesso químico e que a função custo total € seja dada por 
C(x) = 6 + 4,/x, onde C(x) é a quantia correspondente ao 
custo total da produção de x litros. Encontre (a) o custo mar- 
ginal quando 16 L são produzidos e (b) o número de litros 
produzidos quando o custo marginal é $ 0,40 por litro. 
A quantia em dinheiro no custo total da produção de x unida- 
des de certa mercadoria é dada por C(x%) = 40 + 3x + 92x. 
Ache (a) o custo marginal quando 50 unidades são produzi- 
das e (b) o número de unidades produzidas quando o custo 
marginal é $ 4,50. 


+ Uma imobiliária que administra um condomínio aluga cada 


apartamento por $ p por mês quando x apartamentos são 
alugados p = 30,300 — 2x. Se $ R(x) for o rendimento rece- 
bido do aluguel de x apartamentos, então R(x) = px. Quantos 
apartamentos deverão ser alugados antes que a taxa de va- 
riação de R em relação a x (rendimento marginal) seja zero? 
(Nota: como x é o número de apartamentos alugados, x é 
um inteiro não negativo. Para aplicar o cálculo, vamos su-: 
por que x seja um número real não-negativo arredondado 
para o número inteiro mais próximo.) 

A produção diária de uma dada fábrica é de f(x) unidades 
quando o capital investido for de x milhares de uma unidade 
monetária $ e f(x) = 200,/2x + 1. Se a capitalização cor- 
rente for de $ 760.000, use a derivada para estimar a varia- 
ção na produção diária, se o capital investido for aumenta-. 
do em $ 1000. 

Um avião está voando paralelamente ao chão, a uma altitu- 
de de 2 km e com uma velocidade escalar de 45 km/min. 


“Se em dado instante o avião passar exatamente sobre a Está- 


tua da Liberdade, qual será a taxa de variação da distância 
sobre a linha de visão entre o avião e a estátua, 20 s mais 
tarde? 

Dada f(u) = 1/u? e g(x) = Vx/N'2xº — 6x + 1, ache a de- 
rivada de fo g de duas maneiras: (a) encontrando primeiro 
(fo g)(x) e depois (fo g)' (x); (b) usando a regra da cadeia. 


Nos Exercícios de 51 a 54, ache a derivada da função dada. 
(Sugestão: |a| = a2.) 


51. 
53. 


55. 


56. 


fo)=|x — 4 52. g(x) = x/x| 

g(x) = |x| 54. h(x) = /|x| + x 

Suponha que g(x) = |f(x)|. Prove que se f'(x) e g'(x) exis- 
tem, então |g'(C)| = If (9))|. 


Suponha que g(x) = 9 — x? e h(x) = f(g(x)), onde fé de- 
rivável em 3. Prove que h'(0) = 0. 
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3.8 DERIVAÇÃO IMPLÍCITA se f = (O, ly = 3x? + 5x + 1), então a equação 
y=3x2+5x+1 


define a função f explicitamente. Mas, nem todas as funções estão definidas dessa 
forma. Por exemplo, se tivermos a equação 


x —2x=3y+y'—y? (1) 


não poderemos resolver y em termos de x; além disso, podem existir uma ou 
mais funções f, para as quais se y = f(x), a equação (1) estará satisfeita, isto 
é, tais que a equação 


xº— 2x = 3Lf09]º + [69] — [f6)) 


seja válida para todos os valores de x no domínio de f. Nesse caso, a função 
f está definida implicitamente pela equação dada. 

Com a hipótese de que (1) define y como uma função derivável de x, a deri- 
vada de y em relação a x pode ser encontrada por derivação implícita. 

À equação (1) é um tipo especial de equação envolvendo x e y, pois pode 
ser escrita de tal forma que todos os termos envolvendo x estejam de um lado 
da equação, enquanto que no outro lado ficarão todos os termos envolvendo 
». Ela serve como um primeiro exemplo do processo de derivação implícita. 

O lado esquerdo de (1) é uma função de x e o lado direito é uma função de 
». Seja F a função definida pelo lado esquerdo e seja G a função definida pelo 
lado direito. Assim, 


F(x) = xº — 2x G(W)=3y* +y*—y? 


onde y é uma função de x, digamos y = f(x). Dessa forma, (1) pode ser escrita 
como 


Flo) = 6(f09)) 


Essa equação está satisfeita por todos os valores de x no domínio de f para os 
quais G(f(x)) existe. 
Então, para todos os valores de x para os quais f é derivável, 


Ddxº — 2x) = DA3yº + y* — ?) (2) 
A derivada do primeiro membro de (2) é facilmente encontrada e 
Dixº—- 2x)= 6xº — 2 (3) 
Encontramos a derivada do segundo membro de (2) pela regra da cadeia. 
dy dy dy 
DOyº +y-y)=18y-— +5y*. 92 4 
Gy +97" — y) = 18y FR de dx (4) 


Substituindo os valores de (3) e (4) em (2), obtemos 
6xº —2=(18y)+5y*— 2y) 
dx 


dy 6x? — 2 
dx ABy'4+5yt—2y 


Observe que ao usarmos a derivação implícita, obtivemos uma expressão para 


d . 4 . 
a que envolve ambas as variáveis, x e 7. 
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Na ilustração a seguir, o método da derivação implícita será usado para en- 


dy is 
contrar Drs em uma equação mais geral. 
x 


b ILUSTRAÇÃO 1 Considere a equação 
3x!y? — xy) =4 — 8y (5) 


e suponha que exista pelo menos uma função derivável f, tal que se y = f(x), 
a equação (5) estará satisfeita. Derivando-se ambos os membros de (5) (tendo 
em mente que y é uma função derivável de x) e aplicando os teoremas para 
a derivada de um produto, a de uma potência e a regra da cadeia, obtemos 


d d 
12x)y? + 3x* du — Tyº* — 7x E que =0-8-— 
dx dx 


d 
e (6x*y — 21xy? + 8) = 7yº — 12x)y? 


dy o 7yº E 125%? 
dx 6x*y-—-2lxy? +8 o 


Lembre-se de que estamos supondo que ambas (1) e (5) definam y como pelo 
menos uma função derivável de x. Pode acontecer que uma equação em xe y 
não implique a existência de nenhuma função com valores reais, como é o caso 
da equação | 


x +y/+4=0 


que não está satisfeita por nenhum valor real de x e y. Além disso, é possível 
que uma equação em x e y possa estar satisfeita por várias funções, algumas 
das quais são deriváveis, enquanto que outras não o são. Uma discussão geral 
do assunto foge ao contexto deste livro, mas pode ser encontrada em textos de 
Cálculo Avançado. Nas discussões subsequentes, quando afirmarmos que uma 
equação em x e y define y como uma função implícita de x, suporemos que uma 
ou mais dessas funções seja derivável. O Exemplo 4, a seguir, ilustra o fato de 
que a derivação implícita resulta a derivada de duas funções deriváveis, defini- 
das pela equação dada. 


EXEMPLO 1 Dada x + y)' — (x —- y? = x! + yº, ache e 


Solução Derivando implicitamente em relação a x, teremos 


dy | dy 43 3 dy 

2 + (1 +P)-20- ni E) = 4 + 4y a 
dy: dy " dy 

dE int Essas —— =— 4 3 sina 

e + 2y + (2x + 23) x 2x + 2y + (2x | 2y) Fo 4x" + 4y Tx 


ay (4x — 4y') = 4xº — 4y 
dx | 


dy x —y 


dx x—y 
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EXEMPLO 2 Ache uma equação da reta tangente à curva x? + )) = 9, no 
ponto (1, 2). 
Solução Vamos derivar implicitamente em relação a x. 


3x? + 2 2-0 
dx 


dy x? 
dx y? 
| dy l a ; : 
Logo, no ponto (1, 2), E = E Uma equação da reta tangente é, então, 


y-2= 4x1) 
x+4y-9=0 
a Cs a ng e e qd 5 


EXEMPLO 3 Dada x cosy + y cosx = 1, ache a 
Solução Derivando implicitamente em relação a x, obteremos 


EUA 
dx 


dy 
dx 


l-cosy + x(- sen) + (cos x) + y(—- sen x) = 0 


(cosx — xseny) = ysenx — cos y 


dy — ysenx-— cosy 


dx  cosx = xseny 
e O 2 A nes PERES. 


EXEMPLO 4 Dada a equação x? + y? = 9, ache (a) a por derivação im- 


plicita; (b) as duas funções definidas pela equação; (c) a derivada de cada fun- 
ção obtida na parte (b) por derivação explícita. (d) Comprove que o resultado 
obtido na parte (a) está de acordo com os resultados obtidos na parte (c). 


Solução 


(a) Vamos derivar implicitamente. 
d 
dei 0 
dx 


dy o x 


—e meio 


dx y 
(b) Resolvendo a equação dada em y, 


y=V9-x]º e y=-9-x? 
Sejam f, e f, as duas funções para as quais 


fb)=9-x2 e fo)=-9-*? 
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(c) Como f() = (9 — 2 e fx) = —(O — x?)12, pela regra da cadeia obte- 
mos | 
LO) =H90-2) 14-20) —  f'0)=—H9 — x) UH —2x) 
X X 
— Sb-% “bs 


(d) Para y = f(x) onde, f(x) = 9 — x?, segue da parte (c) que 


fi) 


| 
| 


o que está de acordo com a parte (a). 
Para y = f(x), onde f(x) = —9 —x?, temos da parte (c) 


| 


fo (x) 


o que também está de acordo com o resultado obtido na parte (a). 











EXERCÍCIOS 3.8 


d area 58 na 
Nos Exercícios de 1 a 28, ache o por derivação implícita. 


1. x? +yº = 16 

3. x + y! =8xy 
| 1 

Re a, 


XxX o y 
7 dx+vy=4 
9. xy) =x? + yº 
x+2y 
“x—-2y 


13. 3x + Yxy=4y? 
15. xy + 2x = Jy 
y 
Vx —y 

19. y = cos(x — y) 
21. sec? x + cosec? y 
23. xseny + y cos x 


11. x? 





17. =2+4+x? 





12. 


14. 
16. 


18. 


20. 
22, 
24. 


25. sec? y + cotg(x — y) = tg? x 
26. cosec(x — »y) + sec(x + )) = x 


(x + 3 = 3yº 


x 
— — dy=x 


y 
Jp + /y + 4y =x 
p+ xy = 3% 


x2y3 e y* 
x = sen(x + )) 


cotg xy + xy = 0 
cos(x + y) = y sen x 


33. 


34. 


35. 


36. 


37. 


38. 


2). 


x +y-(x-yt=0+y 


28. y/2+3x +xVl+y=x 
2 2. 

l es a aa a. | Nos Exercícios de 29 a 32, considere y como a variável indepen- 
e X vo = [XV 

3 3 dente e ache — 

—— — = 2x y 

: o 3 3-5 29. x +y!'=12x*y 30. y=2x* — 5x 
. LX Y + 5XVO = 31. xy +27! —- x! =0 32. y/x — x = 


Ache uma equação da reta tangente à curva 

16xº + y! = 32 no ponto (1, 2). 

Ache uma equação da reta normal à curva 

9x) — y) = 1 no ponto (1, 2). 

Ache uma equação da reta normal à curva 

x + xy + y? — 3y = 10 no ponto (2, 3). 

Ache uma equação da reta tangente à curva 

xy = 14x + y no ponto (2, — 32). 

Ache a taxa de variação de y em relação a x no ponto (3, 2), 
se 7p? — xy* = 4. | 
Para a circunferência x? + y? = r?, mostre que a reta tan- 
gente em todo ponto (x,, Y;) da curva é perpendicular à re- 
ta que passa por (x,, ),) e pelo centro da circunferência. 
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39. Em que ponto da curva x + VX) + ) = 
é paralela ao eixo x? 

40. Há duas retas que passam pelo ponto (— 1, 3) que são tan- 
gentes à curva x? + 472 — 4x — 8y + 3 = 0. Ache as equa- 
ções de cada uma delas. 

Nos Exercícios de 41 a 46, é dada uma equação. Faça o seguinte 

em cada um destes problemas: (a) Ache duas funções definidas 

pela equação e estabeleça os seus domínios. (b) Faça um esboço 
do gráfico de cada uma das funções obtidas na parte (a). (c) Fa- 
ça um esboço do gráfico da equação. (d) Ache a derivada de ca- 
da uma das funções obtidas na parte (a) e estabeleça os seus 


1 a reta tangente 


d Gaia ne Sd es » 
= por derivação implícita da equação 


dada e comprove que o resultado assim obtido está de acordo 
com a parte (d). (f) Ache uma equação da reta tangente em cada 
valor dado de x,. 


domínios. (e) Ache 


4. y)=4x—-8;x, =3 42. x) +y'=25;x,=4 
43. x2—-y)=9:x,=—S 44. y)—-x?=16;x,=—3 
45. xº+y)—-2x—-4y-4=0;x,=1 

46. x +47? +6x—40y+93=0;x,=-—2 


47. 


48. 
49 


e 


50. 


51. 
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Às 8 da manhã, um navio que viaja para o norte com uma 
velocidade de 24 nós (milhas náuticas por hora) está em um 
ponto P. Às 10 h, um segundo navio que viaja para o leste 
com uma velocidade de 32 nós está em P. Qual a taxa de va- 
riação da distância entre os dois navios às (a) 9 he (b) 11 h? 


d 
Sexym = (x ++”, prove que x - ED =» 


dx 

Ache equações das retas tangentes à curva x?º + y?3 = 1 
nos pontos onde x = —+. 

Prove que a soma dos interceptos x e y de qualquer reta tan- 
gente à curva x!2 + y!2 = k!2 é constante e igual a k. 


Seja f a função potência definida por f(x) = x”, onde r é um 
número racional qualquer. Supondo que f seja derivável, use a 
derivação implícita para mostrar que f'(x) = 1x" — 1, (su- 
gestão: seja r = a onde p e q são inteiros e q > 0. Então, 


substitua f(x) por y e escreva a equação como yº = x?. Use 


E sa So NA id d 
a derivação implícita para achar 2) 





3.9 


TAXAS RELACIONADAS Um problema envolvendo taxas de variação de variáveis relacionadas é chamado 


de problema de taxas relacionadas. Começaremos nossa discussão com um exem- 
plo que descreve uma situação real. | 


EXEMPLO 1 Uma escada com 25 unidades de comprimento está apoiada nu- 
ma parede vertical. Se o pé da escada for puxado horizontalmente, afastando-se 
da parede a 3 unidades de comprimento por segundo, qual a velocidade com que 
a escada está deslizando, quando seu pé está a 15 unidades de comprimento da 
parede? 


Solução Seja £t o tempo decorrido desde que a escada começou a deslizar 
pela parede, y a distância do chão ao topo da escada em ts e x a distância do 
pé da escada até a parede em ts. Veja a Figura 1. 

Como o pé da escada está sendo puxado horizontalmente, afastando-se da pa- 


rede a 3 unidades de comprimento por segundo, —— = 3. Queremos encontrar 





Ea 7 quando x = 15. Pelo teorema de Pitágoras, 
2 =625 — x”? (1) 
Como x e y são funções de t, derivamos ambos os lados de (1) em relação a £ 
FIGURA 1 e obtemos 
dy dx 
2 — 2x — 
Ta " dt 
dy o xdx 
dt  ydt 
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Quando x = 15, segue de (1) que y = 20. Como E = 3, obtemos de (2) 


dt 
| Gê 
Ed = 15.3 
dt head 20 


2a 
4 


Logo, o topo da escada está deslizando pela parede a uma taxa de 24 unidades 
de comprimento por segundo, quando o pé está a 15 unidades de comprimento 
da parede. O sinal menos significa que y é decrescente, quando t cresce. 


Em problemas com taxas relacionadas, as variáveis têm uma relação específica 
para os valores de t, onde t é a medida do tempo. Essa relação é usualmente 
expressa na forma de uma equação, como a equação (1) no Exemplo 1. Os valo- 
res das variáveis e as taxas de variação das variáveis em relação a tí são freguente- 
mente dados num determinado instante. No Exemplo 1, no instante em que 


z Ê d 
x = 15, então y = 20 e e = 3 e queremos encontrar — 
Antes de apresentar mais explicações, damos outro exemplo para demonstrar 


o cálculo envolvido. 





EXEMPLO 2 Dada 


XCcosy=5 
a a . aê dx dy 
onde x e y são funções de uma terceira variável t. Se ar - — 4, ache ETs 
quando y = 57. 
Solução Derivando ambos os lados da equação, obtemos 
dx dy 
cos »y) — — (x — =0 
(cos y) E? (x sen 7) dt 
dy - Sosy . dx. 


dt x sen » dt 


Da equação dada, quando y = Im, x = 10. De (3), com y 37, x = 10, 


a 
dt RR 
| à 
— =—2 (—4) 
dt Jo==3 10543) 


Os passos a seguir representam um procedimento possível para resolver pro- 
blemas envolvendo taxas relacionadas. 


FIGURA 2 
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1. Faça uma figura, se isso for possível. 


2. Defina as variáveis. Em geral defina primeiro £, pois as outras variáveis usual- 


mente dependem de f. 


3. Escreva todos os fatos numéricos conhecidos sobre as variáveis e suas deriva- 


das em relação a ft. 
«. Obtenha uma equação envolvendo as variáveis que dependem de £. 
« Derive em relação a t ambos os membros da equação encontrada na etapa 4. 


« Substitua os valores de quantidades conhecidas na equação da etapa 5 e resol- 
va em termos da quantidade desejada. 





EXEMPLO 3 Um tanque tem a forma de um cone invertido com 16 m de 
altura e uma base com 4 m de raio. A água “'flui”” no tanque a uma taxa de 
2 m?/min. Com que velocidade o nível da água estará se elevando quando sua 
profundidade for de 5$ m? 


Solução Seja t o tempo medido em minutos decorridos desde que a água 
começou a fluir dentro do tanque; A a altura em metros do nível de água em 
t min; r a medida em metros do raio da superfície da água em t min; e Va medi- 
da, em metros cúbicos, do volume de água no tanque em t min. 

Em qualquer instante, o volume de água no tanque pode ser expresso em ter- 
mos do volume dó cone. Veja a Figura 2. 


V = lmr?h | (4) 
V, re h são todas funções de t. Como a água está fluindo no tanque a uma taxa 


de 2 m'/min, cd = 2. Queremos encontar a quando h = 5. Para expres- 


dt 
sar r em termos de A, temos, dos triângulos semelhantes, 
F 4 
-—=— r=4h 
h 16 é 


Substituindo esse valor de r em (4), obtemos 
V=Imn(Ih(h) o V=dgnh 

Por derivação de ambos os lados dessa equação em relação a í, 
dV h dh 


de 16 dt 


Substituindo £o por 2 e resolvendo em e. obtemos 


dh DR 
dt nh? 
Logo, 


dh e: 
dt li=s 257 


Assim sendo, o nível de água está subindo a uma taxa de 





= m/min quando 
a profundidade da água é de 5 m. 
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EXEMPLO 4 Dois carros estão se encaminhando em direção a um cruzamen- 
to, um seguindo a direção leste a uma velocidade de 90 km/h e o outro seguin- 
do a direção sul, a 60 km/h. Qual a taxa segundo a qual eles se aproximam um 
do outro no instante em que o primeiro carro está a 0,2 km do cruzamento e 
o segundo a 0,15 km? 


Solução Consulte a Figura 3, onde o ponto P é o cruzamento das duas es- 

tradas. Seja t h o tempo decorrido desde que os carros começaram a se aproxi- 

mar de P, x km a distância do primeiro carro em th, y km a do segundo carro 

em the zkm a distância entre os dois carros em £t h. Como o primeiro carro 

aproxima-se de P a uma taxa de 90 km/h e x está decrescendo enquanto 1 está 
dy 


crescendo, e = — 90. Da mesma forma, E = — 60. Queremos determinar 


se quando x = 0,22 e» = 0,15. Do teorema de Pitágoras, 
Z2=xº+y (5) 
Derivando ambos os membros dessa equação em relação a t, obtemos 


d d d 
Der Oy 


dt dt dt 
dx (dy 
de Cdr Cai jê 
dt Z 
Quando x = 0,2e y = 0,15, segue de (5) que z = 0,25. Em (6), seja e = —90, 


dy 
dt 


| — (0,2(-90) + (0,15)(— 60) 
dt J:-o5 - 0,25 


= -60,x = 0,2,y = 0,15 ez = 0,25, então obtemos 


— 108 


Logo, no instante em questão os carros estão se aproximando um do outro a 
uma taxa de 108 km/h. 


EXEMPLO 5 Suponha que, em certo mercado, x milhares de caixas de laran- 
ja sejam fornecidos diariamente sendo p o preço por caixa e a equação de oferta 


px — 20p — 3x + 105 = 0 


Se o fornecimento diário estiver decrescendo a uma taxa de 250 caixas por dia, 
com que taxa os preços estarão variando quando o fornecimento diário for de 
5.000 caixas? 


Solução Seja t o tempo decorrido medido em dias, desde que o suprimento 
diário de laranjas começou a decrescer. Então, p e x são ambas funções de t. 
Como o fornecimento diário está decrescendo a uma taxa de 250 caixas por dia, 
dr. 250 er o QX dp 


l 
, IstO É, = —— Queremos encontrar —— quando x = 5. 
dt 4 Q at à 


dt | 1000 





M 


L 
FIGURA 4 


% VR 
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Da equação de oferta dada, derivamos implicitamente em relação a í e obtemos 
dx dp dp dx 





pa AO Fa 
dp 3-p dx 
dt x-20 dt 
Quando x = 5, segue da equação de oferta que p = 6. Como Eca = ad 
temos da equação precedente dt 4 
dp 3-6 l 
2). 55003) 
l 
2» 


Assim, o preço de uma caixa de laranja estará decrescendo a uma taxa de $ 0,05 
por dia, quando o fornecimento diário for de 5.000 caixas. 








EXEMPLO 6 Um avião voa a 152,4 m/s paralelamente ao solo, a uma altitu- 
de de 1.220 m no sentido oeste, tomando como referência um holofote fixado 
no solo que o focaliza e que se encontra à esquerda da projeção vertical do avião 
em relação ao solo. 

Sabendo-se que a luz do holofote deverá permanecer iluminando o avião, qual 
deverá ser a velocidade angular (de giro) do holofote, no instante em que a dis- 
tância horizontal entre ele e a projeção vertical do avião for de 610 m? 


Solução Observe a Figura 4. O holofote está no ponto L e num determina- 
do instante o avião está no ponto P. Seja x a distância (em metros) medida ho- 
rizontalmente entre o holofote e a projeção vertical do avião em relação ao so- 
lo, e 6 o ângulo de elevação (em radianos) do feixe luminoso emitido pelo holo- 
fote em relação ao solo, neste mesmo instante. 





Temos e = — 152,4 e queremos encontrar de quando x = 610. 
1.220 
tg O = ———— 
8 x 
Derivando membro a membro em relação a t, obtemos 
do 1.220 dx 
2 = o MA. 
e cg o dit 
Substituindo OR 152,4 na relação acima e dividindo por sec? 6, iremos 
dt 
obter 
do | 185.928 
dt  x?sec? 0 (7) 


Quando x = 610, tg O = 2. Como sec? 0 = 1 + tg? 0, sec? O = 5. Substi- 
tuindo esses valores em (7) temos, quando x = 610, 

do 185.928 

dt 6102 - 5 


E o 
IO 


Concluímos, então, que no instante dado a medida do ângulo está aumentan- 
do a uma taxa de prad/s e essa é a velocidade com que o holofote está girando. 
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“EXERCÍCIOS 3.9 


Nos Exercicios de la 8, xe y são funções de uma terceira variá- 
vel t. 


1. 
2. 
EP 
4. 

5. 
6. 
7. 


8. 


9. 


10. 


1. 


12. 


13. 


14. 


15. 


16. 


17. 


dy dx 
Re dt dicá dt 
X dx 


É d 
— ((—— 1 — t— EA a 
Se 5 0 e dt S, ache dt 


20 e Ed = 10, ache Eai 


dt dt 


= 3, ache a em (G7, 57). 


Se 2x + 3y = 


Se xy = quando x = 2. 


Se2senx + 4cosy =3€e 


1, ache Ei em (Gr, Sn). 


dx 
Sesen?x + coty=)e— =-], 
"4 a dt 


dy 
= 25e ER S, ache dt 


Se 7 + 7 = Se 


dy dx 
e Pr — 4, ache 7 quando x = 7. 


4. 


Sex? + y? quando y 


I] 
md 
+ 


dx 
3, ache Era 


quando x 


Sey(tgx + 1) = 


Uma pipa está voando a uma altura de 40 m. Uma criança 
está empinando-a de tal forma que ela se mova horizontal- 
mente, a uma velocidade de 3 m/s. Se a linha estiver estica- 
da, com que velocidade a linha estará sendo “'dada””, quan- 
do o comprimento da linha desenrolada for de 50 m? 
Um balão esférico está sendo inflado de tal forma que seu 
volume aumente a uma taxa de S m*/min. Qual a taxa de 
crescimento do diâmetro quando ele mede 12 m? 

Uma bola de neve está se formando de tal modo que seu vo- 
lume cresça a uma taxa de 8 cm*/min. Ache a taxa segundo 
a qual o raio: está crescendo quando a bola de neve tiver 
4 cm de diâmetro. 

Suponha que quando o diâmetro da bola de neve do Exerci- 
cio 11 for de 6 cm, ela pare de crescer e comece a derreter 


a uma taxa 5-cm*/min. Ache a taxa segundo a qual o raio 


estará variando, quando o raio for de 2 cm. 

Uma certa quantidade de areia é despejada a uma taxa de 
10 mº/min, formando um monte cônico. Se a altura do 
monte for sempre o dobro do raio da base, com que taxa 
a altura estará crescendo quando o monte tiver 8 m de altura? 
Uma lâmpada está pendurada a 4,5 m de um piso horizon- 
tal. Se um homem com 1,80 m de altura caminha afastando- 
se da luz, com uma velocidade de 1,5 m/s, qual a velocidade 
de crescimento da sombra? 

No Exercício 14, com que velocidade a ponta da sombra do 
homem está se movendo? 

Um homem com 1,80 m de altura caminha em direção a um 
edifício, com uma velocidade de 1,5 m/s. Se existe um pon- 
to de luz no chão a 15 m do edifício, com que velocidade 
a sombra do homem no edifício estará diminuindo, quando 
ele estiver a 9 m do edifício? 

Suponha que um tumor no corpo de uma pessoa tenha a for- 
ma esférica. Se, quando o raio do tumor for 0,5 cm, o raio 


18 


19. 


20 


+. 


21. 


22 


23. 


24. 


25. 


26. 


27. 


28. 


estiver crescendo a uma taxa de 0,001 cm por dia, qual será 
a taxa de aumento do volume do tumor naquele instante? 
Uma célula bacteriana tem a forma esférica. Se o raio da cé- 
lula estiver crescendo à taxa de 0,01 micrômetros por dia 
quando ela tiver 1,5 um, qual será a taxa de crescimento 
do volume da célula naquele instante? 

Para o tumor no Exercício 17, qual será a taxa de crescimen- 
to da sua área quando seu raio for 0,5 em? 

Para a célula do Exercício 18, qual será a taxa de aumento 
da área quando o seu raio for 1,5 um? 

Um tanque com a forma de um cone invertido está sendo 
esvaziado a uma taxa de 6 mº*/min. A altura do cone é de 
24meo raio da base é de 12 m. Ache a velocidade com que 
o nível de água está abaixando, quando a água tiver uma pro- 
fundidade de 10 m. 

Um cocho tem 360 cm de comprimento e seus extremos têm 
a forma de triângulos isósceles invertidos, com 90 cm de al- 
tura e 90 cm de base. Água está fluindo no cocho a uma taxa 
de 60 cm*/min. Com que velocidade estará se elevando o ní- 
vel da água quando a profundidade for de 30 cm? 

A lei de Boyle para a expansão de um gás é PV = C, onde 
P é o número de quilos por unidade quadrada de pressão, 
V é o número dé unidades cúbicas do volume do gás e C é 
uma constante. Num certo instante, a pressão é de 150 kg/m?, 
o volume é 1,5 mº e está crescendo a uma taxa de 1 m?/min. 
Ache a taxa de variação da pressão nesse instante. 

A lei adiabática (sem ganho ou perda de calor) para a ex- 
pansão do ar é PV!º = C, onde P é o número de quilos por 
unidade quadrática de pressão, V é o número de unidades 
cúbicas de volume e € é uma constante. Num dado instante, 
a pressão é de 18.000 g/cm? e está crescendo a uma taxa de 
3.600 g/cm? a cada segundo. Qual será a taxa de variação do 
volume nesse instante? 

Uma pedra cai livremente num lago parado. Ondas circula- 
res se espalham e o raio da região afetada aumenta a uma 
taxa de 16 cm/s. Qual a taxa segundo a qual a região está 
aumentando quando o raio for de 4 cm? 

Uma certa quantidade de óleo está sendo despejado num tan- 
que com a forma cônica invertida, a uma taxa de 31x m'/min. 
Se o tanque tiver um raio de 2,5 m no topo e 10 m de pro- 
fundidade, com que velocidade a profundidade do óleo esta- 
rá variando quando ela estiver com 8 m de produndidade? 
Um automóvel aproxima-se de um cruzamento a uma velo- 
cidade de 30 m/s. Quando o automóvel está a 120 m do cruza-:- 
mento, um caminhão a uma velocidade de 40 m/s atravessa 
o cruzamento. O automóvel e o caminhão estão em ruas que 
se cruzam em ângulo reto. Com que velocidade o automóvel 
e o caminhão estarão se afastando um do outro, 2 s após o 
caminhão ter passado pelo cruzamento? 

Uma corda está amarrada em um barco no nível da água e 
uma mulher em um cais puxa a corda a uma taxa de 15 m/min. 
Se as mãos da mulher estão a 5 m acima do nível da água, 
com que velocidade o bote estará se aproximando do cais, 
quando o comprimento da corda já puxada for de 6 m? 
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Esta semana uma fábrica está produzindo 50 unidades de um 
determinado produto e a produção está crescendo a uma ta- 
xa de 2 unidades por semana. Se C(x) for o custo total da 
produção de x unidades e C(x) = 0,08 xº — x? + 10x + 48, 
ache a taxa corrente segundo a qual o custo de produção es- 
tá crescendo. 

A demanda por um determinado tipo de cereal é dada pela 
equação px + 50p = 16.000, onde x milhares de caixas são 
demandados quando o preço por caixa for p. Se o preço cor- 
rente for de $ 1,60 por caixa e se os preços por caixa cresce- 
rem a uma taxa de $ 0,4 por semana, ache a taxa de variação 
da demanda. 

A equação de oferta para certo produto é x=1.000,/3p” + 20p, 
onde x unidades são oferecidas por mês quando p for o pre- 
ço unitário. Ache a taxa de variação na oferta se o preço cor- 
rente for de $ 20 por unidade e se o preço estiver crescendo 
a uma taxa de $ 0,50 ao mês. 

Suponha que na produção de x unidades de certo produto se- 
ja necessária uma força de trabalho de y operários e x = 4y*. 
Se a produção este ano foi de 250.000 unidades e a produ- 
ção está aumentando a uma taxa de 18.000 unidades ao ano, 
qual será a taxa corrente segundo a qual a força de trabalho 
deve ser aumentada? 

A equação de demanda de uma determinada camisa é 
2px + 65p — 4.950 = 0, onde x centenas de camisas são de- 
mandadas por semana quando p for o preço unitário. Se a 
camisa estiver sendo vendida esta semana a $ 30 e o preço 
estiver crescendo a uma taxa de $ 0,20 por semana, ache a 
taxa de variação na demanda. 

A medida de um ângulo agudo de um triângulo retângulo 
está decrescendo a uma taxa de 55H rad/s. Se o comprimento 
da hipotenusa for constante e igual a 40 cm, ache a velocida- 
de com que a área está variando, quando a medida do ângu- 
lo agudo for 57. 

Dois caminhões aproximam-se de um cruzamento, um deles 


vindo da direção oeste e o outro pelo sul. Se ambos estão 


com uma velocidade de k km/h, mostre que um se aproxima 
do outro com uma velocidade de k./2 km/h, quando cada 
um está a m km do cruzamento. 

Uma tina horizontal tem 16 m de comprimento e seus extre- 
mos são trapézios isósceles com uma altura de 4 m, uma base 
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menor de 4 m e uma base maior de 6 m. A água está fluindo 
dentro da tina a uma taxa de 10 m*/min. Com que veloci- 
dade o nível de água está subindo quando a profundidade 
da água é de 2 m? 

No Exercício 36, se o nível de água estiver decrescendo a uma 
taxa de 25 cm/min quando a profundidade é de 3 m, com 
que velocidade a água está saindo da tina? 

Uma escada com 7 m de comprimento está apoiada numa 
parede. Se o pé da escada for empurrado horizontalmente 
em direção à parede a 1,5 m/s, com que velocidade o topo 
da escada será deslocado para cima quando o pé da escada 
estiver a 2 m da parede? 

Uma viga com 20 m está encostada em um aterro inclinado 
de 60º em relação à horizontal. Se o pé da viga estiver sendo 
movido horizontalmente em direção ao aterro a 1 m/s, com 
que velocidade o topo da viga estará se deslocando quando 
o pé estiver a 4 m do aterro? 

O volume de um balão está decrescendo a uma taxa propor- 
cional à sua área da superfície. Mostre que o raio do balão 
diminui a uma taxa constante. 

Um avião está voando com velocidade constante a uma alti- 
tude de 3 km sobre uma linha reta que irá passar diretamen- 
te acima de um observador no chão. Num dado instante, o 
observador nota que o ângulo de elevação do avião é de 
Es rad e está aumentando a uma taxa de Em rad/s. Ache 
a velocidade do avião. : 
Uma antena de radar está localizada num navio a 16 km de 
uma praia reta e está girando com 32 rpm. Com que veloci- 
dade o feixe do radar estará percorrendo a praia quando o 
feixe formar um ângulo de 45º com a praia? 

Uma viga com 30 m de comprimento está apoiada em uma 
parede e o seu topo está se deslocando para baixo a uma ve- 
locidade de 0,5 m/s. Qual será a taxa de variação da medida 
do ângulo agudo formado pela viga e pelo chão quando o 
topo da viga estiver a 18 m do chão? 

Dentro de um tanque na forma de um cone está fluindo água 
à razão de 8 m*/min. O cone tem 6 m de profundidade 
3m de diâmetro no topo. Se houver um vazamento na base e 
se o nível da água estiver subindo a uma razão de 1 cm/min, 
quando a profundidade for de 4,8 m, como estará escoando 
o vazamento? 


DERIVADAS DE Se a função f for derivável, então f' será chamada a derivada primeira de f. 


ORDEM SUPERIOR As vezes é chamada de função derivada primeira. Se a derivada de f” existir, 
ela será chamada de derivada segunda de f, ou de função derivada segunda e 
poderá ser denotada por f” (lemos f duas linhas). Da mesma forma, a derivada 
terceira de f, ou a função derivada terceira, é definida como a derivada de 7”, 


se ela existir. A derivada terceira de f é denotada por f 


tr 


(lemos f três linhas). 


A derivada enésima da função f, onde n é um número inteiro positivo maior 
do que 1, é a derivada primeira da derivada (n — l)ésima de f. Denotamos 
a derivada enésima de f por f”. Assim, se f” for a derivada enésima da fun- 
ção, podemos escrever f como sendo fºº. 
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EXEMPLO 1 Ache todas as derivadas da função f definida por 
fo)=8x*+5x*)—- x? 47 


Solução 
f'(x) = 32x) + 15x? — 2x 
f"bo) = 96x? + 30x — 2 
f"'(6) = 192x + 30 
fx) = 192 
fo) =0 
fx) =0 n>5 


A notação de Leibniz para a derivada primeira é O, Para a derivada segunda 








pá 
de y em relação a x, a notação de Leibniz é = » porque ela representa 
ua [EA 9|- O símbolo ls é uma notação para a derivada enésima de y 
dx | dx dx” 


em relação a x. 
Outros símbolos para a derivada enésima de f são 
d" 
dx” 





O) DAS] 





EXEMPLO 2 Calcule 
3 


dx 





Q senx + 3cosx — x?) 


Solução 


+ (2 sen x + 3cosx — x) = 2 cosx — 3 senx — 3x? 


2 


dx? 


3 


dx 





(2senx + 3cosx — x) = —-2senx -—- 3cosx — 6X 





(2senx + 3cosx — x) = —-2cosx + 3senx —6 





Como f* (x) dá a taxa de variação instantânea de f(x) em relação a x, f” (x), que 
é a derivada de f(x), dá a taxa de variação instantânea de f'(x) em relação a 
x. Além disso, se (x, )) for um ponto qualquer sobre ó gráfico de y = f(x), então 
2 
e dará a inclinação da reta tangente ao gráfico no ponto (x, y). Assim, = 
será a taxa de variação instantânea da inclinação da reta tangente em relação 
a x no ponto (x, )). 
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EXEMPLO 3 Seja m(x) a inclinação da reta tangente à curva 
yp=x)— 2x2 + x 


no ponto (x, y). Ache a taxa de variação instantânea de m(x) em relação a x 
no ponto (2, 2). 








Solução 
dy 
m(x) = Tx 
=3xº—-d4x+1 
A taxa de variação instantânea de m(x) em relação a x é dada por m'(x) ou, 
d?y 
equivalentemente, por A 
dx” 
; dºy 
m (x) — Re 
-6x—4 
2 
No ponto (2, 2), dy = 8. 
dx? 


A derivada segunda f” (x) é expressa em unidades de f'(x) por unidade de 
x, ou seja, unidades de f(x) por unidade de x, por unidade de x. Por exemplo, 
no movimento retílineo. Se f(?) cm for a distância de uma partícula à origem 
no instante t s, então f (1) cm/s, será a velocidade da partícula no instante 
tsef”(t) cm/s/s (centímetros por segundo por segundo) será a taxa de varia- 
ção instantânea da velocidade no mesmo instante t s. Em Física, a taxa de va- 
riação instantânea da velocidade é chamada de aceleração instantânea. Logo, 
se uma partícula está se movendo ao longo de uma reta, de acordo com a equa- 
ção de movimento s = f(t), onde a velocidade instantânea é dada por v cm/s 
e a aceleração instantânea é dada por a cm/s”, no instante ts, então a será a 
derivada primeira de v em relação ao tempo ou, equivalentemente, a derivada 

segunda de s em relação a t; isto é, 





Quando a > 0, v é crescente e quando a < O, v é decrescente. Quando 
a = 0, v não muda. Como a velocidade escalar de uma partícula no instante 
t é |v| cm/s, temos os seguintes resultados: 


(i)Sev >0€ea> 0, a velocidade escalar é crescente. 
(1) Sev > 0€ea< 0,a velocidade escalar é decrescente. 
(ii) Sev <0€ea> 0, a velocidade escalar é decrescente. 
(iv)Sev <0ea< 0,a velocidade escalar é crescente. 
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D ILUSTRAÇÃO 1 Uma partícula move-se ao longo de uma reta horizontal, de 
acordo com a equação 


s=32-P +1>0 (1) 


onde s cm é a distância da partícula até a origem, decorridos ts. Se v cm/s for 


a velocidade instantânea em ts, então v = e. Logo, 


v=6t—3t? (2) 
Se a cm/s? for a aceleração em ts, então a = o Assim, 
a=6—6t (3) 


Vamos determinar para quais valores de t se anulam as quantidades s, v ou 
a. De (1), 


s = O quando t= 0Oout =3 
De (2), 
v = 0 quando t=0Oo0ut=2 


De (3), 
a = O quando t = 1 


Tabela 1 


Conclusão 


A partícula está na origem. A velocidade é zero e 
está crescendo. A velocidade escalar está crescendo. 


A partícula está à direita da origem, movendo-se pa- 
ra a direita. A velocidade é crescente. A velocidade 
escalar é crescente. 


A partícula está a 2 cm à direita da origem, 
movendo-se para a direita a 3 cm/s. A velocidade 
não está mudando, bem como a velocidade escalar. 


A partícula está à direita da origem e está movendo- 
se para a direita. A velocidade é decrescente, bem 
como a velocidade escalar. 


A partícula está a 4 cm à direita da origem e está 
mudando da direita para a esquerda. A velocidade 
é decrescente. A velocidade escalar é crescente. 


A partícula está à direita da origem, movendo-se pa- 
ra a esquerda. A velocidade é decrescente. A velo- 
cidade escalar é crescente 


A partícula está na origem, movendo-se para a es- 
querda a 9 cm/s. A velocidade é decrescente. A ve- 
locidade escalar é crescente. 


A partícula está à esquerda da origem, movendo-se 
para a esquerda. A velocidade é decrescente. A ve- 
locidade escalar é crescente. 
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Na Tabela 1 estão valores de s, ve a para ft igual a 0, 1, 2e 3. Também estão 
indicados os sinais das quantidades s, v e a nos intervalos de £, excluindo 0, 
1, 2 e 3. Uma conclusão é tirada relativa à posição e ao movimento da paqnena 
para os vários valores de t. 

Na Figura 1, o movimento da partícula se faz ao longo de uma reta horizon- 





tal e o comportamento do movimento está indicado acima da reta. . « 
t=3 | 
| ) +=? 
t=0 t=1 
SE (ES [Ea (Sn Co AE EN O E 
1 O 1 2 3 4 
FIGURA 1 
EXEMPLO 4 Uma partícula move-se ao longo de uma reta, de acordo com 
a seguinte equação de movimento: 
| ui 4 
ss ma 
2 t+] 


onde s cm é a distância orientada da partícula até a origem em ts. Se v cm/s 
for a velocidade instantânea em ts e a cm/s? for a aceleração em ts, ache £, 
se v quando a = 0. 


Solução 
nas at 
“dt dt 
E 4 si 8 
AI E (t + 1) 
Tomando a = 0, teremos 
(+)—-8 0 
C+1Po 
(t+) =8 


dé onde vemos que o único valor real de t é obtido da raiz cúbica de 8; assim 
sendo, t + | = 2out = 1. Quando t = 1, 
l 4:1 4 
=p ls 
Sua a 
=, 


Portanto, a aceleração é O no instante 1 s, quando a partícula está a 5 cm da 
origem, movendo-se para a direita com uma velocidade de 2 cm/s. 


tajn 





Uma partícula movendo-se sobre uma reta tem um movimento harmônico 
simples se a medida de sua aceleração for sempre proporcional à medida de seu 
deslocamento de um ponto fixo na reta e a aceleração e o deslocamento tiverem 
sempre sentidos opostos. 
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EXEMPLO 5 Mostre que se uma partícula estiver se movendo ao longo de uma 


reta, de acordo com a equação de movimento, 
s = bsen(kt + 0) | (4) 


onde b, k e 8 são constantes e s cm é a distância orientada da partícula até a 
origem em ts, então o movimento será harmônico simples. 


Solução Queremos mostrar que se a cm/s” for a aceleração da partícula 
em ts, então a será proporcionala se a e s terão sinais opostos. Para determi- 
nar a encontramos primeiro v, onde v cm/'s é a velocidade da partícula em ts. 


as 
a”, 
= b[cos(kt + 6) I(k) 
= bk cos(kt + 6) 
dv 
dt 
= bk [—-sen(kt + 6)] (k) 
= — bkº sen(kt + 6) 


Substituindo (4) nessa igualdade, temos 


qtos 


Como — k? é uma constante, a é proporcional a s. Além disso, como —k? é 
negativo, a e s têm sentidos opostos. Logo, o movimento é harmônico simples. 


A derivada segunda é aplicada ainda na construção do gráfico de uma fun- 
ção (Secção 4.5) e no teste da derivada segunda para extremos relativos (Secção 
4.6). Uma aplicação importante das derivadas de ordem superior é no estudo 
de séries infinitas, conforme mostra o Capítulo 13. 

O exemplo a seguir ilustra como a derivada segunda é encontrada para fun- 
ções definidas implicitamente. 


EXEMPLO 6 Dada 
4x? + 9yº = 36 


d? y 
dx? 





ache por derivação implícita. 


Solução Derivando implicitamente em relação a x, obtemos 


d 
8x + 18y5=0 


dy  —4x 
ME O o e) 
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2 
Para encontrar a calculamos a derivada de um quociente tendo em men- 


te que y é uma função de x. Assim, 
9-4) — (—4x)[9-— 
dx? 81y? 


Substituindo o valor de a de (5) nessa equação, obtemos 





— 4x 
ty IP +069S 
dx? 81yº 

— —36y” — 16x? 
n 81y* 
— —49y* + 4x?) 
E 81yº 


Como qualquer valor de xe » satisfazendo essa equação deve também satisfa- 
zer a equação original, podemos substituir 9y? + 4x? por 36 e obter 


díy 46) 
dx? 81y 
ER 
sea 








EXERCÍCIOS 3.10 























Nos Exercícios de 1 a 16 ache as derivadas primeira e segunda á 2 
) e 

da função definida pela equação dada. | 20. Ache SG) se SO) = x-— 1 

É. fo)=x)—-2x) + x 2. F(x) = 7x) — 8x? 21. Ache D;/'(2 tg 3x). 

3. d)=28* -48*+7s—| 4 G)=t'-t4t | ds 

| 22. Ache Er (3 sen? 21). 
5. F(x)= x?/x — 5x 6. d)=Vr+— 
Jr 23. Ache f(x) se f(x) = cos 2x — sen 2x. 
7, fo)j=Vx + 1 8. h(y) = /2y' +45 du 
9. f(t)=4 cost? 10. g(t) = 2 sen? + PERSEU 
= d? l 
11. G(x) = cotg” x 12. f(x) = Ea 25. Dada x? + y? = 1, mostre que 5 = ——. 
? Da dx E y ; 
x? 26. Dada x? + 25y? = 100, mostre que SA = —0 
13. g(x) = A 14. g(x) = (Ox — 3) (x + 4) : dx 25» 
d*y — 2x 
3 dia = 
15. fo) = Senx+1 16. f(x) = sec2x + tg 2x Ene Ça o 3 So DSL Zque dx? y3 
ER 
17. Ache Dix —- 2x2 + x— 5). 28. Dada x!2 + y!? = 2, mostre que = = 
18. Ache D?(,/4t + 1). 2 
d* 3 | 29. Dada x* + y* = a“ (a é uma constante), ache a na 
19. Ache —, (1) dx 
dxº 2x — 17 forma mais simples. 
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d?y 
dx? 





30. Dada b?x? — a?y? = a?b? (ae b são constantes), ache 


na forma mais simples. 

31. Ache a inclinação da reta tangente em cada ponto do gráfi- 
codey = x! + x) — 3x?, onde a taxa de variação da incli- 
nação é zero. 

32. Ache a taxa de variação instantânea da inclinação da re- 

' ta tangente ao gráfico y = 2x) — 6x? — x + 1 no ponto 
G, —2. 


Nos Exercícios 33 e 34, uma partícula está se movendo ao longo 
de uma reta horizontal, de acordo com a equação dada, onde 
s cm é a distância orientada da partícula até a origem, v cm/s 
é a velocidade da partícula e a cm/s? é a aceleração da particu- 
la no instante t s. Ache ve a em termos de t. Faça uma tabela 
similar à Tabela 1 que dê uma descrição da posição e movimen- 
to da partícula. Inclua na tabela os intervalos de tempo, onde 
a partícula está se movendo para a direita e para a esquerda, on- 
de a velocidade é crescente e decrescente, quando a velocidade 
escalar é crescente e decrescente, e a posição da partícula com 
relação à origem nesses intervalos. Mostre o comportamento do 
movimento numa figura similar à Figura 1. 


33. s=t"-9 + 15t,t>0 34. s=k"*-2 +6t-2,1>0 


Nos Exercícios de 35 a 39, uma partícula está se movendo ao lon- 
go de uma reta, de acordo com a equação dada, ondes mé a 
distância orientada entre a posição da particula e a origem no 
instante t s. Ache o instante em que a aceleração instantânea é 
zero e nesse instante determine a distância orientada a partir da 
origem e a velocidade instantânea. 


35. s=" -5+24+1,1>0 

125 z 
16t+32 5 
39. s=82 4+2012,1>0 


3%. s=2t)—-6t +3—-4,t20 37. 5= 


38. s=9 4+2/2t+1,t>0 


Nos Exercícios de 40 a 45, uma partícula está se movendo ao lon- 
go de uma reta, de acordo com a equação de movimento dada, 
onde s cm é a distância orientada entre a partícula e a origem 
no instante t s. Mostre que o movimento é harmônico simples. 


P4>0 


40. s = Asen 2xkt + Bcos 27kt, onde 4, B, ek são constantes. 
41.s = bcos (kt + 6), onde b, k, e 6 são constantes. 
42:s=6sen(t++>7)+4sen(t-— <7) 

43.'s = sen (6! — 57) + sen (6t + 47) 


EXERCÍCIOS DE REVISÃO DO CAPÍTULO 3 


Nos Exercícios de 1 a 16, ache a derivada da função dada. 
1 fo)=52)—7x2+2x—3 2 go)= 5(x* + 3x7) 


| x? 4 4 3 
3 gd)=,+a ANO = as 


X x 


A Derivada e a Derivação 


8 cos? 6t — 4 
S — 10 sen? 2: 


44. s 
45. s 


Nos Exercícios de 46 a 49, ache as fórmulas para f(x) e f" (x) 
e estabeleça os domínios de f' ef”. 


O sto | —x? sex < 0 
46. SO) =*4 |x| 47. fo) = He Gs 
Ú) se x =0 
x sex *0 
——— X 
48. f(x) = |x/ 49. SO) =$ |x| 
0) sex =0 


50. Para a função do Exercício 48, ache f” (x) quando ela existir, 
51. Para a função do Exercício 49, ache f” (x) quando ela exitir. 


d? Px 
52. Mostre que se xy = 1, então Ec aê FE = 4. 





dx” 

53. Sef',9',f" eg” existemeseh = fo q, expresse h"(x) em 
termos das derivadas de fe g. 

54. Se fe g são duas funções, tais que suas derivadas primeira 

e segunda existem e h é a função definida pela equação 
ho) = fx) * 96x), prove que 


hº0) = 109): 9"09) + 2/09: 90) + FO) - 900) 


55. Se y = x”, onde n é qualquer inteiro positivo, prove, por in- 








dução matemática, que ia n! 

b ç b) q dx" a . 
56. Se 
' l 

RE | — 2x 

prove, por indução matemática, que 
dy 2"n! 
dx" (1-2)! 


57. Se k for um inteiro positivo qualquer, prove, por indução 
matemática, que 


sen x sen =4k 
cosx sen=4k+1I1 
Dy'(sen x) = -senx sen= 4k + 2 
— Cos x sen = 4k + 3 


58. Obtenha uma fórmula similar a do Exercício 57 para 
Dj (cos x). 


xº—- 4x +4 


-1/2 
x 
— 1 


SF) = 22 > é. Gy) = 


7. = —-4(4 +t—1) 
8. f(x) = (x* — 2x)(4x? + 2x + 5) 
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x? + | yº 
 g(x) = h a | 
a (oi Ra 10. h(y) = SR 
1. f(s) = fi = 38 + 7)º F(x) = ps — 4x2 + 1) 113 


3 9)=/5— ss 


15. F(x) = (x? — 1)*/2(x? — 42 


3x? + 4419 


16. go)=(x*—x) 45 — x?) 
Nos Exercícios de 17 a 24, calcule a derivada indicada. 


17. D(x + I)senx — xcosx] 18. Dítg? 37) 


19. — (x tg A) 20. D,(sen? 3t,/cos 21) 
dx x 
d (sec? t 22, So (Atena 
“de E eu dx X cos x 
23. D,sen(cos 3w)— 3 cos? 2w] 24. DAtg' x - sec x) 
Nos Exercícios de 25 a 34, ache —— dx 
25. 4x) +47? — y) =0 26. y=Vl +x +41 


l 


Dio qi 
x = 


X — 


28. xy +2y)=x— 2y 


q2!3 


29. sen(x + y) +sen(x — y)=1 30. xº + y8 = 


Xx/3 + 2x 


4x — 
34. sec(x + y) — sec(x — y) = | 


31. y=x+[e+(xt+x)) 32 y= 


33. tex+tgy= xy 


35. Ache as equações das retas tangentes à curva 
y = 2xº + 4x? — x que têm inclinação +. 

36. Ache uma equação da reta normal à curvax — y = Vx + y 
no ponto (3, 1). 

37. Ache as equações das retas tangente e normal à curva 
2x) + 2y* — 9xy = 0 no ponto (2, 1). 

38. Ache as equações das retas tangente e normal à curva 
y = 8 sen? 2x no ponto (57, 1). 

39. Prove que a reta tangente à curva y = —x* + 2x? + x no 
ponto (1, 2) é também tangente à curva em um outro ponto 
e determine esse ponto. 

40. Prove que as retas tangentes às curvas 


4y) —- x2y—- x+5y=0 e *—-4y +5Sx+y=0 
na origem são perpendiculares. 


d'y 
7 Sey =)3- 2x. 


41. dx 





Encontre 


| d 
42. Dada o = y*, onde k é uma constante e y, uma função 
X dy 
dx? 





de x, expresse em termos de y e X. 
43. Dada f(x) = px! + 2x? + 2x2 + 8x + 2. Para que va- 
lores de x f(x) > 0? 
44. Mostre que se xy = k, onde k é uma constante não-nula, 
d'y d'x 4 


então 55 = +. 
dx? dy? k 


45. 


46. 


47 


48 


49 


50 


51. 


52. 


53. 
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Uma partícula se movimenta sobre uma reta horizontal se- 
gundo a equação s = t* — 114? + 24t + 100, onde s cm 
é a distância orientada da partícula até a origem no instante 
ts. (a) A partícula está no ponto inicial quando t = 0. Para 
que outros valores de £ a partícula estará de novo no ponto 
inicial? (b) Determine a velocidade da partícula em cada ins- 
tante em que ela estiver no ponto inicial e interprete o sinal 
da velocidade em cada caso. 


Uma partícula se movimenta sobre uma reta horizontal, de 
acordo com a equação s = t? —3t — 9% + 2, onde s cm 
é a distância orientada da partícula a partir de um ponto O 
em ts. O sentido positivo do movimento é para a direita. 
Determine os intervalos de tempo nos quais a partícula se 
move para a direita e para a esquerda. Determine também 
quando a partícula inverte o sentido de seu movimento na 
reta. Mostre o comportamento do movimento como uma fi- 
gura e escolha valores de t ao acaso, mas inclua os valores 
de t nos quais a partícula inverte o sentido do seu movimento. 
Uma partícula move-se ao longo de uma reta segundo a equa- 
çãos = 5 — 2 cos? t, onde s cm é a distância orientada da 
partícula até a origem em ts. Sev cm/sea cm/s? forem, 

respectivamente, a velocidade e a aceleração da partícula em 
ts, ache v e a em termos de s. 

Um objeto está escorregando por um plano inclinado de acor- 
do com a equação s = 12tº + 6t, onde s m é a distância 
orientada do objeto até o topo do plano, após £ s do início 
do movimento. (a) Ache a velocidade aos 3 s. (b) Ache a ve- 
locidade inicial. 

Uma bola é atirada para cima do topo de um prédio com 12 m 
de altura. Sua equação de movimento és = — 164 + 96, 
onde s m é a distância orientada da bola ao ponto de parti- 
da, após ts. Ache (a) a velocidade instantânea da bola após 
2s; (b) qual a altura máxima atingida pela bola? (c) Quanto 
tempo levará para a bola atingir o solo? (d) Ache a velocida- 
de instantânea da bola ao atingir o solo. 

A lei de Stefan afirma que um corpo emite energia radian- 
te, de acordo com a fórmula R = kT?, onde R é a medida 
da taxa de emissão da energia radiante por unidade quadra- 
da de área, Té a medida Kelvin da temperatura da superfície 
e k é uma constante. Ache (a) a taxa média de variação de 
R em relação a T quando T passa de 200 a 300; (b) a taxa 
de variação instantânea de R em relação a 7, quando T é 200. 


Se A unidades quadradas for a área de um triângulo retângulo 
isósceles cujos catetos têm x unidades de comprimento, ache 
(a) a taxa média de variação de 4 em relação a x quando 
x varia de 8,00 para 8,01; (b) a taxa de variação instantânea 
de A em relação a x,quando x é 8,00. 

Se y = x?º, ache a taxa relativa de variação de y em rela- 
ção a x quando (a) x = 8e(b) x = c, onde c é uma constante. 
A equação de oferta de uma calculadora é y = m? + Jm, 
onde 100y calculadoras são fornecidas quando o preço de ca- 
da calculadora for m. Ache (a) a taxa média de variação da 
oferta em relação ao preço quando ele passa de $ 16 para 
$ 17; (b) a taxa de variação instantânea (ou marginal) da ofer- 
ta em relação ao preço, quando ele é $16. 
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54. 


55. 


56. 


57. 


58. 
59. 
60. 


61. 
62. 


63. 


64. 


65. 


66. 


67. 


68. 


69. 


70. 


1. 


A Derivada e a Derivação 


Use a definição de derivada para encontrar f(x), se 

fo)=3xº — 5x + 1. 

Use a definição de derivada para encontrar Fr (— 5), se 
2 

f09) = rd 

Use a definição de derivada para encontrar f'(5), se. 


fo) = VIx+ L. 


Use a definição de derivada para encontrar f(x), se 


flo)= 4x — 3. 


Ache f"(x) se Ax) = 3 sen? x — 4 cos? x. 


Ache f(x) se fx) = 2 + cos x. 


Ache f'(—3) se Ao) = (|xl — x)/9x. 
Ache f(x) se fo) = (|x + 1| — |x|). 


Dada 


— fx?—- 16 sex<4 
fo) 8.239 se 4< x 


(a) Faça um esboço do gráfico de f. (b) Determine se f é con- 
tinua em 4. (c) Determine se f é derivável em 4. 
Dada 


2 +2 
fo) = a a 


(a) Faça um esboço do gráfico de f. (b) Determine se f é con- 
tíinua em 3. (c) Determine se f é derivável em 3. 

O teorema do resto em Álgebra Elementar afirma que, se P(x) 
é um polinômo em x e r é um número real qualquer, então 
existe um polinômio Q(x), tal que P(x) = QO)(x — 1) + P(r). 
Qual é o Jim O)? 

Dada f(x) = |x|º. (a) Faça um esboço do gráfico de f. (b) 
Ache lim Jf(), se existir. (c) Ache f'(0) se existir. 


Dada f(x) = xºsgn x. (a) Onde f é derivável? (b) f” é conti- 
nua em seu domínio? 
Dada 


se x<3 
se 3<x 


ax? + b sex< 

foj=41 

|] 

Ache os valores de a e b, tais que f'(1) exista. 
Suponha que 


sell <x 


3 
sex<l 
x 
toda A + bx+c selx< 


Ache os valores de a, be c, tais que f“(1) exista. 

Se C(x) for a quantia em dinheiro correspondente ao custo 
total da fabricação de x cadeiras e C(x) = xº + 40x + 800, 
ache (a) a função custo marginal; (b) o custo marginal quan- 
do 20 cadeiras são fabricadas, (c) o custo real da fabricação 
da vigésima primeira cadeira. 

O rendimento total recebido da venda de x lâmpadas é R(x) 
e R(x) = 100x — 5x2. Ache (a) a função rendimento mar- 
ginal; (b) o rendimento marginal quando x = 15; (c) o rén- 
dimento real da venda da décima sexta lâmpada. 

Em um lago grande, um peixe predador. alimenta-se de 
um peixe menor e a população de predadores em qual- 


quer época é uma função do número de peixes pequenos 
no lago, naquele período de tempo. Suponha que quando há 
x peixes pequenos no lago, a população de predatores é y e 
y = x? + 80. Se a temporada de pesca terminou £ semanas 
atrás, x = 8t + 90. A que taxa a população do peixe preda- 
dor estará crescendo 9 semanas após o término da tempora- 


- da de pesca? Não expresse y em termos de £t, mas use a regra 


72. 


73. 


74. 


75. 


76. 


TI. 


78. 


79. 


80. 


81. 


da cadeia. 
A equação de demanda para uma barra de chocolate é | 


px + x + 20p = 3000 


onde 1.000x barras são demandadas por semana quando p 
centavos é o preço por unidade. Se o preço atual de cada barra 
for 49 centavos e estiver aumentando à taxa de 0,2 centavos 
por semana, ache a taxa de variação na demanda. 
Uma partícula move-se ao longo de uma reta, e 

s = sen(4t + in) + sen(4t + 57) 
onde s m é a distância da partícula até a origem no instante 
ts. Prove que o movimento é harmônico simples. 
Se a equação do movimento é s = cos 2t + 2 sen 2t, prove 
que o movimento é harmônico simples. 
Se uma partícula se move ao longo de uma reta e 
s = cos 2t + cos t, prove que o movimento não é harmôni- 
co simples. 
Uma partícula move-se numa reta, de acordo com a equação 
s = a + bt?; onde a e b são constantes positivas. Prove 
que a medida da aceleração é inversamente proporcional a 
s* para todo t. 
Um navio deixa um porto ao meio-dia e desloca-se para o 
oeste com a velocidade de 20 nós (um nó é uma milha náuti- 
ca por hora e 1 milha náutica equivale a aproximadamente 
2 km). Ao meio-dia do dia seguinte um segundo navio deixa 
o mesmo porto e viaja para o noroeste a 15 nós. Com que 
velocidade os navios se separam quando o segundo navio per- 
correu 90 milhas náuticas? 
Um reservatório tem 80 m de comprimento e sua secção trans- 
versal é um trapézio isósceles com lados iguais de 10 m, uma 
base superior de 17 m e uma base inferior de S m. Quando 
a água tiver 5 m de profundidade, ache a taxa segundo a qual 
estará escoando, se o nível de água estiver abaixando a uma 
taxa de 0,1 m/h. 
Um funil na forma de um cone tem 10 cm de diâmetro do 
topo e 8 cm de profundidade. A água está fluindo dentro do 
funil, a uma taxa de 12 cm?/s e para fora do funil, a uma 
taxa de 4 cm?/s. Com que velocidade o nível de água estará 
subindo, quando a profundidade for de 5 cm? 
Quando o último vagão de um trem passa por baixo de um 
viaduto, um automóvel cruza o viaduto numa rodovia per- 
pendicular aos trilhos e 30 m acima deles. O trem está a 
80 m/s, enquanto que o automóvel está a 40 m/s. Com que 
velocidade se afastam um do outro após 2 s? 
Um homem com 1,80 m de altura caminha em direção a um 
edifício com uma velocidade de 1,20 m/s. Há um ponto de. 


“luz no chão a 12 m do edifício. Com que velocidade diminui 


a sombra do homem no edifício, quando ele está a 9 m do 
edifício? 


82. 


83. 


84. 


85. 


86. 


87. 


88. 
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Uma queimadura na pele de uma pessoa tem a forma circu- 
lar. Se o raio da queimadura estiver diminuindo à taxa de 
0,05 cm por dia quando ela tem 1,0 cm, qual será a taxa de 
diminuição da área da queimadura naquele instante? 
Suponha que f(x) = 3x + |x| eg(x) = 5x — 4 |x|. Prove 
que nem f'(0), nem g'(0) existem, mas que (fo g)'(0) existe. 
Dê um exemplo de duas funções fe g para as quais f é deri- 
vável, em g(0), g não é derivável em 0 e fo g é derivável em 0. 
Dê um exemplo de duas funções fe g, tais que f não seja 
derivável em g(0), g seja derivável ém 0 e fo g seja derivável 
em 0. 

No Exercício S9 dos Exercícios 3.1, prove que se f for deri- 
vável em a, então 


o fla+ A) fla Ax) 
PU AR 


Mostre, usando a função valor absoluto, que é possível exis- 
tir o limite acima, mesmo que f'(a) não exista. 
Se f'(x,) existir, prove que 
tim 0) — 1 109 
JA e 


X-X1 


= f(x) — x, f(x,) 


Sejam fe g funções cujos domínios são o conjunto de todos 
os números reais. Além disso, suponha que 


89. 


90. 


91. 


92. 
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() 90) = xfo) + 1; (ii) g(a + b) = g(a) * g(b) para todo 
aeb; (iii) lim f(x) = 1. Prove que g' (x) = g(X). 


Se duas funções, f e gq forem deriváveis num número x,, a 
função composta fo g será, necessariamente, derivável em 
x,? Se sua resposta for afirmativa, prove-a. Se a resposta for 
negativa, dê um contra-exemplo. 





Suponha que g(x) = |f(x)|. Se fx) existir ef09) x 0, pro- 
ve que 
SO) 
(MD) — (n) 
90) [109 f(x) 


Prove que DY(sen x) = sen(x + nn). (Sugestão: use a in- 
dução matemática e as fórmulas sen(x + 4-n) = cos x ou 
cos(x + 5a) = —sen x após cada derivação.) 

Suponha que a função f seja definida no intervalo aberto 
(O, 1) e 


sen nx 
x(x — 1) 





fl) = 


Defina fem 0 1, de tal forma que fseja contínua no inter- 
valo fechado (0, 1). 





E ad ao 


Bs 





A interpretação da derivada como a inclinação de uma reta tangente fornece- 
nos informações sobre o comportamento das funções, e assim, ela é usada em 
técnicas de gráficos de funções. As Secções 4.1 e 4.4- 4.7 tratam dessa aplica- 
ção. Na Secção 4.1, definimos valores extremos de funções que são utilizados 
nas Secções 4.2 e 4.8 para resolver problemas envolvendo máximos e minimos. 
Por exemplo, determinamos a maior viga retangular que pode ser cortada de 
uma dada tora cilíndrica, bem como as dimensões de uma caixa que requer a 
quantia minima de material para um volume específico. 

Um dos teoremas mais importantes em Cálculo é o teorema do valor médio, 
discutido na Secção 4.3. E usado para provar muitos teoremas de Cálculo Dife- 


qe: o» - -- . tuas mama a mr 0 ga aa a O me mm 
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4. VALOR FUNCIONAL 
MÁXIMO E MÍNIMO 


4.1.1 DEFINIÇÃO 


4.1.2 DEFINIÇÃO 
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rencial e Integral, bem como em outros assuntos, como a análise numérica. Na 
Secção 4.9 introduzimos o conceito de diferencial. A Secção Suplementar 4.10 
é dedicada ao Método de Newton, uma aplicação da derivada a processos nu- 
méricos para arredondar soluções de equações. 


Vimos que a interpretação geométrica de derivada de uma função é a inclina- 
ção da reta tangente ao gráfico da função em um ponto. Esse fato possibilita- 
nos aplicar derivadas como recurso auxiliar no esboço de gráficos. Por exem- 
plo, podemos usar a derivada para determinar os pontos onde a reta tangente 
é horizontal; esses são os pontos onde a derivada é zero. A derivada também 
pode ser usada para encontrarmos os intervalos nos quais a função está acima 
ou abaixo da reta tangente. Antes de empregar a derivada para fazer esboços 
de gráficos, precisamos de algumas definições e teoremas. 


A função f terá um valor máximo relativo em c se existir um intervalo aberto 


contendo c, no qual Ao) o de E dus ho Foo ud Raso bo nesse 
intervalo. aj gs E rs EM [AS 





As Figuras 1 e 2 mostram o esboço de parte do gráfico de uma função, tendo 
um valor máximo relativo em c. 


A função f terá 1 um valor mínimo relativo em c se existir um: intérvalo dbero 


| contendo c, no qual JO) esteja definida, tal que f (o) < f(x) para todo x nesse 
| intervalo. 





eo NT 


| 
| 
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| poa 
| 
| | 
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| | | 
| | | 
| | | 


eso | |O SG E SR IR RS EE SE DE 
| a c b a c b a c b 
FIGURA 1 FIGURA 2 FIGURA 3 FIGURA 4 


4.1.3 TEOREMA 


As Figuras 3 e 4 mostram o esboço de parte do gráfico de uma função, tendo 
um valor mínimo relativo em c. 

Se a função ftiver um máximo relativo em c ou um mínimo relativo, então 
dizemos que f tem um extremo relativo em c. 

O seguinte teorema será usado para localizar os valores possíveis de c para 
os quais existe um extremo relativo. 


Se f(x) foi definida para todos os valores de x no intervalo aberto (a, Db) e se 





ftiver um extremo relativo em c, onde a < c < b, então f (c) = 0, se f'(c) existir. 


A interpretação geométrica desse teorema é que se f tiver um extremo relati- 
vo em c, ese f(c) existir, então o gráfico de f precisará ter uma reta tangente 
horizontal no ponto onde x = c. 
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Valores Extremos das Funções, Técnicas de Construção de Gráficos e a Diferencial 


Para demonstrar o Teorema 4.1.3, usamos os Teoremas 2.10.3 e 2.10.4. Se- 
ria útil que você consultasse esses teoremas, bem como as Ilustrações 3 e 4 da 
Secção Suplementar 2.10 que apresentam suas respectivas interpretações geo- 
métricas. 


Prova do Teorema 4.1.3 A demonstração será dada para o caso em que f tem 
um valor mínimo relativo em c. 
Se f” (x) existir, então 


ERA so Foo Ho (c) 


XE 


fc) = (1) 
Como f tem um valor mínimo relativo em c, pela Definição 4.1.2 existe um 
ô > 0 tal que 

se0O< |x-c| <óô, então fls) -—)20 
Se x tende a c pela direita, x — c > 0; logo 


SO) — Ao) > 0 
Xx-c 


se0<x- c< ó, então 


Pelo Teorema 2.10.4, se o limite existir, 


m IO HO 


2 2 
Rg X— € (2) 


Da mesma forma, se x tende a c pela esquerda, x - c < 0 e, portanto, 


O) HÃO co 
x-c 


se -ô<x- c< 0, então 


assim, pelo Teorema 2.10.3, se o limite existir, 


m 10) — Hc) (O 


XxoCT x — € 


(3) 


Como f'(c) existe, os limites nas desigualdades (2) e (3) têm que ser iguais 
a f'(c). Assim, de (2), 


f()z20 
e de (3), 


Fic) <0 


Como ambas as desigualdades são verdadeiras, concluímos que 
fc) = 


que era o que queríamos provar. 
A demonstração no caso em que ftem um valor máximo relativo em c é simi- 
lar e será proposta como um exercício (veja o Exercício 59). E 


Se f for uma função derivável em um intervalo aberto (a, b), então os únicos 
valores possíveis de x para os quais f/ pode ter um extremo relativo são aqueles 
em que f' (x) = 0; no entanto, f'(x) pode ser igual a zero para um valor especi- 
fico de x, sem que f possua um extremo relativo neste ponto. Em outras pala: 
vras, para funções deriváveis em um intervalo (a, b), a anulação da derivada 
em um ponto c é condição necessária mas não suficiente para que c seja um 
extremo relativo, e essa afirmação será comprovada pela ilustração a seguir. 
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b ILUSTRAÇÃO 1 Consideremos a função f definida por 
fo) = (x — 1º 


Um esboço do gráfico dessa função está na Figura 5. f(x) = 3X — 12, e as- 
sim f' (1) = 0.Mas, f(x) <0Osex< 1ef(x) > Osex > 1. Assim, f não tem 
um extremo relativo em 1. | «4 





Uma função f pode ter um extremo relativo num número e f” pode não exis- 
tir para este número. Isso é mostrado na Ilustração 2. 


FIGURA 5 


D ILUSTRAÇÃO 2 Seja f a função definida por 
Z2x— | sex<3 
SO) = 
8—-x se3<x 
N Um esboço do gráfico dessa função está na Figura 6. A função f tem um va- 
lor máximo relativo em 3. A derivada à esquerda em 3 é dada por f'. (3) = 2, 
enquanto que a derivada à direita de 3 é dada por ”,(3) = — 1. Concluímos, 
então, que f'(3) não existe. «4 
A Ilustração 2 demonstra por que a condição “*f'(c) existe”” deve ser incluída 
nas hipóteses do Teorema 4.1.3. 
E possível que uma função f possa ser definida num número c, onde f"(c) 
=" não exista e ainda f pode não ter um extremo relativo nesse número. Tal função 
FIGURA 6 | será ilustrada agora. 


D ILUSTRAÇÃO 3 Seja a função f definida por 
f(x) = x!" 


O domínio de f é o conjunto de todos números reais. 


l 
O) = 08 sex 0 





Além disso, f'(0) não existe. A Figura 7 mostra um esboço do gráfico de f. A | 
FIGURA 7 função não tem extremos relativos. « 


Em suma, se uma função f está definida em um número c, uma condição 
necessária à existência de um extremo relativo para f é que f(c) = 0 ou f'(c) 
não exista. Porém, essa condição não é suficiente. 






Se c for um número no domínio da função fe se f'(c) = Oou f'(c) não existir, 
então c será chamado de número crítico de f. 


4.1.4 DEFINIÇÃO 





Dessa definição e da discussão anterior, uma condição necessária (mas não 
suficiente) à existência de um extremo relativo em c é que c seja um número 
crítico. 


EXEMPLO 1 Ache os números críticos da função f definida por 


f00) = xº8 + 4x18 
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Solução 
fe) = Gl 4 4x0 28 
= 3x x 4 1) 
4x +1) 
— 3x8 


Quando x = —1, f(x) = 0 e quando x = 0, f(x) não existe. Ambos — 1 e 
O estão no domínio de f; logo, os pontos críticos de f são — 1 e 0. 


EXEMPLO 2 Ache os números críticos da função q definida por 
g(x) = sen x cos x 
Solução Como sen 2x = 2 sen xcos x, 
g(x) = 5 sen 2x 
g(x) = 5(cos 2x)2 
= cos 2x 


Desde que g'(x) exista para todo x, os únicos números críticos são aqueles para 
os quais g'(x) = 0. Como cos 2x = 0, quando 


2x = 57 + kn onde k é um inteiro qualquer 


os números críticos de g são > 7 + 5 kn, onde k é um inteiro qualquer. 





Um problema freqiente refere-se a uma função dada num certo intervalo, 
onde queremos encontrar o maior ou o menor valor da função. Esses intervalos 
podem ser fechados, abertos ou fechados num extremo e abertos no outro. O 
maior valor da função no intervalo é chamado de valor máximo absoluto e o 
menor valor da função no intervalo é chamado de valor mínimo absoluto. A 
seguir, são dadas as definições precisas. 





A função f terá um valor máximo absoluto num intervalo, se existir algum nú- 
“mero c no intervalo, tal que f(c) > f(x) para todo x no intervalo. Em tal caso, 
Í(c) será o valor máximo absoluto de f no intervalo. 


4.1.5 DEFINIÇÃO 









A função f terá um valor mínimo absoluto num intervalo, se existir algum nú- 
mero c no intervalo, tal que f(c) < f(x) para todo x no intervalo. Em tal caso, 
J(c) será o valor mínimo absoluto de f no intervalo. 


4.1.6 DEFINIÇÃO 






Um extremo absoluto de uma função num intervalo é um valor máximo ab- 
soluto ou um valor mínimo absoluto da função no intervalo. Uma função pode 
ou não ter um extremo absoluto num intervalo dado. Em cada uma das ilustra- 
ções a seguir, uma função e um intervalo são dados e determinamos os extre- 
mos absolutos da função no intervalo, quando existirem. 


Db ILUSTRAÇÃO 4 Suponha que f seja a função definida por 

SO) = 2x 
Um esboço do gráfico de fem [1, 4) está na Figura 8. A função f tem um valor 
mínimo absoluto de 2 em [1, 4). Não há valor máximo absoluto de f em (1, 4), 
FIGURA 8 pois lim f(x) = 8, mas f(x) é sempre menor do que 8 no intervalo dado. «4 


x>4" 


FIGURA 10 





FIGURA 12 
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b ILUSTRAÇÃO 5 Consideremos a função definida por 
SO) = — | 


Um esboço do gráfico de f em (— 3, 2] está na Figura 9. A função f tem um 
valor máximo absoluto de O em (— 3, 2]. Não há valor mínimo absoluto de f 
em (—-3,2], pois lim f(x) = —9, mas f(x) é sempre maior do que — 9 no inter- 


xs —3 
valo dado. | « 
D ILUSTRAÇÃO 6 A função f definida por 


fgy=— 


l— x 





2 


não possui nem valor máximo absoluto nem valor mínimo absoluto em (— 1, 1). 


Um esboço do gráfico de fem (— 1, 1) está na Figura 10. Observe que 
lim f(x) = —oo lim f(x) = +00 «4 
x> 17 


xo = 1* 


D ILUSTRAÇÃO 7 Seja f a função definida por 


x+1 sex<1 
fo 4 sel <x 


Um esboço do gráfico de fem [—5, 4] está na Figura 11. O valor máximo abso- 


“luto de fem [—S5, 4] ocorre em 1 e f(1) = 2; o valor mínimo absoluto de f 


em |—-5, 4] ocorreem —5Sef(—-5) = —4. Note que f tem um valor máximo 
relativo em 1 e um valor mínimo relativo em 3. Observe também que 1 é um 
número e de f, Pon f"(1) não existe e 3 é um número crítico de f, já que 


fQ) = | aq 





(5, 4) 
FIGURA 11 


D ILUSTRAÇÃO 8 A função f definida por 


l 
X) = —— 
fo) = — 
não possui nem valor máximo nem valor mínimo absolutos em [1, 5]. Veja, 
na Figura 12, um esboço do gráfico de f. Como tim f(x) = —oo, então, 
Xx+3" 


x) pode se tornar menor'do que qualquer número negativo, quando tomamos 
q q 


3 —- x> 0, e menor do que um ó > 0 adequado. Da mesma forma, lim FO) = 
X — 3* 


= +oo; assim, f(x) pode se tornar maior do que qualquer número positivo, 
quando tomamos x-— 3 > 0 e menor do que um é > O adequado. «4 
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Podemos falar de um extremo absoluto de uma função, mesmo que não seja 
especificado o intervalo. Em tal caso, estamos nos referindo ao extremo abso- 
luto da função em todo o seu domínio. 


4.1.7 DEFINIÇÃO | f(c) será o valor máximo absoluto da função f se c estiver no domínio de fe 
se f(c) > f(x) para todos os valores de x no domínio de f. ? 









f(c) será o valor mínimo absoluto da função f se c estiver no domínio de f e 
se f(c) < f(x) para todos os valores de x no domínio de f. 


4.1.8 DEFINIÇÃO 


b 


D ILUSTRAÇÃO 9 O gráfico da função f definida por 
fo)=x? —- 4x +8 


é uma parábola e o seu esboço está na Figura 13. O ponto mais baixo da pará- 
bola está em (2, 4) e a parábola abre-se para cima. A função tem um valor mí- 
nimo absoluto de 4 em 2. Não há valor máximo absoluto de f. « 


Consultando as Ilustrações 4-9, vemos que o único caso no qual existem am- 
bos os valores absolutos máximo e mínimo da função é na Ilustração 7, onde 
a função é contínua no intervalo fechado [— 5, 4]. Nas demais ilustrações, não 
temos um intervalo fechado, ou não temos uma função contínua. Se uma fun- 
ção for contínua num intervalo fechado, há um teorema, conhecido como teo-. 

O | rema do valor extremo, o qual assegura que a função tem ambos os valores má-. 
FIGURA 13 ximo e mínimo absolutos no intervalo. A demonstração desse teorema foge ão 
contexto deste livro. Você poderá encontrá-la num texto de Cálculo Avançado. 





Se a função f for contínua no intervalo fechado [a, b], então f terá um válor 
máximo absoluto e um valor mínimo absoluto em [a, 5). 


4.1.9 TEOREMA 
Teorema do Valor Extremo 





O Teorema 4.1.9 assegura que a continuidade de uma função em um interva- 
“lo fechado é condição suficiente para garantir que a função tenha no intervalo 
ambos os valores, máximo e mínimo, absolutos. A condição, contudo, não é 
necessária. Por exemplo, a função cujo gráfico está na Figura 14 tem um valor 
máximo absoluto em x = ce um valor mínimo absoluto em x = de, no entan- 
to, ela é descontínua no intervalo aberto (— 1, 1). 

Um extremo absoluto de uma função contínua num intervalo fechado deve 
ser um extremo relativo, ou um valor de função num extremo do intervalo. Co- 
mo uma condição necessária para que uma função tenha um extremo relativo 
num número c é que c seja um número crítico, o valor máximo absoluto e o 
valor mínimo absoluto de uma função contínua f num intervalo fechado [a, b] 
podem ser determinados pelo seguinte procedimento: | 


y 


1. Ache os valores da função nos números críticos de f em (a, b). 
2. Ache os valores de f(a) e f(D). 


3. O maior dentre os valores das etapas 1 e 2 será o valor máximo absoluto 
e o menor será o valor mínimo. absoluto. 









FIGURA 14 


Tabela 1 
x —2 —1 o 
fo) | —1 2 5 





FIGURA 15 
Tabela 2 

x dj. é 22 5 
fls) o 2/9 





FIGURA 16 


EXERCÍCIOS 4.1 


Exercícios 4.1: “223 


EXEMPLO 3 Ache os extremos absolutos de fem [—2, +] se 
f)=0+x]-x+1 


Solução Como f é contínua em [— 2, 5], o teorema do valor extremo pode 
ser aplicado. Para achar os números críticos de f, calculamos primeiro f': 


flo)=3Ixº+2x—1 


- Como f'(x) existe para todos os números reais, os únicos números críticos de 


f serão os valores de x para os quais f(x) = O. Vamos tomar f(x) = 


(3x — Dx +1)=0 


Os números críticos de f são — 1 e — e cada um deles está no intervalo fe- 


chado [—- 2, 4). Os valores da função nas números críticos e nos extremos do 


intervalo são dados na Tabela 1. | 

O valor máximo absoluto de fem [—2, 5] é, portanto, 2, o que ocorre em 
—1,e o valor mínimo absoluto de fem [—- 2,1] é — 1, que ocorre no extremo 
esquerdo —2. A Figura 15 mostra um esboço do gráfico de fem [—2, 5 


EXEMPLO 4 Ache os extremos absolutos de f em [1, 5] se 
fog) = (x — 27º 


Solução Como f é continua em [1, 5], o teorema do valor extremo pode 
ser aplicado | 
7 1 
j (x) Faq 3(x e 29113 


Não existe valor de x para a qual f(x) = O. Mas, como f'(x) não existe em 
2, concluímos que 2 é um número crítico de fi assim, os extremos absolutos 
ocorrem em 2 ou num dos extremos do intervalo. Os valores da função nesses 
números estão na Tabela 2. 

Da tabela, concluímos que o valor mínimo absoluto de f em [1,5] é 0, ocor- 
rendo em 2, e o valor máximo absoluto de f em [1, 5] é 4/9, ocorrendo em 5. 
Um esboço do gráfico dessa função em [1, 5] está na Figura 16. 


Nos Exercícios de 1 a 20, ache os números críticos da função dada. 


1. flog)= x) + 7x] — 5x 
2. g0)=2xº —-2xº — 16x +1 
3. So)=x! + 4xº — 2x? — 12x 


4. Ad ap açtS uy Jop dO 
5. g(x) = xº5 — 12x1'5 
6. fo)=x*+ IIx2º + 34x? + 15x — 2 
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T HM)=(t1"— 428 8. f(x) = (xº — 3x? + 4)!3 1| se 
fo j o fo) =( +4) 36. fo) ne | e [-20 
9. h(x) =—— 10. (0) = 6" — 34213 
x+7 37. fl) = x — [x]; (1,3) 38. h(x)=2x+[2x— 1]; (1,2] 
39. g(x) = sec 3x; [— Lx, En 40. fo)=tg 2x; [—-lr, in 
IL f)== 12. fO)= Ef, g(x) [—-&m, 67] € f6) i [—47, 67] 
Rea x — 5x +4 Nos Exercícios de 41 a 58, ache o valor máximo absoluto e o 
13. f(x) = sen? 3x 14. f(z) = cos” 4z valor mínimo absoluto da função dada no intervalo indicado pelo 
15. g(t) = sen 2t cos 2t 16. f(x) = sen 2x + cos 2x método usado nos Exemplos 3 e 4 desta secção. Faça um esboço 
17. f(x) = tg? 4x 18. g(x) = sec? 3x do gráfico da função no intervalo. 
19. G(x) = (x — Dx + 1)? 20. F(x) = (5 + 3)(2 — x)? 


Nos Exercícios de 21 a 40, ache os extremos absolutos da função 
dada no intervalo indicado, se existirem, e determine os valores 


41. go)=x)+5x— 4;[—3, —1] 
42. Mx)=x)+3xº —- 9x; [—4,4] 
43. f(x) = xº — 8x? + 16; [4,0] 
44. flx)=x* — 8x? + 16; [3,2] 


de x nos quais ocorrem os extremos absolutos. Faça um esboço 45. f(x) = x* — 8x? + 16; [0,3] 


do gráfico da função no intervalo. 


21. fO0)=4—-3x;(— 1,2] 
cad pao 00, + 00) 


23. g(x) = — = [- 2,3] 24. f(x) 


25. f(x)=2cosx; [—-S7,37) 26. GO)= 

27. So)=V3+x;[—-3,+00) 28. f(x)= 
4 

31. F(x)=|x— 4) + 1;(0,6) 

32. f(x) =|4 — x?|:(— 00, +00) 


33. g(x) = V4 + 7x; [0,3) 


34. F(x) = U(x) — U(x — 1) onde U(x) = e pisa plo 1) 


2 
35. fl) = E se dida : [3, 5] 


2 se x = 5 


4.2 APLICAÇÕES ENVOLVENDO 
EXTREMOS ABSOLUTOS 
NUM INTERVALO FECHADO 


46. g(x) = x* — 8x? + 16; [— 1,4] 
47. f(t) = Pi [—7,7] 48. f(w) = 3 cos 2w; [En, én] 
49. f(x) = cosec2x; [—47, gn] 50. h(x) = 2 sec = [—37,5n] 


==: 2,3) 51. fo)=——: [-1,2] 52. fl) = a 5,2] 


x+2 
ps sen x; E 37) 


x—7] se-l<xx<?2 
ss (- 3, 2) 54. J(x) = 


— x? sel<x<4 kt 4] 
3x— 4 se-3I<gx<l 


13,3 
—2 sel<x<3 k el 


—(x+5)2 se -6<x< 
—(x+1) se-4<x<0 bL-6.0] 
57. fl) = (x + 123; [2,1] 

58. go)=1—(x— 322: [—5,4] 


56. G(x) = 


E 
a ro 
E 


1 se0O< x! 


59. Prove o Teorema 4.1.3 para o caso em que f tem um valor 
máximo relativo em c. | 


Vamos aplicar o teorema do valor extremo a alguns problemas nos quais a so- 
lução é um extremo absoluto de uma função num intervalo fechado. O teorema 
assegura a existência de ambos os valores máximo e mínimo absolutos de uma 
função contínua num intervalo fechado. Na ilustração a seguir mostraremos 
o procedimento, considerando o problema discutido no Exemplo 4 da Secção 2.7. 


D ILUSTRAÇÃO 1 Um fabricante de caixas de papelão deseja fazer caixas aber- 
tas a partir de pedaços de papelão com 12 cm? cortando quadrados iguais dos 
quatro cantos e dobrando os lados para cima. Queremos encontrar o compri- 
mento do lado do quadrado a ser cortado para obter uma caixa com o maior 
volume possível. A Figura 1 representa um dado pedaço de papelão e a Figura 
2 representa a caixa. Mostramos no Exemplo 4 da Secção 2.7 que se x cm for 
o comprimento do lado do quadrado a ser cortado e V(x) cm” for o volume 
da caixa, então 


V(x) = 144x — 48x? + 4x2 


(2-—x) 
<—zxkm—s <km-s 








Pa! 


FIGURA 3 
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12 cm: 





AA 
ke q2 - 29) em—s 


FIGURA 1 "FIGURA 2 


e o domínio de V será o intervalo fechado [0, 6]. Como V é contínua em 
[0, 6], segue do teorema do valor extremo que V tem um valor máximo absolu- 
to nesse intervalo. Sabemos também que esse valor máximo absoluto precisa 
ocorrer num número crítico de Vou num extremo do intervalo. Para encontrar 
os números críticos de V determinamos V'(x) e então encontramos os valores 
de x para os quais V'(x) = 0 ou V'(x) não existe. 

V'(x) = 144 — 96x + 12x? 
V'() existe para todos os valores de x. Se V'(x) = 

12x? — 8x + 12) = 

x=6 q="2 


Os números críticos de V são 2 e 6, ambos pertencentes ao intervalo fechado 
[0, 6]. O valor máximo absoluto de V em [0, 6] precisa ocorrer num número 
crítico ou num extremo do intervalo. Como V(0) = 0e V(6) = 0, enquanto 
que V(2) = 128, o valor máximo absoluto de Vem [0, 6] é 128, ocorrendo quando 
XxX = 2. 

Logo, o maior volume possível é de 128 cmº, obtido quando o comprimen- 
to do lado do quadrado a ser cortado é de 2 cm. «4 





EXEMPLO 1 Os pontos 4 e B estão em lados opostos de um rio reto com 
3 km de largura. O ponto C está na mesma margem que B, mas 2 km rio abai- 
xo. Uma companhia telefônica deseja estender um cabo de 4 até C. Se o custo 
por quilômetro do cabo é 25% maior sob a água do que em terra, como deve 
ser estendido o cabo, de forma que o custo seja o menor para a companhia? 


Solução Consulte a Figura 3. Seja P um ponto na mesma margem que B 
eCeentre BeC, de tal forma que o cabo será estendido de 4 para P e deste 
para €. Seja x km a distância de B até P. Logo, (2 — x) quilômetros será a 
distância de Paté Ce xe [0, 2]. Seja k o custo por quilômetro em terra e 2K 
o custo por quilômetro sob a água (k é uma constante). Se C(x) for 0) custo 
total da ligação de 4 até Pe de P até C, então 


ClO)=3HKkvV32 +x2? +k2-— x) 


Como C é contínua em [0, 2], o teorema do valor extremo pode ser aplicado, 
assim, C tem ambos os valores, máximo e mínimo, absolutos, em [0, 2). Quere- 
mos encontrar o valor mínimo absoluto. 
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5k 
C'b) =—>—— —k 
4/9 + xº 
C'(x) existe para todos os valores de x. Equacionando C'(x) = O e resolvendo 
em x, teremos 


Skx 


499 + x? 


-“k=0 


5x =4/94 x (1) 


25x? = 16(9 + x?) 


9x? = 16:9 
x? = 16 
X=E4 


O número —- 4 é uma raiz estranha de (1) e 4 não está no intervalo [0, 2). Logo, 
não existem números críticos de €C em [0, 2]. O valor mínimo absoluto de € 
em [0, 2] deve, portanto, ocorrer num dos extremos do intervalo. Calculando 
C(0) e C(2), obtemos 


C0)=Bk e D=2ky13 


Como + k 13 < % k, o valor mínimo absoluto de C em [0, 2] é 5 k 13, 
ocorrendo quando x = 2. Logo, para minimizar o custo do cabo, devemos es- 
tendê-lo diretamente de 4 até € sob a água. 








EXEMPLO 2 Um campo retangular à margem de um rio deve ser cercado, 
com exceção do lado ao longo do rio. Se o custo do material for de $12 por 
metro linear no lado paralelo ao rio e de $8 por metro linear nos dois extremos, 
ache o campo de maior área possível que possa ser cercado com $3600 de ma- 
terial. 


Solução Seja x m o comprimento de cada extremo do campo, y m o com- 
primento do lado paralelo ao rio e 4 m? a área do campo. Veja a Figura 4. 
Logo, 

À =xy (2) 

Como o custo do material em cada extremo é de $8 por metro linear e o com- 
primento de cada extremo é de x m, o custo total da cerca para.cada extremo 
será de 88x. Analogamente, o custo total da cerca para o terceiro lado é de $12 ). 
Então, 

8x + 8x + 12y = 3.600 (3) 


Para expressar 4 em termos de uma única variável, resolvemos (3) obtendo y 
em termos de x e substituímos esse valor em (2), obtendo 4 como uma função 
de x, e 


A(x) = x(300 — x) (4) 


De (3), sey = 0,x = 225esex = 0,y = 300. Como ambos, x e y, devem 
ser não-negativos, o valor de x que irá tornar 4 um máximo absoluto está no 


intervalo fechado [0, 225]. Como 4 é contínua no intervalo fechado [0, 225], 


4.2 Aplicações Envolvendo Extremos Absolutos num Intervalo Fechado 221 


do teorema do valor extremo, 4 terá um valor máximo absoluto nesse interva- 
lo. De (4), 


A(x) = 300x — $x? 
A'(xx) = 300 — & 


Como: A”“(x) existe para todo x, os números críticos de 4 são encontrados ao 
equacionarmos A '(x) = 0, o que dá 


x = 1121 


O único número crítico de 4 é 1125, que está no intervalo fechado ([0, 225]. 
Assim, o valor máximo absoluto de 4 deve ocorrer em 0, 112 + ou 225. Como 
A(O) = 0 e A(225) = 0, enquanto que A(1124) = 16.875, o valor máximo 
absoluto de A em [0, 225] é 16.875, ocorrendo quando x = 1121 ey = 150 
(obtido de (3), substituindo 112 + por x). 

Assim sendo, a maior área possível que poderá ser cercada com $3.600 de 
material será 16.875 mí, e isto acontece en o lado paralelo ao rio tiver 
150 m e os extremos tiverem, cada um, 112 T 





EXEMPLO 3 Ao planejar um restaurante, estima-se que se houver de 40 a 80 
lugares, o lucro bruto diário será de $16 por lugar. Se, contudo, o número de 
assentos for acima de 80 lugares, o lucro bruto diário por lugar decrescerá de 
$0,08 vezes o número de lugares acima de 80. Qual deverá ser o número de as- 
sentos para que o lucro bruto diário seja máximo? 


Solução Seja x o número de lugares e P(x) o lucro bruto diário. P(x) é ob- 
tido ao multiplicarmos por x o lucro por lugar. Quando 40 < x < 80, o lucro 
por lugar será de 816; assim, P(x) = 16x. Se contudo, x > 80, então o lucro 
por lugar será de 16 — 0,08 (x — 80), dando assim P(x) = x [16 — 0,08 (x — 
— 80)); isto é, P(x) = 22,40x — 0,08x?. Assim, 


80 


16x se 40 < x 
< 280 


cida Dep - 0,08% se 80 


MA dA 


O limitante superior de 280 para x foi obtido notando que 22,40x — 0,08x? = 
= O quando x = 280 e quando x > 280, 22,40x — 0,08x? é negativo. 

Mesmo que x, por definição, seja um inteiro, para ter uma função contínua, 
vamos supor que x possa assumir todos os valores reais no intervalo [40, 280]. 
Há continuidade em 80, pois P(80) = 1.280 e 


lim P(x)= lim 16x lim P(x)= lim (22,40x — 0,08x2) 


x> 807 x> 807 x>80*+ x+>80+ 


= 1.280 1.280 


| 


Assim, P é contínua no intervalo fechado [40, 280] e o teorema do valor extre- 
mo garante um valor máximo absoluto de P nesse intervalo. 

Quando 40 < x < 80, P'(x) = 16; quando 80 < x < 280, P'(x) = 22,40 — 
— 0,16x. P'(80) não existe, pois P” (80) = 16e P! (80) = 9,60. Equacionan- 
do P'(x) = 


22,40 — 0,16x = 0 
x = 140 
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FIGURA 5 





FIGURA 6 
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Os números críticos de P são, então, 80 e 140. Vamos calcular P(x) nos pontos 
extremos do intervalo [40, 280] e nos números críticos. 


P(40) = 640  P(80)=1.280 P(140)= 1.568 P(280)=0 


O valor máximo absoluto de P é, portanto, de 1.568, ocorrendo quando x = 140. 
A capacidade de assentos deve ser de 140 lugares, o que dá um lucro bruto 
diário de $1.568. 








EXEMPLO 4 Ache as dimensões do cilindro circular reto de maior volume 
que possa ser inscrito num cone circular reto com um raio de 5 cm e 12 cm de 
altura. 


Solução Seja r cm o raio do cilindro, h cm sua altura e V cm” o seu 
volume. 
plana através do eixo do cone. 

Ser = 0eh = 12, temos um cilindro degenerado que é o eixo do cone. Se 
r=5Seh = 0, também temos um cilindro degenerado, que é um diâmetro da 
base do cone. O número r está no intervalo fechado [0, 5] e A está no intervalo 
fechado [0, 12). 

“A fórmula a seguir expressa V em termos de r e A: 


V = arºh (5) 


Para expressar V em termos de uma única variável, precisamos de uma outra 
equação envolvendo r e h. Da Figura 6, usando semelhança de triângulos, 





p=h112 
60 — 12 


Substituindo (6) na fórmula (5), iremos obter V como uma função de r e es- 
crevemos 


V(r) = I2n(5r? — r?) com r em [0, 5] (7) 


Como V é contínua no intervalo fechado [0, 5], segue do teorema do valor 
extremo que V tem um valor máximo absoluto nesse intervalo. Os valores de 
re h que acarretam esse valor máximo absoluto para V são os números que 
devem ser encontrados. 


V'(r) = 4n(10r — 3r?) 


Para encontrar os números críticos de V, equacionamos V'(r) = 0 e resolve- 
mos em 1: 


r(10 — 3") =0 
r=0 r=% 


Como V'(r) existe para todos os valores de r, os únicos números críticos de V 
são O e 2, ambos no intervalo fechado [0, 5). O valor máximo absoluto de 
V em [0, 5] deve ocorrer em um dos números 0, > ou 5. De (7), obtemos 


V(O)=-0 VBD=*Sm W5)=0 


EXERCÍCIOS 4.2 
Em alguns dos exercícios, a variável independente, por defini- 


ção, pode representar um número inteiro não-negativo. Por exem- 


nuidade em tais exercícios, requisito necessário para podermos 
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Logo, o valor máximo absoluto de V é 2x, ocorrendo quando r = «£, 
Quando » = “2, de (6) decorre que h = 4. 

Assim sendo, o maior volume do cilindro inscrito no cone dado é “L x em? 
e ter 


emos esse valor quando o raio for de “2 em é a altura for de 4 cm. 








e chegar à € por uma estrada reta. Aché o percurso mais ba- 

tato de 4 até C.; E 
plo, no Exercício 17, se x representar o número de estudantes, 12. Resolva o Exercício 11 se o ponto O estiver a 7 km dé B. 
então x deverá ser um inteiro não-negativo. Para que haja conti. 13. Resolva O Exemplo 1 desta secção se o ponto C estiver a 6 km 


rio abaixo de B. 


aplicar o cálculo, permita que a variável independente sejaum 14. O Exemplo 1 e os Exercícios 11, 12 e 13 são casos particula- 


número real não-negativo. 


1. Consulte o Exercício 41 da série de Exercícios 2.7. Um fa- 
bricante de latas sem tampas deseja usar folhas-dé-flandtes 
com dimensões de 8 cm por 15 cm, cortando quadrados iguais 
dos quatro cantos e dobrando os lados para cima. Use o mé- 
todo desta secção para encontrar o comprimento do lado do 
quadrado a ser cortado, a fim de obter de cada folha-de- 
flandres uma caixa aberta, tendo o maior volume possível. 
2. Consulte o Exercício 42, da série de Exercícios 2.7. Suponha 
que o fabricante do Exercício 1 faça as latas abertas de pe- 
daços quadrados de flandres com k cm de lado. Determine 
o comprimento do quadrado à ser cortado, de tal forma que 
O volume da caixa seja um máximo. 

+. Consulte 6 Exercício 43 da série de Exercícios 2.7. Ache as 
dimensões do maior campo retangular que pode ser fechado 
com 240 m de cerca. 

4. Ache as dimensões do maior jardim retangular que pode ser 
fechado com 100 m de cerca. 

5. Se um dos lados de um campo retangular fór um rio, ache 
as dimensões do maior campo retangular que pode ser fe- 
chado usando 240 m de cerca para os outros três lados. 

6. Consulte o Exercício 44 da série de Exercícios 2.7. Ache as 
dimensões do maior jardim retangular, de forma que uma 
casa limite um lado do jardim é 100 m de cerca sejam usá- 
dos nos outros três lados. 

7. Ache O número no intervalo [Ô, 1], tal que a diferença entre 
O número e seu quadrado seja um máximo. 

8. Ache o número no intervalo [5-, 2], tal que à soma do nú- 
mero com seu recíproco seja um máximo. 

9. Ache a área do maior retângulo tendo dois vértices no eixo 
x e os dois outros vértices sobre a parábola py = 9 - x? aci- 
ma do eixo x. 

10. Ache a área do maioí retângulo que possa ser inscrito numa 

circunferência dada dé raio r. 

11. Uma ilha está num ponto 4, a 6 km do ponto mais próximo 

B, numa praia reta. Uma mulher na ilha deseja ir a um pon- 

to €, a 9 km do ponto B. A mulher pode alugar um barco 

por $15 o quilômetro e navegar até um ponto P entre B e 

C e então alugar um carro a um custo de $12 por quilômetro 


ed 


res do seguinte problema geral. Seja 
10) = ula? + x2 + vb — 3). 
onde x éstá em [0, bJeu > v > 0. Mostre que para o valor 


minimo absoluto de f ocorrer em um número do intervalo 
aberto (0, b), a seguinte desigualdade deve estar satisfeita: 





15. Se R m for 6 alcance de um projétil, então 
vê sen 20 | 
R=EDD oqo<iz 


16. 


19. 


18. 


19. 


onde vo m/s é a velocidade inicial, g m/s? é a aceleração da 
gravidade é O é a medida em radianos do ângulo que a arma 
faz com a horizontal. Ache o valor de 8 para que o alcance 
seja máximo. 
Sé um corpo com W kg de peso for arrastado aó longo de 
um piso horizontal por uma força com F kg de magnitude 
e segundo uma direção que faz um ângulo de 8 rad. com o 
plano do piso, então F será dada pela equação 

== kW 

“ksen9+cos0 
onde k é uma constante chamada de coeficiente de atrito e 
O<k<h1.Se0<0< 5, ache cos 8 quando F for mí- 
nima. 
Consulte o Exercício 39, da série de Exercícios 3.2. Uma ex- 
cursão de uma escola que pode acomodar até 250 estudantes 
custará $15 por estudante, se no máximo 150 fizerem a via- 
gem, contudo, o custo por estudante será reduzido em $0,05 
para cada estudante que exceder 150, até que o custo seja 
de $10 por estudante. Quantos estudantes devem fazer a ex- 
cursão para que a escóla receba a maior renda bruta? 
Resolva o Exercício 17, se a redução por estudante que exce- 
der 150 for de $0,07. 
Um clube privado cobra a anuidade de $100 por membro, 
menos $0,50 para cada membro acima de 600 é mais $0,50 
para cada membro abaixo de 600. Quantos membros darão 
ao clube um rendimento anual máximo? 
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. 


20. Consulte o Exercício 40, da série de Exercícios 3.2. Um fa- 


bricante pode obter um luco de $20 em cada item, se forem 
produzidos por semana no máximo 800 itens. O lucro de- 
cresce $0,02 por item acima de 800. Quantos itens deverão 


ser produzidos por semana, para que ele obtenha um lucro . 


máximo? 
Laranjeiras na Califórnia produzem 600 laranjas por ano, 
se forem plantadas no máximo 20 árvores por acre (4 km?). 
Cada árvore plantada a mais causa um decréscimo de 15 la- 
ranjas por pé. Quantas árvores devem ser plantadas por acre 
para se obter o maior número de laranjas? 

Mostre que o maior retângulo tendo um perímetro dado de 
p unidades é um quadrado. 

Ache as dimensões do cilindro circular reto de maior área 
de superfície lateral que possa ser inscrito numa esfera com 
um raio de 6 cm. 

Ache as dimensões do cilindro circular reto de maior volu- 
me que possa ser inscrito numa esfera com um raio de 6 cm. 
Para um pacote ser aceito por um determinado serviço de 
entrega de encomendas, a soma do comprimento e do perí- 
metro da secção transversal não deve ser maior do que 
100 cm. Se um pacote tiver o formato de uma caixa retangu- 
lar com uma secção quadrada, ache as dimensões do pacote 
tendo o maior volume possível que possa ser despachado. 
Dois produtos, 4 e B, são produzidos por determinada fá- 
brica. Se € for o custo total de produção numa jornada de 
8 horas por dia, então C = 3x? + 42y, onde xe y são o nú- 
mero de máquinas que são usadas para produzir 4 e B, res- 
pectivamente. Se durante a jornada de 8 horas tivermos 15 
máquinas em funcionamento, determine quantas devem pro- 
duzir 4 e quantas devem produzir B, para que o custo total 
seja mínimo. 

Dado a circunferência de equação x? + y? = 9, ache (a) a 
menor distância entre o ponto (4, 5) e um ponto na circunfe- 
rência; (b) a maior distância entre o ponto (4, 5) e um ponto 
na circunferência. 

- Suponha que um peso deva ser mantido 10 m abaixo de uma 
reta horizontal 4B por um fio com a forma de Y. Se os pon- 
tos 4 e B estão a uma distância de 8 m um do outro, qual 
o fio de menor comprimento que pode ser usado? 
Suponha que a diminuição na pressão sanguínea de uma pes- 
soa dependa de uma determinada droga que ela deverá to- 
mar. Assim, se x mg da droga forem tomados, a queda na 
pressão sanguínea será uma função de x. Seja f(x) esta fun- 
ção e 
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fl) = axk — x) 
onde x está em (0, X] e k é uma constante positiva. Determi- 
ne o valor de x que cause o maior decréscimo na pressão san-: 
guinea. 


« Durante a tosse há um decréscimo no raio da traquéia de uma 


pessoa. Suponha que o raio normal da traquéia seja R cm 
e que durante a tosse o raio seja de r cm, onde R é uma cons- 
tante e r é uma variável. Podemos mostrar que a velocidade 
do ar através da traquéia é uma função de r e se V(n) cm/s 
for essa velocidade, então 


V(r) = kr(R — 1) 
onde k é uma constante positiva e r está em [5 R, R]. De- 


termine o raio da traquéia durante a tosse, para o qual a ve- 
locidade do ar através da traquéia seja máxima. 


«- Numa determinada vila, a taxa segundo a qual um boato se 


espalha é conjuntamente proporcional ao número de pessoas 


— que ouviram o boato e ao número de pessoas que não ouvi- 
- ram. Mostre que o boato está sendo espalhado com veloci- 


dade máxima, quando a metade da população da cidade já 
o escutou. 


- Um determinado lago pode suportar até 14.000 peixes e a 


taxa de crescimento da população de peixes é conjuntamen- 
te proporcional ao número de peixes presentes e à diferença 
entre 14.000 e o número de peixes existentes. Qual deve ser 
o tamanho da população de peixes para que a taxa de cresci- 
mento. seja máxima? 

A resistência de uma viga retangular é conjuntamente pro- 
porcional à sua largura e ao quadrado de sua profundidade. 
Ache as dimensões da viga mais resistente que possa ser cor- 
tada de uma tora na forma de um cilindro circular reto com 
72 cm de raio. | 

A rigidez de uma viga retangular é conjuntamente propor- 
cional à sua largura e ao cubo de sua profundidade. Ache 
as dimensões da viga mais rígida que possa ser cortada de 
uma tora na forma de um cilindro circular reto com a cm 
de raio. 


- Um pedaço de arame com 10 m é cortado em duas partes. 


Uma delas é curvada na forma circular e a outra, na forma 
de um quadrado. Como dividir o fio, de tal forma que (a) 
a área combinada das duas figuras seja a menor possível; (b) 
a área combinada das duas figuras seja a maior possível? 
Resolva o Exercício 35, se uma das partes for dobrada na 
forma de um triângulo equilátero, e a outra, na forma de 
um quadrado. 





4.3 TEOREMA DE ROLLE E Ressaltamos a importância do teorema do valor médio na introdução deste ca- 
TEOREMA DO VALOR MEDIO pítulo. A demonstração do teorema do valor médio é baseada num caso parti- 
cular, conhecido como teorema de Rolle, que discutiremos primeiro. 
Seja f uma função contínua no intervalo fechado [a, b], derivável no interva- 
lo aberto (a, b) e tal que f(a) = 0 e f(b) = 0. O matemático francês Michel 
Rolle (1652-1719) provou que se uma função satisfaz essas condições, existe pe- 
lo menos um número c entre a e b para o qual f'(c) = 0. 


FIGURA 1 
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4.3.1 TEOREMA 
Teorema de Rolle 
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Vejamos qual o significado geométrico disto. A Figura 1 mostra um esboço 
do gráfico de uma função f que satisfaz as condições do parágrafo precedente. 
Vemos, intuitivamente, que existe pelo menos um ponto sobre a curva entre 
os pontos (a, 0) e (Db, 0), onde a reta tangente é paralela ao eixo x; isto é, a incli- 
nação da reta tangente é zero. Esta situação é ilustrada na Figura 1, no ponto 
P. Assim sendo, a abscissa de Pé o c, tal que f(c) = 0. 

A função cujo gráfico está esboçado na Figura 1 não é derivável apenas no 
intervalo aberto (a, b); isso ocorre também nos extremos do intervalo. Mas, 
a condição de que f seja derivável nos extremos não é necessária, para que o 
gráfico tenha uma reta tangente horizontal em algum ponto no intervalo; a Fi- 
gura 2 ilustra isso. Vemos, nessa figura, que a função não é derivável em a e 
b; contudo, existe uma reta tangente no ponto onde x = ce cestá entre a e b. 

Entretanto, é necessário que a função seja contínua nos extremos do interva- 
lo, para garantir a existência dessa tangente. A Figura 3 mostra um esboço do 
gráfico de uma função que é continua no intervalo [a, b), mas descontínua em 
b; a função é derivável no intervalo aberto (a, b), e os valores funcionais são 
zero em ambos os pontos, a e b. Não existe, contudo, nenhum ponto no qual 
o gráfico tenha uma reta tangente horizontal. 

Vamos enunciar e provar agora o teorema de Rolle. 


| Seja f uma função, tal que 


- -- (1) ela seja continua no intervalo fechado fa, b]; 


(1i) ela seja derivável no intervalo aberto (a, b); 


(ii) fla) = 0 e f(b) = 0. 


Então existe um número c no intervalo aberto (a, b), tal que 


flo) =0. 





Prova Vamos considerar dois casos. 


Caso !: f(x) = O para todo x em [a, b). 
Então, f(x) = O para todo x em (a, b); logo, qualquer número entre a e c 
pode ser tomado como c. 


Caso 2: f(x) não se anula para todos os valores de x no intervalo aberto (a, b). 

Como fé continua no intervalo fechado [a, b], do teorema do valor extremo, f 
tem um valor máximo e um valor minimo absolutos em (a, b]. De (iii), f(a) = 0 
e f(b) = 0. Além disso, f(x) não é zero para todo x em (a, b). Logo, f terá 
um valor máximo absoluto positivo em algum c, de (a, b), ou um valor míni- 
mo absoluto negativo em algum c, de (a, b), ou ambos. Assim, para c = c;, 
ou c = c,, conforme o caso, existe um extremo absoluto num ponto interior 
ao intervalo [a, b]. Logo, o extremo absoluto f(c) é também um extremo relati- 
vo, e como por hipótese existe f'(c), segue do Teorema 4.1.3 que f(c) = 0. 
Isso prova o teorema. E 


Pode existir mais de um número no intervalo aberto (a, b), para o qual a de- 
rivada de f seja zero. Isso é ilustrado geometricamente na Figura 4, onde a reta 
tangente é horizontal no ponto onde x = c, e também no ponto onde 
x = c,; assim, ambos f(c) = 0ef(c,)) = 0. 
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O inverso do teorema de Rolle não é verdadeiro. Isto é, não podemos con- 
cluir que se uma função f for tal que f'(c) = 0, como a < c < b, então serão 
verdadeiras as condições (i), (11) e (iii). Veja o Exercício 32. 





EXEMPLO 1 Dada 
f(x) = 4xº — 9x 


comprove que as condições (i), (ii) e (iii) das hipóteses do teorema de Rolle estão 
satisfeitas em cada um dos seguintes intervalos: [— >, 0], [0, SJe [-5, 5]. 


Ache então um valor de c em cada um desses intervalos para os quais f'(c) = 0. 


Solução 
flO)=12x]-—-9 


Como f'(x) existe para todos os valores de x, fé derivável em (— o0, +00). As- 
sim, as condições (1) e (ii) do teorema de Rolle são válidas em qualquer interva- 
lo. Para determinar em quais intervalos a condição (iii) se verifica, encontra- 
mos os valores de x para os quais f(x) = 0. Se f(Q) = 0, 


4x(x] —-)=0 
x=—S x=0 x=3 
Com a = -)eb = 00 teorema de Rolle é válido em [—-5, 0]. Analoga- 


. mente, o teorema de Rolle é válido em [0, 5] e [-5, 5]. 


Para encontrar os valores adequados de c, equacionamos f'(x) = 0, obtendo 
12x? -9=0 
x= 1/3 0 x=3/3 


Portanto, no intervalo [— 5, 0], uma escolha adequada para c é — 1/3. No 


[O La 


: intervalo [0, 5], tomamos c = 4/3, enquanto que no intervalo [— 5, 5] temos 


duas possibilidades para c: — 3 ou 13. 


Vamos aplicar agora o teorema de Rolle para provar o teorema do valor mé- 
dio. Você deverá se familiarizar bem com o conteúdo deste teorema. 


Seja f uma função, tal que 


(i) seja continua no intervalo fechado [a, b); 


(ii) seja derivável no intervalo aberto (a, b). 
Então, existirá um número c no intervalo aberto (a, b), tal que 


fo Ee it — fe) 





Antes de demonstrar o teorema, vamos interpretá-lo geometricamente. Num 
esboço do gráfico da função f, [f(b) — f(a)]/(b — a) é a inclinação do segmen- 
to de reta que liga os pontos A(a, f(a)) e B(b, f(b)). O teorema do valor médio 
afirma que existe um ponto sobre a curva entre 4 e B, onde a reta tangente 


FIGURA 5 


A(a, A 
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é paralela à reta secante por 4 e B; isto é, existe um número c em (a, b), 
tal que 


HE) Mm fla) 


— q 


fc) = 


Consulte a Figura 5. 

Se tomarmos o eixo x coincidente com a reta secante AB, podemos observar 
que o teorema do valor médio é uma generalização do teorema de Rolle, o qual 
será usado em sua demonstração. 


Prova do Teorema 4.3.2 Uma equação da reta que passa por 4 e B na Figura 5 é 


No É Sm 


»y — fa) = — q) 


- 19-10 na, -a+fa 


Seja, agora, F(x) a medida da distância vertical entre o ponto (x, f(x)) do gráfi- 
co da função fe o ponto correspondente sobre a reta secante por 4 e B; então, 


O Aa te ) 


* 


F(x) = f(9 — (x— a) — fa) (1) 

Vamos mostrar que a função F satisfaz as três condições da hipótese do teo- 
rema de Rolle. 

A função F é contínua no intervalo fechado [a, b], pois é a soma de f com 
uma função polinomial linear, ambas as quais são contínuas no intervalo. Lo- 
go, a condição (i) está satisfeita por F. A condição (ii) está satisfeita por F, pois 
fé derivável em (a, b). De (1), segue que F(a) = 0e F(b) = O. Portanto, tam- 
bém a condição (iii) do teorema de Rolle está satisfeita por F. 

Da conclusão do teorema de Rolle, temos que existe um c no intervalo aberto 
(a, b), tal que F'(c) = O. Mas 


b 
rg = fi) LEÃO 
Assim, 

b 
rg =pt) SL 


Logo, existe um número c em (a, b), tal que 


0 = fo) — fo dio, 
b 
tis fo) on 
como queríamos demonstrar. = 


EXEMPLO 2 Dada 
f(x) = x* — 5x? — 3x 
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2, 
FIGURA 6 
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comprove que as hipóteses do teorema do valor médio estão satisfeitas para 
a = 1eb = 3. Então, encontre todos os números c no intervalo aberto (1, 3), 
tais que 


a Ha) 


rig" 


Solução Como f é uma função polinomial, ela será contínua e derivável 
para todos os valores de x. Logo, as hipóteses do teorema do valor médio estão 
satisfeitas para todo a e b. 


fo)=3x — 10x—3 
f)=-7 e fO0s= 27 


Logo, 
OI) =27=(=7) 
3-1 2 
= —I0 
Equacionando f'(c) = — 10, obtemos 
32 — 100 —-3=—10 
2-100c+7=0 


Be—-Nc—-D)=0 


= vd 


tastad 


Como 1 não está no intervalo aberto (1, 3), o único valor possível para c é +. 








EXEMPLO 3 Dada 
ft) = 228 
faça um esboço do gráfico de f. Mostre que não existe nenhum número c no 
intervalo aberto (— 2, 2), tal que 
di — M—2) 
(= 2) 


Que condição dentre as hipóteses do teorema do valor médio não está satisfeita 
para f quando a = —-2eb=2? 


Fc) = 


Solução Um esboço do gráfico f aparece na Figura 6. 
fo) =3n0"º 


Assim, 


fc) = a 


OH) 48 = 418 
TESE 4 
=0 


Não existe um número c para o qual ado 0 
p q 3c!3 ii q 
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A função f é continua no intervalo fechado [— 2, 2]; contudo, f não é de- 
rivável no intervalo aberto (— 2, 2), pois f' (0) não existe. Logo, a condição (11) 
das hipóteses do teorema do valor médio não está satisfeita para f/, quando 
az -Zeb=zZ. 


Antes do enunciado do teorema do valor médio, indicamos que se trata de 
um dos mais importantes teoremas de cálculo, pois é usado na demonstração 
de muitos outros teoremas. Em tais casos, não é necessário encontrar o valor 
do número c garantido pelo teorema. O fato crucial do teorema é a existência . 
do número c. Para indicar importância do teorema do valor médio, mostramos 
o seu uso na demonstração do teorema a seguir, que será necessário no Capitu- 
lo 5. 


4.3.3 TEOREMA | Se ffor uma função tal que f(x) = O para todos os valores de x num intervalo 





I, então f será constante em 1. 


Prova Suponha que f não seja constante no intervalo 7. Então, existem dois 
números distintos, x, e x, em Z, com x, < x, tais que f(x,) = f(x). Como, por 
hipótese, f(x) = O para todo x em, então f(x) = O para todo x no intervalo 
fechado [x,, x;]. Logo, f é derivável para todo x em [x,, x] e f é contínua em 
[x,, x]. Portanto, a hipótese do teorema do valor médio está satisfeita, e en- 
tão existe um número c, com x, < c < x;,, tal que 


f(x) — flxo) 
1 


Flo) = (2) 


Xi — X> 


Mas como f' (x) = O para todo x no intervalo [x,, x,], então f (c) = 0 e de (2) 
segue que f(x,) = f(x). Mas supomos que f(x,)) * f(x). Temos, portanto, 
uma contradição e, assim sendo, f é constante em TZ. E) 


Um outro teorema importante, em cuja demonstração é utilizado o teorema 
do valor médio, é o Teorema 4.4.3, dado na secção a seguir. 





EXERCÍCIOS 4.3 

Nos Exercícios de 1 a 4, comprove que as condições (i), (ii) e (iii) — xº + 4x 

das hipóteses do teorema de Rolle estão satisfeitas pela função 9. So) = 1 + Ro + =, 27) 10. /09) = a, ; [2,6] 

dada no intervalo indicado. Ache, então, um valor adequado de . 

c que satisfaça a conclusão do teorema de Rolle. Nos Exercícios de 11 a 16, (a) faça um esboço do gráfico da fun- 

ção no intervalo indicado; (b) teste as três condições (i), (ii) e (iii) 

1. f(x) = x) — 4x +3; [1,3] das hipóteses do teorema de Rolle e determine quais entre elas 
2. fo)=x*-2x* —-x+2; [1,2] são satisfeitas; e (c) se as três condições de (b) forem satisfeitas, 
3. f(x) = sen2x; [0, 37] determine um ponto no qual existe uma reta tangente horizontal. 


4. f(x)= 3 cos? x; [5n,57 

Lim, én] 1 f(x) = x*? — 3x!/3. [0,3] 12. f(x) = x*!* — 2x!/*; [0,4] 
Nos Exercícios de 5 a 10, comprove que as hipóteses do teorema . Ro | 
do valor médio estão satisfeitas pela função dada no intervalo 13. fxg)=-————:[—3,4] 
indicado. Ache, então, um valor adequado de c que satisfaça a x—3 


á 6 ; 
conclusão do teorema do valor médio. 14 fo)= = + 6 sex < k [-2,4) 
s. fo)=*2+2x— 1; [0,1] pai dg 

6 fo)=0 +22: [2,1] iSgu= E as 
7. S(x) = xº2; [0,1] AD Sx—8 sel<x!' 5] 
8. fl) = 1 — sen x; [0, tn] | 16. fo)=1— |x); [—1,1] 
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A interpretação geométrica do teorema do valor médio é que para 
um valor adequado de c no intervalo aberto (a, b), a reta tan- 
gente a curva y = f(x) no ponto (c, f(c)) é paralela à reta secante 
que passa pelos pontos (a, f(a)) e (b, f(b)). Nos Exercícios de 
17 a 20, ache um valor de c que satisfaça a conclusão do teore- 
ma do valor médio, faça um esboço do gráfico no intervalo fe- 
chado (a, b] e coloque no gráfico as retas tangente e secante. 


17. SfO)=x?;a=3,b=5 18. flo)=x?;a=2,b=4 
19. (x) =senx;a=0,b=iz 
20. f(x)=2cosx;a=in,b=27 


Para cada uma das funções dos Exercícios de 21 a 24, não existe 
um número c no intervalo aberto (a, b) que satisfaça a conclu- 
são do teorema do valor médio. Em cada exercício, determine 
qual das hipóteses do teorema do valor médio não é satisfeita. 
Faça um esboço do gráfico de y = f(x) e da reta que passa pelos 
pontos (a, f(a)) e (b, f(b)). 


21. O e ga bd 





(x — 3)? 
2x — 1 
22. f09) = gs = 1,b=2 


23. fo)=Hx—- 4), a= -4,b=5 


2x + 3 sex<3 

24. E qa - = 

fo) E espia Ed 

25. Se f(x) = x* — 2x3+2x? — x, then f(x)=4xº — 6x2 +4x— 1. 
Prove, pelo teorema de Rolle, que a equação a seguir tem 
pelo menos uma raiz real no intervalo aberto (0, 1): 


4x) —- 6x2 +4x—- 1=0. 


26. Prove, pelo teorema de Rolle, que a equação x? + 2x + c= 0, 
onde c é qualquer constante, não pode ter mais do que uma 
raiz real. 


27. Use o teorema de Rolle para provar que a equação 
4x) +3x) 4+3x—2=0 


29. 


30 


31. 


32. 


33. 


34. 
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tem exatamente uma raiz no intervalo (0, 1). (Sugestão: mos- 
tre primeiro que existe um número em (0, 1) que é a raiz da 
equação. Então, suponha que exista mais de uma raiz da 
equação em (0, 1) e mostre que isso leva a uma contradição.) 


- Suponha ques = f(t) seja a equação do movimento de uma 


partícula sobre uma reta, onde f satisfaz as hipóteses do teo- 
rema do valor médio. Mostre que a conclusão do teorema 
do valor médio assegura que irá existir um certo instante em 
qualquer intervalo de tempo, no qual a velocidade instantâ- 
nea será igual à velocidade média para aquele mesmo inter- 
valo de tempo. 

Se a equação do movimento do Exercício 28 for s = 
=t-t+4etel0, 3], ache o valor de t onde a veloci- 
dade instantânea é igual à velocidade média para o intervalo 
dado. 

Se f(x) = sen? x + cos? x, use o Teorema 4.3.3 para mos- 
trar que f(x) = 1 para todo x em [—-27, 27). 

Suponha que a função f seja contínua em [a, bJe f(x) = 1 
para todo x em (a, b). Prove que f(x) = x — a + f(a) para 
todo x em [a, b). 

O inverso do teorema de Rolle não é válido. Dê um exemplo 
de uma função para a qual a conclusão do teorema de Rolle 
é verdadeira e para a qual (a) a condição (i) não está satisfei- 
ta, mas as condições (ii) e (iii) estão; (b) a condição (ii) não 
está satisfeita, mas as condições (i) e (iii) estão; (c) a condi- 
ção (iii) não está satisfeita, mas as condições (i) e (ii) estão. 
Faça um esboço do.gráfico, mostrando a reta tangente hori- 
zontal em cada caso. 

Use o teorema de Rolle para provar que se todo polinômio 
de quarto grau tiver no máximo quatro raízes reais, então 
todo polinômio do quinto grau terá no máximo cinco raízes 
reais. (Sugestão: suponha que um polinômio do quinto grau 
tenha seis raízes reais e mostre que isto leva a uma con- 
tradição.) 

Use o método do Exercício 33 e a indução matemática para 
provar que um polinômio de grau n tem no máximo n raízes 
reais. 


4.4 FUNÇÕES CRESCENTES E A Figura 1 representa um esboço do gráfico de uma função f para todo x no 


DECRESCENTES E O TESTE 
DA DERIVADA PRIMEIRA 


intervalo fechado [x,, x;]. Neste esboço, estamos supondo que f seja contínua 
em [x,, x). A figura mostra que quando um ponto se move ao longo da cur- 


va de À para B, os valores funcionais aumentam quando as abscissas aumen- 
tam, e que quando um ponto se move ao longo da curva de B para C, os valores 
funcionais decrescem, enquanto que as abscissas crescem. Dizemos, então, que 
f é crescente no intervalo fechado [x,, x,] e é decrescente no intervalo fechado 
[x>, X3). Seguem as definições precisas de funções crescentes e decrescentes num 


intervalo. 





4.4.1 DEFINIÇÃO 
mente se 





Uma função f definida num intervalo será crescente naquele intervalo, se e so- 


onde x, e x, São quaisquer números no intervalo. 





Sli) < fl) sempre que x, < x, 
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G(x,, y2) 





Ata, Yi) Cx, y3) 
FIGURA 1 | 






A funçao mostrada na Figura 1 é crescente nos seguintes intervalos fechados: 
[Deo X2]; Ea, X9); Des, Xe); [DX x]; Des, x7]. 


4.4.2 DEFINIÇÃO | Uma função f definida num intervalo será decrescente naquele intervalo se e 
somente se 


fO) > f(x) sempre que x, < x» 





onde x, € x, são quaisquer números no intervalo. 


A função representada na Figura 1 é decrescente nos seguintes intervalos fe- 
chados: [X,, X3]; [X,, X5]. 

Se uma função for crescente ou decrescente num dado intervalo, então dize- 
mos que ela é monótona no intervalo. | 

Antes de enunciar um teorema que dá um teste para determinar se uma dada 
função é monótona* num intervalo, vejamos o que está acontecendo geometri- 
camente. Consulte a Figura 1 e observe que quando a inclinação da reta tan- 
gente for positiva, a função será crescente e quando a inclinação da reta tan- 
gente for negativa, a função será decrescente. Como f' (x) é a inclinação da re- 
ta tangente à curva y = f(x), fé crescente quando f' (x) > 0 e decrescente quan- 
do f(x) < 0. Também, como f' (x) é a taxa de variação dos valores funcionais 
de f(x) em relação a x, quando f' (x) > 0, os valores funcionais estão crescen- 
do à medida que x cresce; e quando f” (x) < 0, os valores funcionais estão de- 
crescendo à medida que x cresce. 





Seja fuma função contínua no intervalo fechado (a, b] e derivável no intervalo | 
aberto (a, b): 


4.4.3 TEOREMA 






(1) se f(x) > 0 para todo x em (a, b), então f será crescente em [a, b]; 
(11) se f(x) < O para todo x em (a, b), então f será decrescente em [a, b). 





Prova de li) Sejam x, e x, dois números quaisquer em [a, b], tais que x, < X,. 
Então, f é contínua em [x,, x,] e derivável em (x,, x,). Do teorema do valor 
médio, segue que existe um número c em (Xx,, x,), tal que 
, f(x) — flx1) 
fig =" 
X+ RA 


*N. do T.: Em alguns textos da literatura matemática em língua portuguesa é empregada a pala- 
' vra “'monotônica” para esse significado. 
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4.4.4 TEOREMA 


Teste da Derivada Primeira 


para Extremos Relativos 





FIGURA 2 





O 
FIGURA 3 





FIGURA 4 
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Como x, < x,, então x, — x, > 0. Também, por hipótese, f(c) > 0. Logo, 
f(x) — fx) > 0, e assim f(x,) > f(x). Mostramos que f(x,) < f(x,) sempre 
que x, < x,, onde x, e x, são números quaisquer no intervalo [a, b]. Logo, pela 
Definição 4.4.1, segue que f é crescente em [a, b). 

A demonstração da parte (ii) é similar e será deixada como exercício (veja 
o Exercício 41). 7 [ei 


Uma aplicação imediata do Teorema 4.4.3 é a demonstração do que conhe- 
cemos como teste da derivada primeira para extremos relativos de uma função. 


Seja f uma função continua em todos os pontos do intervalo aberto (a, b) con- 
tendo o número c e suponha que f' exista em todos os pontos de (a, b), exceto 
possivelmente em c: : 


(1) se f'(x) > O para todos os valores de x em algum intervalo aberto tendo 
c como extremo direito, e se f(x) < O para todos os valores de x em al- 


gum intervalo aberto tendo c como extremo esquerdo, então f terá um 
valor máximo relativo em c; 

(ii) se f(x) < O para todos os valores de x em algum intervalo aberto, tendo 
c como extremo direito, e se f(x) > O para todos os valores de x em al- 
gum intervalo aberto, tendo c como extremo esquerdo, então f terá um 
valor mínimo relativo em c. 





Prova de (il) Seja (d, c) (onde d > a) o intervalo tendo c como seu extremo di- 
reito, para o qual f' (x) > O para todo x no intervalo. Segue, do Teorema 4.4.3 
(1), que f é crescente em [d, c). Seja (c, e) (onde e < b) o intervalo tendo c como 
seu extremo esquerdo, para o qual f(x) < O para todo x no intervalo. Pelo 
Teorema 4.4.3 (ii), fé decrescente em [c, e]. Como f é crescente em [d, cl, segue 
da Definição 4.4.1 que sex, está em [d, cle x, = c, então f(x,) < f(c). Tam- 
bém, como f é decrescente em [c, e], segue da Definição 4.4.2 que se x, está 
em [c, ele x, x c, então f(c) > f(x,). Logo, da Definição 4.1.1, f tem um 
valor máximo relativo em c. 

A demonstração da parte (ii) é similar à demonstração da parte (1) e será dei- 
xada como um exercício (veja o Exercício 42). E] 


O teste da derivada primeira para extremos relativos estabelece essencialmente 
que se f for contínua em c e f(x) mudar o sinal algébrico de positivo para nega- 
tivo quando x cresce através de c, então f terá um valor máximo relativo em 
c, ese f(x) mudar o sinal algébrico de negativo para positivo enquanto x cresce 
através de c, então f terá um valor mínimo relativo em c. 

As Figuras 2 e 3 ilustram as partes (1) e (ii), respectivamente, do Teorema 
4.4.4, quando f"(c) existe. A Figura 4 mostra um esboço do gráfico de uma fun- 
ção f que tem um valor máximo relativo num número c, mas f'(c) não existe; 
contudo, f(x) > O quando x < ce f(x) < O quando x > c. Na Figura 5 há 
um esboço do gráfico de uma função f para a qual c é um número crítico e 
f(x) < 0 quandox < cef'(x) < O quando x > c; fnão tem um extremo relati- 
vo em c. 

As demais ilustrações do Teorema 4.4.4 aparecem na Figura 1. Em x, € x,, 
a função tem um valor máximo relativo e em x; e x,, à função tem um valor 
mínimo relativo; mesmo que x, seja um número crítico para a função, não há 
extremo relativo em x,. 
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Em suma, para determinar os extremos relativos de f: 


1. Ache f(x). 
2. Ache os números críticos de f, isto é, os valores de x para os quais f(x) = 0, 


ou para os quais f(x) não existe. 
3. Aplique o teste da derivada primeira (Teorema 4.4.4). 





Os exemplos a seguir ilustram esse procedimento. 


EXEMPLO 1 Dada 


fo)=x*- 6x2 +9x+1 


+ 


ache os extremos relativos de f, aplicando o teste da derivada primeira. Deter- 
mine os valores de x nos quais ocorrem extremos relativos, bem como os interva- 
los nos quais f é crescente e aqueles onde f é decrescente. Faça um esboço do 
gráfico. 


Solução 
flo) = 3x” — 12x +09 





FIGURA 5 $'(x) existe para todos os valores de x. Equacione f(x) = 0. 
3x? — 12x +9=0 
== sd 
x =3 x=1 


Assim, os números críticos de f são 1 e 3. Para determinar se f tem um extremo 
relativo nesses números, aplicamos o teste da derivada primeira. Os resultados 
são resumidos na Tabela 1. 


Tabela 1 

fe) FO) Conclusão 
x<1 + fé crescente 
x > 1] 5 O  ftem um valor máximo relativo 
LX x<os — fé decrescente 
X=s l O  ftem um valor mínimo relativo 
3<x + fé crescente 





Segundo a tabela, 5 é um valor máximo relativo de f ocorrendo em x = 1, 
e 1 é um valor mínimo relativo de f, ocorrendo em x = 3. Um esboço do gráfi- 
y co está na Figura 6. 


EXEMPLO 2 Dada 


fo x?-—4 sex<3 
XI = 
8&—-x se3<x 
O x ache os extremos relativos de f, aplicando o teste da derivada primeira. Deter- 


mine os valores de x onde ocorrem extremos relativos, bem como os intervalos 
FIGURA 6 nos quais fé crescente e aqueles onde fé decrescente. Faça um esboço do gráfico. 
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FIGURA 7 





FIGURA 8 
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Solução Sex <3,f(X) = 2x. Sex > 3, f(x) = —1. Como f (3) = 
ef,(3) = —1, f(3) não existe. Logo, 3 é um número crítico de f. 

Como f'(x) = O sex = 0, segue que O é um número crítico de f. Aplicando 
o teste da derivada primeira, resumimos os resultados na Tabela 2. Um esboço 
do gráfico está na Figura 7. 


Tabela 2 

S(x) f(x) Conclusão 
x<0 — f é decrescente 
x=0 — 4 0 f tem um valor minimo relativo 
0O<x<õ3 + f é crescente 
Xx=3 5 não existe f tem um valor máximo relativo 
3<x — f é decrescente 


EXEMPLO 3 Dada 
TO) = x*º + 4x1? 


ache os extremos relativos de f, determine os valores de x onde ocorrem extre- 
mos relativos e determine os intervalos nos quais f é crescente e RqueiS onde 
f é decrescente. Faça um esboço do gráfico. 


Solução 
PG) = eis 4 gut 
= x Ux 41) 


Como f'(x) não existe quando x = 0e f(x) = 0 quando x = —1, os números 
críticos de f são — 1 e O. Vamos aplicar o teste da derivada primeira, cujos re- 
sultados estão resumidos na Tabela 3. Um esboço do gráfico está na Figura 8. 


Tabela 3 

TO) f'() Conclusão 
x< -—l — f é decrescente 
x= -1 —3 0 f tem um valor mínimo relativo 
-]<x<o0 + f é crescente. 
x = 0 (0) não existe  fnão tem um extremo relativo em x = O 
O < x + f é crescente 


EXERCÍCIOS 4.4 


Nos Exercícios de 1 a 40, faça o seguinte: (a) ache os extremos 
relativos de f pelo teste da derivada primeira; (b) determine os 
valores de x nos quais os extremos relativos ocorrem; (c) deter- 
mine os intervalos nos quais f é crescente; (d) determine os inter- 
valos nos quais f é decrescente; (e) faça um esboço do gráfico. 

1. fo)=x?—4x— 1 2. fo)=3x?—- 3x +2 

3. fo)=x)—- x? — x 4. fo)=x)—-9x? + 15x —S 

5. fo)= 2x — 9x2 +2 6. f(x) = x* — 3x? — 9x 

7. f(x) = 4 sen dx 8. fo)=x* + 4x 

9. So)=ixt - x*+ x? 10. f(x) = 2 cos 3x 


11. FU) = be — 3x + 4x + 1 12. fo)=xº—5x*— 20x — 2 


13. fi)= E = 


15. fl) = x a 
X 


17. SO) =(1- AL + x 
19. fl) = 2x3 —x 

21. f(x) = x — 3x1... 

23. So) = 2-3 42º 
25. f(x) = e — dt? 

27. f(x) = $ sec de 


14. f(x) TER o 


16. f(x) = 2x + RE 
2x 

18. f(x) = (x + 2x — 1) 

20. f(x) = x,5 — x? 


2. f(x) = 4x — 6xºº 


24. fo) =2 — (x — 11º 
26. f(x) = 3 cosec 2x 
28. f(x) = x2(x — 1)? 


32. / 


33. f 


34. 


35. 


36. 


37. 
39. 


41. 
43. 


44. 


4.5  Concavidade e Pontos de Inflexão 


SO)= «+12! 30. f(x) = —êx Sex<3 
— 10 se3< 
2x + 9 sex < —2 
E x? +l se-Z<x 
/25—(x+ 7? se —-I2<xx< —-3 
12/=:x* se -3<x 
3x + 5 sex< —1 
fo)=4xº+1 se-l<xx<2 
7—x sex 
4 — Ra sex< —4 
fo) = | 
12 —-(x+ 1) se-4<x 
(x +92 —8 sex < —7 
SO) = 25-(x+4)2 se-7<x<0 
(= -1 se0<x 
12 — (x + 5)? sex <-—3 
fo)=45—x se-3<x<-l 
100 — (x —- 7)? se-l<x<17 
TO) = x*!* + 10x1/4 38. fo)=(x- a 41 
SO) = é dd 6 + 4)728 40. f(x) = xº3 — 10x2/3 


Prove o Teorema 4.4.3(ii) 42. Prove o Teorema 4.4.4(ii) 
Ache a e D, tais que a função definida por 


O) =x + ax? + b 


tenha um extremo relativo em (2, 3). 
Ache a, be, tais que a função definida por 


fO) = 


ax? + bx + c 


45. 


46. 


47. 


48. 


49 


50. 


51. 
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tenha um valor máximo relativo de 7 em 1, e que o gráfico 
de y = f(x) passe pelo ponto (2, —2). 
Ache a, b, ce d, de tal forma que a função definida por 


fO) = 


tenha extremos relativos em (1, 2) e (2, 3). 

Dado que a função f é continua para todos os valores 
dex, 3) =2,$f() <Osex<IJCef(x) > Osex > 3, 
faça um esboço de um possível gráfico de f em cada um 
dos seguintes casos, onde forem satisfeitas as condições 
adicionais: (a) f' é continua em 3; (b)f' (x) = —1,sex > 3, 
efl)=lI,sex>3;(c lim f0)=-L lim f(x)=1 

x—3* 


Xx> 37 
ef(a) *f(b),sea x b. 
Dada f(x) = x?(l — x)?, onde p e q são inteiros positivos 
maiores do que 1, prove cada uma das seguintes afirmati- 
vas: (a) se p for par, f terá um valor mínimo relativo em 0; 
(b) se q for par, f terá um valor mínimo relativo em 1; 
(c) f terá um valor máximo relativo em p/(p + q), sepeq 
forem pares ou ímpares. 
A função f é derivável no intervalo fechado [a, b). Prove. 
que se f'(a) : f(b) < 0, então existirá um número c no inter- 
valo aberto (a, b), tal que f(c) = 


ax) + bx + cx+ d 


- Se f(x) = x*, onde k é um inteiro positivo ímpar, prove que 


f não tem extremos relativos. 

Prove que se f for crescente em [a, b] e se g for crescente 
em [f(a), f(b)], então, seg o fexistir em [a, b], g o f será 
crescente em [a, b). 

A função f é crescente no intervalo 7. Prove que (a) se 
90) = — f(x), então g será decrescente em TF; (b) se A(x) = 
= 1/fO0)ef(0O) > 0 em f, então A será decrescente em f. 


4.5 CONCAVIDADE E A Figura 1 mostra um esboço do gráfico de uma função f cujas derivadas pri- 

PONTOS DE INFLEXÃO meira e segunda existem no intervalo fechado [x,, x]. Como ambas f e f” são 
diferenciáveis nele, f e f” são continuas em [X,, x;). 

Se considerarmos um ponto movendo-se ao longo do gráfico da Figura 1, 

de 4 para G, então a posição de P irá variar quando x crescer de x, até x;. 


Quando P move-se ao longo do gráfico, de 4 para B, a inclinação da reta tan- 


gente ao gráfico é positiva e decrescente; isto é, a reta tangente está girando 
no sentido horário, e o gráfico está abaixo da reta tangente. Quando o ponto 
P está em B, a inclinação da reta tangente é zero e ainda é decrescente. Quando 
P move-se ao longo do gráfico, de B para C, a inclinação da reta tangente é 


B(x,, yo) 





FIGURA 1 


ado mi qm 


G(x,, y;) 


Dx, vo 
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negativa e ainda é decrescente, a reta tangente ainda está girando no sentido 
horário e o gráfico está abaixo da reta tangente. Dizemos que o gráfico é côn- 
cavo para baixo, de A até €. Quando P se move ao longo do gráfico, de € para 
D, a inclinação da reta tangente é negativa e crescente; isto é, a reta tangente 
está girando no sentido anti-horário e o gráfico está acima de sua reta tangente. 
Em D, a inclinação da reta tangente é zero e ainda está crescendo. De D para 
E, a inclinação da reta tangente é positiva e crescente; a reta tangente continua 
girando no sentido anti-horário, e o gráfico está acima de sua reta tangente. 
Dizemos que o gráfico é côncavo para cima de C até E. O gráfico côncavo para 
baixo passa a ser côncavo para cima no ponto €, o qual é chamado de ponto 
de inflexão. Temos as seguintes definições: 


4.5.1 DEFINIÇÃO | O gráfico de uma função f será côncavo para cima no ponto (c, f(c)) se f'(c) 
existir e se houver um intervalo aberto 1 contendo c, tal que para todos os valo- 


res de x * cem I,o ponto (x, f(x)) do gráfico estará acima da reta tangente 
ao gráfico em (c, f(c)). 





4.5.2 DEFINIÇÃO | O gráfico de uma função f será côncavo para baixo no ponto (c, f(c)), se f'(c) 
existir e se houver um intervalo aberto 1 contendo c, tal que para todos os valo- 
res de x * cem I, o ponto (x, f(x)) do gráfico estará abaixo da reta tangente 
ao gráfico em (c, f(c)). 






> ILUSTRAÇÃO 1 A Figura 2 mostra o esboço de parte do gráfico de uma fun- 
ção f que é côncava para cima no ponto (c, f(c)) e a Figura 3 mostra o esboço 
de parte do gráfico de uma função f que é côncava para baixo no ponto (c, f(c)). 
| «4 

O gráfico da função f mostrado na Figura 1 é côncavo para baixo em todos 
os pontos (x, f(x)) para os quais x está num dos seguintes intervalos aber- 
tos: (x,, X3) ou (xs, x,). Da mesma forma, para x num dos intervalos abertos 
(X3, X5) OU (X,, X;), O gráfico da função f, na Figura 1, é côncavo para cima. 


D ILUSTRAÇÃO 2 Se ffor a função definida por f(x) = x?, então f(x) = 2x 
ef'(x) = 2. Assim, f(x) > 0 para todo x. Além disso, o gráfico de f, na Figu- 
ra 4, está acima de suas retas tangentes. Então, o gráfico de f é côncavo para 
cima, em todos os seus pontos. 

Se 9 for a função definida por y(x) = —x?, então g'(x) = —-2x e g"(X) = 
= —2. Logo, 9'(x) < O para todo x. Também, o gráfico de g, na Figura 5, 
está abaixo de suas retas tangentes. Logo, o gráfico de g é côncavo para baixo 
em todos os seus pontos. 2 4 








FIGURA 3 
y 





FIGURA 4 FIGURA 5 
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(c, f(c)) 


FIGURA 6 


, eja fu uma | função diferenciável em m algum. “mi 
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A função f da Ilustração 2 é tal que f(x) > O para todo x, e o gráfico 
de f é côncavo para cima em toda parte. Para a função 'g da Ilustração 2, 
9"(x) < O para todo x, e o gráfico de g é côncavo para baixo em toda parte. 
Essas duas situações são casos especiais do teorema .a seguir. 













ervalo, aberto contendo c. Então, 





(),s se “f "c) > 0, o gráfico de fé é cÓdea rá cima em (c, f(c)); 
ii). se / (o). < 0,o gráfico de f é é côncavo: para baixo: em (c, f(c)). 





Prova de (i) 


ro = im/0=10) 


Como f”(c) > 0, 
 LOSHO 


Xx>€C X Ea Cc 
Então, pelo Teorema 2.10.1, existe um intervalo aberto 1 contendo c, tal que 


fio) — Fic) 


Xx— € 


>0 (1) 


para todo x * cem T. 
Consideremos agora a reta tangente ao gráfico de f no ponto (c, f(c)). Uma 
equação da reta tangente é 


v= fi + fio —o) , (0) 


Seja x um número no intervalo 1 tal que x = c, e seja Q o ponto do gráfico 
de f cuja abscissa é x. Através de Q traçamos uma reta paralela ao eixo y e seja 
To ponto de intersecção dessa reta com a reta tangente (veja a Figura 6). 

Para provar que o gráfico de f é côncavo para cima em (c, f(c)), precisamos 
mostrar que o ponto Q está acima do ponto Tou, equivalentemente, que a dis- 
tância orientada TQ > O para todos os valores de x x c em 1. TO é igual à 
ordenada de Q menos a ordenada de T. A ordenada de Q é f(x) e a de T é obti- 
da de (2); assim, 





TO = f(x) — Lo) + f(x — o] 
TO = [ ft) — HO] — Fx — 0) 3) 


Do teorema do valor médio, existe algum número d entre x e c, tal que 


ria =ÍO=10 
Isto é, . 
SO) — F(c) = f(d)x — c) para algum d entre xe c 
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Substituindo essa igualdade em (3), temos 

TO = (dx — o) — Sox — o) 

TO = (x — JL f(d) — So] (4) 
Como d está entre x e c, d está no intervalo T, e assim, tomando x = d na desi- 
gualdade (1), obtemos 


Fa) — Fo) 
= SO | (5) 


Para provar que TO > 0, vamos mostrar que ambos os fatores à direita de 
(4) têm o mesmo sinal. Sex — c > 0, então x > c. E como d está entre x e 
c, então d > c; logo, da desigualdade (5), f(d) — f(c) > 0. Sex — c< 0, 
então x < ce assim d < c; portanto, de (5), f(d) — f'(c) < 0. Concluímos 
quex — ce f(d) — f(c) têm o mesmo sinal; logo, TQ é um número positivo. 
Assim, o gráfico de f é côncavo para cima em (c, f(c)). 

A prova da parte (ii) é similar e será omitida. m 


O inverso do Teorema 4.5.3 não é verdadeiro. Por exemplo, se f for a função 
definida por f(X) = xº, o gráfico de f será côncavo para cima no ponto (0, 0) 
mas f“(0) = O pois f(x) = 12x? (veja a Figura 7). Assim sendo, uma condi- 
ção suficiente para que o gráfico de uma função f seja côncavo para cima no 
ponto (c, f(c)) é que f”(c) > 0, mas a condição não é necessária. Analogamen- 


'te, uma condição suficiente — mas não necessária — para que o gráfico de uma 


função f seja côncavo para baixo no ponto (c, f(c)) é que f“(c) < 0. 

Se existe no gráfico de uma função um ponto no qual o sentido da concavi- 
dade muda, havendo aí uma reta tangente ao gráfico, então o gráfico da fun- 
ção cruzará sua reta tangente nesse ponto, conforme mostram as Figuras 8, 9 
e 10. Tal ponto é chamado ponto de inflexão. 


O ponto (c, f(c)) será um ponto de inflexão do gráfico da função f se o gráfico 
tiver nele uma reta tangente e se existir um intervalo aberto I contendo c, tal 
| que se x estiver em 1, então 


DI) <0Osex<cef(x) > 0Osex > c,ou 
(DSO) >0sex<cef(xX) <Osex > c. 





Db ILUSTRAÇÃO 3 A Figura 8 ilustra um ponto de inflexão onde verificamos 
a condição (i) da Definição 4.5.4; neste caso, o gráfico é côncavo para baixo 
em pontos imediatamente à esquerda do ponto de inflexão e côncavo para cima 
em pontos imediatamente à sua direita. A condição (ii) está ilustrada na Figura 
9, onde o sentido da concavidade muda de cima para baixo no ponto de infle- 
xão. A Figura 10 é outra ilustração da condição (1), onde o sentido da concavi- 
dade muda de baixo para cima no ponto de inflexão. Note que na Figura 10 
há uma reta tangente horizontal no ponto de inflexão. «4 


No gráfico da Figura 1 há pontos de inflexão em €C, E e F. 
A parte crucial da Definição 4.5.4 é que o gráfico deve ter uma reta tangente 
no ponto de inflexão. Considere, por exemplo, a função do Exemplo 3, da Sec- 





FIGURA 11 
Tabela 1 | 
t 1 2 
ft) 29 70 


3 q 5 
117 164 205 





FIGURA 12 
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ção 2.3. Ela é definida por 


pd 4—-xº sex<1l 
“A+xº sel<x 


Um esboço do gráfico de h está na Figura 11. Observe que hA“(x) = —-2 se 
x<leh”(x) = 2sex > 1. Assim, no ponto (1, 3) do gráfico, o sentido da 
concavidade muda de baixo para cima. No entanto, (1, 3) não é um ponto de 
inflexão, pois o gráfico não tem uma reta tangente ali. 


Db ILUSTRAÇÃO 4 Suponha que tenha sido estimado que t horas após ter co- 
meçado a trabalhar às 7 da manhã, um operário de uma linha de montagem 
tenha concluído determinada tarefa em f(t) unidades, e: 


H0)=21 +90 — tê O<t<s 


Na Tabela 1 estão os valores funcionais para valores inteiros de t de 1 até 5, 
e um esboço do gráfico de f em [0, 5] está na Figura 12. 


fM=U+I8-32 FfM=I8-6 
= 63-01) 


Observe que f(t) > 0se0O<t<3€ef(t)<oO se3 <£t<s5. Da Definição 
4.5.4 (1) segue que o gráfico de f tem um ponto de inflexão em t = 3. Do Teo- 
rema 4.4.3, como f"“(f) > O quando O < t < 3, f(t) é crescente em [0, 3) e 
como f”(!) < O quando 3 < t<5,f“(t) é decrescente em [3, 5]. Logo, como 
f'(t) é a taxa de variação de f(t) em relação a t, concluímos que nas primeiras 
três horas (de 7 às 10 h da manhã) o operário executa sua tarefa numa taxa 
crescente e durante as duas horas restantes (de 10 áté meio dia), o operário exe- 
cuta a tarefa numa taxa decrescente. Em t = 3 (10 h da manhã), o operário 
está produzindo com maior eficiência, e quando 3 < t < 5 (após as 10 h), há 
uma redução em sua taxa de produção. O ponto no qual o operário está produ- 
zindo com maior eficiência é chamado de ponto de diminuição do retorno; é 
um ponto de inflexão do gráfico de f. | «4 


A Definição 4.5.4 não indica nada sobre o valor da derivada segunda de f 
num ponto de inflexão. O teorema a seguir estabelece que se a derivada segun- 
da existir num ponto de inflexão, ela deverá ser zero nele. 






Se a função f for derivável em algum intervalo aberto contendo c e se (c, f(c)) 
for um ponto de inflexão do gráfico de f, então, se f“(c) existe, f'(c) = 0.. 


Prova Seja g a função tal que g(x) = f(x); então g (x) = f(x). Como (c, f(c)) 
é um ponto de inflexão do gráfico de f, então f“(x) muda de sinal em c e 
assim g'(x) muda de sinal em c. Logo, pelo teste da derivada primeira (Teore- 
ma 4.4.4), g tem um extremo relativo em c, e c é um número crítico de g. Como 
g'(c) = f"(c) e como por hipótese f“(c) existe, segue que g'(c) existe. Logo, 
pelo Teorema 4.1.3, g(c) = 0e f“(c) = 0, como queríamos provar. En 


O inverso do Teorema 4.5.5 não é verdadeiro. Isto é, se a derivada segunda 
de uma função for nula num número c, o gráfico da função não terá, necessa- 
riamente, um ponto de inflexão em x = c. Esse fato é o que mostra a ilustração 
a seguir. | 
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Db ILUSTRAÇÃO 5 Considere a função f definida por f(x) = x*. Um esboço do 
gráfico de f está na Figura 7. 
fO)=4x00 f(x) = 12x? 


Observe que f“(0) = 0; mas, como f(x) > Osex < 0,ef(x) > Osex > 0, 
o gráfico é côncavo para cima em pontos imediatamente à esquerda e à direita 
de (0, 0). Consequentemente, (0, 0) não é um ponto de inflexão. 4 


EXEMPLO 1 A função do Exemplo 1 da Secção 4.4 é definida por 
fo)=x*— 6x2 +9x+1 


Ache o ponto de inflexão do gráfico de f e determine onde o gráfico é côncavo 
para cima e onde é côncavo para baixo. Faça um esboço do gráfico e mostre 
um segmento da tangente no ponto de inflexão. 


Solução 
fO)=3x2—12x+9  fl)=6x-l12 


f"(x) existe para todos os valores de x; assim sendo, o único ponto de infle- 
xão possível é onde f“(x) = 0, o que ocorre em x = 2. Para determinar se existe 
ou não um ponto de inflexão em x = 2, precisamos verificar se f"(x) muda de 
sinal; ao mesmo tempo, determinamos a concavidade do gráfico para os res- 
pectivos intervalos. Os resultados estão resumidos na Tabela 2. 





Tabela 2 
fo) FO) f"4) Conclusão 
x<2 — — o gráfico é côncavo para baixo 
2 3 —3 0 o gráfico tem um ponto de inflexão 


ND x 
A 
pa 
+ 


o gráfico é côncavo para cima 


No Exemplo 1 da Secção 4.4, mostramos que f tem um valor máximo relati- 
vo em 1 e um valor mínimo relativo em 3. Um esboço do gráfico mostrando 
um segmento da tangente encontra-se na Figura 13. 


O gráfico de uma função pode ter um ponto de inflexão onde a derivada se- 
gunda não exista. Isso será ilustrado no próximo exemplo. 


EXEMPLO 2 Dada 
f(x) = x! , 


ache o ponto de inflexão do gráfico de f e determine onde o gráfico é côncavo 


- para cima e onde ele é côncavo para baixo. Faça um esboço do gráfico. 


Solução 
fo) = 20 po)= ur 


Nem /“(0), nem f“(0) existem. Na Ilustração 3 da Secção 3.2, mostramos que 
o eixo y é a reta tangente ao gráfico dessa função em (0, 0). Além disso, 


fw)>0sex<0 e Ff(x)<Osex>O 


FIGURA 14 


FIGURA 15 
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Logo, da Definição 4.5.4 (ii), ftem um ponto de inflexão em (0, 0). A concavi- 
dade do gráfico é determinada pelo sinal de $“(x). Os resultados estão resumi- 
dos na Tabela 3. 

Um esboço do gráfico de f está na Figura 14. 


Tabela 3 | 
IO) fQO) f(x) Conclusão 
x <0 + + f é crescente; o gráfico é côncavo para cima 
x =0 O não existe não existe o gráfico tem um ponto de inflexão 
O < x + — f é crescente; o gráfico é côncavo para baixo 





EXEMPLO 3 Se 
fo)=(0 — 2x) 


ache o ponto de inflexão do gráfico de f e determine onde o gráfico é côncavo 
para cima e onde ele é côncavo para baixo. Faça um esboço do gráfico de f. 


Solução 
f(x) = —6(1 — 2x) f(x) = 24(1 — 2x) 4 
E te a 
Como f”(x) existe para todos os valores de x, o único ponto de inflexão pos- 
sível é onde f“(x) = 0, isto é, em x = +. Os resultados estão resumidos na 
Tabela 4: f(x) muda de sinal de + para — em x = > assim, o gráfico tem 
um ponto de inflexão ali. Note também que como f(1) = 0, o gráfico tem 


uma reta tangente horizontal no ponto de inflexão. Um esboço do gráfico está 
na Figura 15. 


Tabela 4 








Conclusão 


I0) FC) SO) 











x<+ + o gráfico é côncavo para cima 
x= + 0 0 O o gráfico tem um ponto de inflexão 
7<x — o gráfico é côncavo para baixo 











EXEMPLO 4 Ache os pontos de inflexão do gráfico da função seno. Ache tam- 
bém as inclinações das tangentes nos pontos de inflexão. Faça o gráfico da fun- 
ção seno num intervalo de 2x de comprimento, contendo o ponto de inflexão 
com menor abscissa positiva. Mostre um segmento da tangente nesse ponto de 
inflexão. 


Solução Seja 
f6&) = sen x 
Então, 
f(w) = cosx f(x) = —-senx 


f”(x) existe para todo x. Para determinar os pontos de inflexão, equacionamos 
f"0) = 0. 


— SEN X 


0 


x = kr k é um inteiro qualquer 
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Como f“(x) muda de sinal em cada um desses valores de x, o gráfico tem um 
ponto de inflexão em todos os pontos com essas abscissas. Em cada ponto de 
inflexão, 


f(kn) = cos kn k é um inteiro qualquer 


o 1 se k for um inteiro par 
— 1 se k for um inteiro impar 


Logo, as inclinações das tangentes nos pontos de inflexão são + 1 ou —1. À 
Figura 16 mostra o gráfico da função seno no intervalo [0, 27). No ponto de 
inflexão (7, 0) vê-se um segmento da reta tangente. 














EXERCÍCIOS 4.5 
Nos Exercícios de 1 a 16, encontre os pontos de inflexão do grá- 28. Sef(x) = ax! + bx? + cx? + dx + e, determine os valo- 
fico da função dada, se existirem. Determine onde o gráfico é res dea, b, c, de e, de forma que o gráfico de f tenha um 
côncavo para cima e onde ele é côncavo para baixo. Faça um ponto de inflexão em (1, — 1), passe pela origem e seja simé- 
esboço do gráfico e mostre um segmento da reta tangente ao grá- trico com respeito ao eixo 7. 
fico nos pontos de inflexão. 
L fo) =? + 9x RD pe RE pp Nos Exercícios de 29451, (a) ache os pontos de inflexão do grá- 
Eu) = a ee A ss SOC 00 fico da função trigonomeétrica dada; (b) ache a inclinação das 
5. FO) = x! — 843 o e retas tangentes nos pontos de inflexão; (c) faça um esboço do 
ne dE 8. 60) = (x + 9? gráfico da função num intervalo de 21 de comprimento e con- 
9. fl) = (x + D!3 10. 90%) = (x — 1113 tendo o ponto de inflexão com menor abscissa positiva, e mos- 
; tre um segmento da reta tangente nesse ponto de inflexão. 
11. G(x) = RR = a 2 29. A função co-seno 30. A função tangente 


I3. g(x)=2sen3x; xe [—n,7] 
lá. f(x) =3cos2x;xe[—7,7] 


15. fO)=tgix;xe(—7,7) 


Nos Exercícios de 17 a 24, ache o ponto de inflexão do gráfico 
da função dada, se existir. Determine onde o gráfico é côncavo 
para cima e onde ele é côncavo para baixo. Faça um esboço do 


gráfico. 


xº—1 sex<2 
17. fo o 


2 
Es do) = | x? sex<0 


—x? se0<x 


x) sex <0 

21. F(x) = 
(x) Es se0< x 
23. foO)=(x—- DP +43 


20. g(x) = Z 


2. GO) = E 


24. gx) =(2x—- 6) 41 


31. A função co-tangente 
32. Prove que os gráficos das funções secante e co-secante não 
têm pontos de inflexão. 


16. g(x) = cotg 2x; x e (0, 57) 


Nos Exercícios de 33 a 46, esboçe parte do gráfico de uma fun- 
ção f contendo o ponto onde x = c, se as condições dadas esti- 
verem satisfeitas. Suponha que f seja contínua em algum inter- 
valo aberto contendo c. 


2+x? sex<l 33. f0W)>0Osex<cf(x) <Osex>cflx)<Osex<c; 
| fQw)<0Osex>c 
34. flO)>O0Osex<cf(w)>Osex>cf (x) >Osex<c; 
fl) < Osex>c 
x* se0< x 35. fW)>0Osex<c;f(x)<Osex>cf(x)>Osex<c; 


4- x? sel<x 


— x) sex <0 


2 sex<o0 “ fQ)>0sex>c 

36. fF(0W)<0Osex<c;f(x)>O0Osex>cf() >Osex< cc; 
fo) < 0Osex > c 

3. FCO)=0I()=0S"0)>0Osex<cf(x)<Osex>c 


se O < x 


25. Se f(x) = ax? + bx?, determine a e b, de forma que o grá- 38. f(c) = 0,f0) > Osex< c; f(w) > Osex > c 


fico de f tenha um ponto de inflexão em (1, 2). 


39. SU) = ICO) =0;f0)>0Osex<c;f"(x)>0sex>c 


26. Se f(x) = ax? + bx? + cx, determine a, bec, de forma que 40. f(c) = 0, f0) < O sex < c; f(Qw) > 0Osex > c 
o gráfico de f tenha um ponto de inflexão em (1, e que LfU)=0Gf(O)=-1;f"0)<Osex<c fa) >0Osex>c 
a inclinação da reta tangente no ponto de inflexão seja —2. 42. f"(c) = 0; fc) = Sw) >0Osex<c;f()<oOsex>c 
27. Se f(Q) = ax? + bx? + cx + d, determine a, b, ce d, de 43. f(c) não existe; f(x) > 0Osex < c f(x) > 0sex>c 
forma que f tenha um extremo relativo em (0, 3) e que o grá- 44. f(c) não existe; f'(c) não existe; f“(x) < O sex < c; 


fico de f tenha um ponto de inflexão em (1, — 1). 


fºw) > 0Osex >c 
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45. lim f(x) = +90; lim, fo) =0,f(0) > 0Osex<c; 


f(x) <Osex >c 
46. lim f(Q) = +00; lim f(x) = -o; f(x) > 0sex< c; 

Xx>€C7 x>ct 

fm) > 0sex>c 


1 


47. Faça um esboço do gráfico de uma função f para a qual f(x), 
f'(9) e f"(x) existem e são positivas para todo x. 

48. Faça um esboço do gráfico de uma função f para a qual f(x), 
f'().e f"(x) existem e são negativas para todo x. | 

49. Se f(x) = xº*, mostre que O é um número crítico de f, mas 
que f(0) não é um extremo relativo. A origem é um ponto 
de inflexão do gráfico de f? Prove sua resposta. 

50. Se f(x) = 3x? + x|x|, prove que f”(0) não existe, mas o 
gráfico de f é côncavo para cima em toda parte. 


51. 


52. 
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Estima-se que um operário de uma oficina que fabrica mol- 
duras para quadros possa pintar y molduras, x horas após 
ter começado a trabalhar às 8 da manhã, e 


vy=3Ix+ 8x] —- x) 0<xx<4 


Ache o momento em que o operário está trabalhando mais 
eficientemente (isto é, em que instante ele atinge o ponto de 
diminuição do retorno?). (Sugestão: veja a Ilustração 4.) 


Desenhe um esboço do gráfico da equação x”? + y?º = 1. 
(Sugestão: o gráfico não é aquele de uma função. Entretan- . 
to, a parte no primeiro quadrante é o gráfico de uma fun- 
ção. Obtenha essa porção e então complete o gráfico por pro- 
priedades de simetria. A concavidade desempenha um papel 
importante.) 


a E= 


4.6 O TESTE DA 
DERIVADA SEGUNDA PARA 
EXTREMOS RELATIVOS 


Na Secção 4.4, você aprendeu como determinar se uma função ftem um valor 
máximo ou mínimo relativo num número crítico c, verificando o sinal algébri- 
co de f' em números contidos em intervalos à direita e à esquerda de c. Outro 
teste para extremos relativos envolve somente o número crítico c. Antes de 
enunciá-lo na forma de teorema, vamos apresentar uma discussão geométrica 
informal que deverá apelar para sua intuição. 

Suponhamos que f seja uma função, tal que f” e f” existam em algum inter- 
valo aberto (a, b) contendo c e que f'(c) = 0. Suponhamos também, que f” seja 
negativa em (a, b). Do Teorema 4.4.3 (ii), como f(x) < O em (a, b), então 
f' será decrescente em [a, b). Como o valor de f' num ponto do gráfico de f 
dá a inclinação da reta tangente no ponto, segue que a inclinação da reta é de- 
crescente em [a, b]. Na Figura 1 há um esboço do gráfico de uma função f com 
essas propriedades. Do Teorema 4.5.3 (ii), o gráfico de f é côncavo para baixo 
em todos os pontos da figura, e um segmento da reta tangente aparece em al- 
guns pontos. Observe que a inclinação da reta tangente é decrescente em [a, Db]. 
Note que f tem um valor máximo relativo em c, onde f(c) = 0e f”(c) < 0. 

Suponhamos agora que f seja uma função tendo as propriedades da função 
citadas no parágrafo anterior, exceto que, agora, f” é positiva em (a, b). En- 
tão, do Teorema 4.4.3 (i), como f“(x) > 0 em (a, b), segue que f” é crescente 
em [a, b). Assim, a inclinação da reta tangente é crescente em [a, b]. A Figura 
2 mostra um esboço do gráfico de uma função f com essas propriedades. Do Teo- 





FIGURA 1 


FIGURA 2 


250 


4.6.1 TEOREMA 
Teste da Derivada 
Segunda para 
Extremos Relativos 





Valores Extremos das Funções, Técnicas de Construção de Gráficos e a Diferencial 


rema 4.5.3 (1), o gráfico de f é côncavo para cima em todos os pontos da figura. 
Nessa figura, aparecem segmentos da reta tangente em alguns pontos. As incli- 
nações dessas retas tangentes são crescentes em (a, b]. A função f tem um valor 
mínimo relativo em c, onde f(c) = 0e f“(c) > 0. 

As deduções dos dois parágrafos precedentes são mencionadas no teste da 
derivada segunda para extremos relativos, que enunciaremos agora. 








Seja c um número crítico de uma função f, no qual f'(c) = O e suponhamos 
que f” exista para todos os valores de x em algum intervalo aberto contendo 
c. Se f"(c) existe e 


(1) se f“(c) < 0, então f tem um valor máximo relativo em c; 
(11) se f” (c) > 0, então f tem um valor mínimo relativo em c. 





A demonstração da parte (i) faz uso do Teorema 2.10.2 e na parte (ii) 
é aplicado o Teorema 2.10.1. Você pode querer consultá-los agora, além de re- 
ver as Ilustrações 1 e 2 da Secção Suplementar 2.10, que apresentam interpreta- 
ções geométricas dos teoremas. 


Prova de (i) Por hipótese, f“(c) existe e é negativa; assim 
t nu f C 
f(c) = lim Teo Ho <0 


Logo, pelo Teorema 2.10.2, existe um intervalo aberto 1 contendo c, tal que 


HT so 


xXx — € 


(1) 


para todo x * c no intervalo. 

Seja f, o intervalo aberto contendo todos os valores de x em 1 para os quais 
x < c; logo, c é o extremo direito de 7,. Seja 1 o intervalo aberto contendo to- 
dos os valores de x em 1 para os quais x > c; assim, c é o extremo esquerdo 
do intervalo aberto L. 

Então, se x está em 7, x —- c < 0, e segue de (1) que f(x) — f(co) >0 
ou, equivalentemente, f(x) > f'(c). Se x está em L, x — c > 0 e segue de (1) 
que f(x) — f'(c) < O ou, equivalentemente, f(x) < f'(c). 

Mas como f'(c) = 0, concluímos que se x está em 7,, f(x) > 0, ese x está 
em L, f(x) < 0. Logo, f(x) muda o sinal algébrico de positivo para negati- 
vo, quando x cresce passando por c, e assim, pelo Teorema 4.4.4, f tem um 
valor máximo relativo em c. 

A demostração da parte (ii) é similar e será deixada como um exercício (veja 
o Exercício 46). [E 





EXEMPLO 1 Dada 
fl) = x* + 5xº — 4x? 


ache os máximos e mínimos relativos de f, aplicando o teste da derivada segun- 
da. Faça um esboço do gráfico de 7. 


Solução Calculamos as derivadas primeira e segunda de f. 
fc) = 4xº + 4x? — 8x fo)=12x]+8x—8 








FIGURA 3 
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Equacionando f(x) = 0, 
4x(x + 2x — ) = 0 
x=0 HU 2 X= 1 


Assim, os números críticos de f são — 2, 0e 1. Vamos determinar se existe ex- 
tremo relativo entre esses números críticos, encontrando o sinal da derivada se- 
gunda neles. Os resultados estão resumidos na Tabela 1. 


Tabela 1 | 

0) - FfC) SW) Conclusão 
x=-2 | -& 0 + f tem um valor mínimo relativo 
X = À) | — f tem um valor máximo relativo 
x =1 —+ 0 + f tem um valor mínimo relativo 


a 
A partir da tabela e mais alguns pontos, obtemos o esboço do gráfico de f, 
conforme mostra a Figura 3. 


EXEMPLO 2 Ache os extremos relativos da função seno. aplicando o teste 
da derivada segunda. 


Solução Seja 
f(x) = sen x 
Então, 


f(ix)=cosx  fx)=-senx 


f(x) existe para todo x. Os números críticos são obtidos equacionando f(x) = O 
cos x = 0 


x=in+tka k é um inteiro qualquer 


Vamos determinar se entre esses números críticos existe um extremo relativo 
usando o sinal da derivada segunda neles. 


fr + kn) = -sen(ãa + kn) 
= —cos ka 
o E se k for um inteiro par 
1 se k for um inteiro ímpar 


dá 


Os resultados do teste da derivada segunda estão resumidos na Tabela 2. 


Tabela 2 
SO) fl Ff) Conclusão 


x=T+ kn 


(k é um inteiro par) 1 O — f tem um valor máximo relativo 
x 


xXx => + kr 
(k é um inteiro ímpar) —1 0) + f tem um valor mínimo relativo 
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O 
FIGURA 4 


FIGURA 5 


FIGURA 6 
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Se f”(c) = 0, bem como quando f'(c) = 0, nenhuma conclusão pode ser tira- 
da relativa à existência de extremo relativo de f em c. As ilustrações a seguir 
mostram isso. 


D ILUSTRAÇÃO 1 Se f(x) = x*, então f(x) = 4x! e fo) = 12x2. Assim, 
S(0), f (0) e f” (0) são todas nulas. Aplicando o teste da derivada primeira, vemos 
que f tem um valor mínimo relativo em 0. Tim esboço do gráfico de f está na 
Figura 4. 4 


D ILUSTRAÇÃO 2 Se g(x) = —-x*, então g'() = —4x' e g'(x) = — 12x2. As- 
sim, 9(0), 9'(0) e 9"(0) são todas nulas. Nesse caso, g tem um valor máximo 
relativo em 0, conforme podemos ver aplicando o teste da derivada primeira. 
Um esboço do gráfico de g está na Figura 5. | <« 


D ILUSTRAÇÃO 3 Se h(x) = x?, então A'(x) = 3x2 e h"(x) = 6x; assim h(0), 
h'(0) e A” (0) são todas nulas. A função h não tem extremo relativo em 0, 
pois sex < 0, A(x) < A(0) esex > 0, A(x) > h(0). Um esboço do gráfico 
de h está na Figura 6. «4 


Nas Ilustrações 1, 2 e 3 temos exemplos de três funções, cada uma com deri- 
vada segunda nula num número onde a derivada primeira também é nula; mes- 
mo assim, uma das funções tem um valor mínimo relativo, outra função tem 
um valor máximo relativo e a terceira função não tem extremo relativo. 





EXEMPLO 3 Dada 
f(x) = x) — 2x!13 


ache os extremos relativos de f, aplicando o teste da derivada segunda, quando 
possível. Use a derivada segunda para encontrar os pontos de inflexão do gráfi- 
co de fe determine onde o gráfico é côncavo para cima e onde é côncavo para 
baixo. Faça um esboço do gráfico. 


Solução 
So) = tE qe pr) = gut 4 guest 


Como f'(0) não existe, O é um númeo crítico de f. Encontramos os demais nú- 
meros críticos equacionando f'(x) = 0. 


RE e 
aqua a o 
2x)3 —-2=0 
add 
= 


Assim, 1 também é um número crítico. Podemos determinar se há um extremo 
relativo em 1 aplicando o teste da derivada segunda. Não podemos usar o teste 
da derivada segunda no número crítico 0, pois f'(0) não existe. Aplicamos en- 
tão, em x = 0, o teste da derivada primeira. A Tabela 3 mostra os resultados 
desses testes. 
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Como f"(0) não existe, (0, 0) é um possível ponto de inflexão. Para achar 
outras possibilidades equacionamos f“(x) = 0. 


Z 4 
“905 ton SO 
—2x!8 + 4=0 
add 
E 


Para determinar se existe ponto de inflexão em x = 0e x = 8, verificamos 
se f(x) muda de sinal; ao mesmo tempo, descobrimos o sentido da concavida- 
de nos respectivos intervalos. Num ponto de inflexão é necessário que o gráfico 
tenha uma reta tangente. Na origem há uma tangente vertical, pois 


2x1. — 2 
im fe Ii 
ço o OD 
= — 00 


A Tabela 3 resume nossos resultados e deles obtemos o esboço do gráfico da 


Figura 7. 


Tabela 3 
fO) 


x =0 | 0 





FIGURA 7 


f'0) 


não existe 


—fO) 


não existe 


-+ 


Conclusão 


fé decrescente; o gráfico é côncavo pa- 
ra baixo 

f não tem extremo relativo; o gráfico 
tem um ponto de inflexão 

fé decrescente; o gráfico é coficavo pa- 
ra cima 


e ds 


ftem um valor minimo relativo; o grá- 
fico é côncavo para cima 

fé crescente; o gráfico é côncavo para 
cima 

f é crescente; o gráfico tem um ponto 
de inflexão 

fé crescente; o gráfico é côncavo para 
baixc 





EXERCÍCIOS 4.6 


Nos Exercícios de 1 a 26, ache os extremos relativos da função 
dada usando o teste da derivada segunda, quando aplicável. 
Quando ele não for aplicável, use o teste da derivada primeira. 
Use a derivada segunda para encontrar os pontos de inflexão do 
gráfico da função e determine onde o gráfico é côncavo para ci- 
ma e onde é para baixo. Faça um esboço do gráfico. 


À. fo)=3xº-2x+1 2. g(x)=7—- 6x — 3x? 
3. fo)= 4x +3x2 + 18x 4. h(x)=2xº- 9x2 427 


5. gox)=Ixº —- x? +43 


7. Hz) =(4— 2) 
“9. h(x)= x* — dx? — 5x? 10. f(x) = dx? — &x? 
11. F(x)= cos3x; xe [— gn, 57] 

12. f(x) = 2sen4x; xe [0,37] 
13. f(x) = x(x + 2)? 


18. f(x) = 4x!? 4 4x" !!2 


17. ho) = xx +3 


6. 10)=y—-Sy+6 
8. G(x) = (x + 2 


14. di) =(t— 28 
16. f(x) = x(x — 1º 


18. fl) = xv8 — x? 
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1/3 0 2/3 9 x 
19. F(x) = 6x!º* — x* 20. ()="+5 
x 
21. f(x) = 5x) — 3x5 22. G(x) = xx — 4)? 
23. f(x)= tg? x; xe(—ir, in) 
24. g(x) = sec x tg x; xe(—sx, àn) 


25. g(x)=x + cosx;xe[—27,27] 
26. fo)=senx — x; xe [—57, 37] 


Nos Exercícios de 27 a 30, ache os extremos relativos das fun- 
ções trigonométricas dadas, pelo teste da derivada segunda. 


27. Função co-seno 
29. Função co-secante 


28. Função secante 
30. f(x) = sen x + cos x 


Nos Exercícios de 31 a 42, faça um esboço do gráfico de uma 
função f que passa pelos pontos (c, f(c)), (d, f(d)) e (e, f(e)), 
se as condições dadas forem satisfeitas. Trace também um seg- 
mento da reta tangente em cada um desses pontos, se houver uma 
reta tangente. Suponha quec< d< eequefseja continua em 
algum intervalo contendo c, d, e e. 


BL.) =0O IA) =1; 1d) =0, S()=0: S(x)>0sex<d; 
f'O)<Osex>d 

32. H)=0 f(dD)=-15;1()=0;f()=0;f(x)<0Osex< ad: 
f'O)>0sex>d 

33. H)=0f(d)= -1/(dD)=0I)=0f()=0f(x)<o 


sex<d;f(x)>0Osed<x<ef(x)<Osex>e 

34. MH)=0 HUD=1/D)=0, H)=0,f()=0,f(x)>0 
sex<d;f(x)<Osed<x<ef(x)>0Osex>e 

35. H)=0,f()=0f(d)= —IS(d)=0;f(e)=0,f"0)>0 
sex<c;fíx)<Osec<x<d; f'(x)>0sex>d 

36. HO) =0, f)=0 Hd)=1; Sd) =0, H)=0, F0)<0 
sex <c; f(x) > ing <x<d;f'(x)<0Osex>d 

37. F()=0; am fl) = um flO)= +00; f(e) = 


f'O)> Dic <d; f(x) < Ro >d 


4.7 TRAÇANDO UM ESBOÇO 
DO GRÁFICO DE UMA 
FUNÇÃO 
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38. f(c)=0; ua f(x) = — 005: “Jim f(x) = 


f(x) < 0 sex <d; f(x)> deck >d 
9. f(c)não existe; f(d) = -I;fF(MD) =0/()=0f0)>0 
sex<cofW)<Osec<x<d;f()>0Osex>d 

40. FO) =0f(d) = —1;f(d) = 0; f(e) não existe; f(x) < O 
sex< dif) >Osed<x<etfW<0Osex>e 

41. f(c) = 0;f(d) não existe; f' (e) = 0;f"() = 0;f"(x) < Ose 
x<adifl)<0Osed<x<ef(X)>0Osex>e 

42. F()=0;f(0)=0;f(d) não existe; f(e) = 0:10) <0 
sex<cosfo)>0Osec<x<ad;f()>0sx>d 

43. Suponha que > /2 e — +/3 sejam números críticos de uma 
função f e que f(x) = x[ix? + 1]. Em cada um des- 
ses números determine se f tem um extremo relativo; se ti- 
ver, classifique-o. 

44. Dada f(x) = x' —- rx + k,onder > 0er x 1, prove que 
(a) se0O < r< 1,ftem um valor máximo relativo em 1; 
(b) ser > 1, ftem um valor mínimo relativo em 1. 

45. Dada f(x) = x* + 3rx + 5, prove que (a) ser > 0, f não 
tem extremos relativos; (b) ser < 0, ftem ambos os valores, 
máximo e mínimo, relativos. 

46. Prove o Teorema 4.6.1 (ii). 

47. Dada f(x) = x? + rx”!, prove que, independentemente do 
valor de r, ftem um valor mínimo relativo, mas não tem va- 
lor máximo relativo. 

48. Se f(x) = ax? + bx + c, use o teste da derivada segunda 
para mostrar que f tem um valor máximo relativo, sea < 0. 
Açhe o número onde ele ocorre. 

49. Suponha que f seja uma função para a qual f” (x) existe para 
todos os valores de x num intervalo aberto 7 e que para um 
número cem 1, f"(c) = 0ef” (c) existe e não é zero. Prove 
que o ponto (c, f(c)) é um ponto de inflexão do gráfico de 
f. (Sugestão: a prova é similar àquela do teste da derivada 
segunda.) 


— 00; f (e) = 


Nas Secções 2.4 e 2.5 comentamos que para facilitar a elaboração do esboço 
do gráfico de uma função, encontramos, se existirem, as assíntotas do gráfico. 
Na Secção 2.4, tratamos das assintotas verticais e na Secção 2.5, discutimos as 


assintotas horizontais. Você poderá fazer uma revisão dessas secções agora, pois 
nós estaremos aplicando tais conceitos aqui. 

Uma assintota de um gráfico que não seja nem horizontal nem vertical é cha- 
mada de assíntota oblígiia. Na Secção 11.6 daremos a definição formal (11.6.3) 
de assíntota oblíqiia. Então, mostraremos que o gráfico de uma função racio- 
nal da forma f(x)/g(x), onde o grau de f(x) é um a mais do que o grau de g(x), 


tem a reta ») = 


Jo). 


lim E 


x> + 0 





x + b) 


mx + b como assintota oblíqua, provando que 


= 0 (1) 





Se dividirmos o polinômio f(x) no numerador pelo polinômio g(x) do denomi- 
nador, iremos obter a soma de uma função linear com uma função racional: 


Isto é, 
ro 
g(x) 


x+ b+ 


h(x) 
g(x) 


4.7 Traçando um Esboço do Gráfico de uma Função 255 


onde o grau do polinômio h(x) é menor do que o grau de g(x). Então, 


flo) h(x) 


go) VE me + bj = lim g(x) 


Quando o numerador e o denominador de h(x)/g(x) forem divididos pela maior 
potência de x que aparece em g(x), haverá um termo constante no denomina- 
dor e todos os termos do denominador e do numerador serão da forma k/x”, 
onde k é uma constante. Logo, quando x > + co, o limite do numerador será 
0, enquanto que o limite do denominador será uma constante. Assim, 


h(x) | 
90) 


lim 


x> + ag Pego 











= 0 


lim 
x— + qo 








o que estabelece. (1). 


. tra 





EXEMPLO 1 Ache as assintotas do gráfico da função h definida por 
x +3 


— (2) 





h(x) = 


e faça um esboço do gráfico. 


Solução Como 
im h(x)= —c e lim h(x) = 
é dd Um x>1+ 


aretax = 1 é uma assintota vertical. Não existem assíntotas horizontais, pois 
se o numerador e o denominador de h(x) forem divididos por x2, obteremos 





e quando x > +c0 oux—> — oo, o limite do numerador é 1 e o limite do denomi- 
nador é O. Mas, o grau do numerador de h(x) é um a mais do que o grau do 
denominador e quando o numerador for dividido pelo denominador, obteremos 


4 
hO)=x+14+-—— 
x — 1 


Logo, a reta y = x + 1 é uma assíntota oblígiia. 
Para traçar o gráfico de A, determinamos se existe alguma reta tangente hori- 
zontal. De (2), 


2x(x— 1) — (x2 + 3) 
a A ea 
2-2x—3 
“RIP 


h'(x) = 
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Equacionando h'(x) = 0, obtemos 
x —-2x—-3=0 
(x+ D(x—3)=0 
x= —1 X=3 


Assim sendo, existem retas tangentes horizontais nos pontos (— 1, —-2e (3, 6). 
Indicamos as assíntotas, as retas tangentes horizontais e marcando mais al- 
guns pontos, obtemos o esboço do gráfico de h dado pela Figura 1. 


Para obter um esboço do gráfico de uma função f, você deverá aplicar as pro- 
priedades discutidas nesse capítulo e proceder da seguinte forma: 





FIGURA 1 . Determine o domínio de f. 

. Ache os interceptos y do gráfico. Localize os interceptos x do gráfico, 
se a equação resultante for fácil de resolver. 

. Teste a simetria em relação ao eixo y e a origem. 

. Calcule f(x) e FO). 

. Determine os números críticos de f. Esses são os valores de x no domínio 
de f para os quais ou f(x) não existe ou f(x) = 0. 

. Aplique o teste da derivada primeira (Teorema 4.4.4) ou o teste da deri- 
vada segunda (Teorema 4.6.1) para determinar se nos números críticos 
existe um valor máximo relativo, um valor mínimo relativo, ou nenhum 
dos dois. ê 

. Determine os intervalos nos quais f é crescente, encontrando os valores 
de x para os quais f'(x) é positiva; determine os intervalos nos quais f 
é decrescente, encontrando os valores de x para os quais f(x) é negativa. 
Ao localizar os intervalos nos quais f é monótona, verifique os pontos 
críticos onde f não tem um extremo relativo. 

. Para obter os pontos de inflexão possíveis, ache os números críticos de 
f', isto é, os valores de x para os quais f”(x) não existe ou f“(x) = 0. 
Em cada um desses valores de x, verifique se f“(x) muda de sinal e se o 
gráfico tem uma reta tangente nele, a fim de determinar se realmente existe 
um ponto de inflexão. | 

. Verifique a concavidade do gráfico. Ache os valores de x para os quais 
f(x) é positiva e negativa, a fim de obter os pontos nos quais a concavi- 
dade é para cima e para baixo, respectivamente. 

. É útil achar a inclinação da reta tangente nos pontos de inflexão. 

. Verifique a existência de possíveis assíntotas horizontais, verticais ou 
oblíguias. 7 





Sugerimos que as informações obtidas sejam incorporadas numa tabela, co- 
mo nos exemplos a seguir. 


EXEMPLO 2 Dada 
fo)=x)-3x2+3 


Faça um esboço do gráfico de f determinando primeiro: os extremos relativos 
de f: os pontos de inflexão do gráfico de f; os intervalos nos quais f é crescente 
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“e decrescente; onde o gráfico é côncavo para cima e onde é côncavo para baixo 


e a inclinação da reta tangente nos pontos de inflexão. 


Solução O domínio de fé o conjunto de todos números reais. O intercepto 


yé3. 


fo) = 3xº — 6x f(x) = 6x — 6 


Equacione f'(x) = O para obter x = 0e x = 2. Def” (x) = 0, obtemos x = 1. 
Ao fazer a tabela, considere os pontos nos quais x = 0,x = lex = 2, bem 
como os intervalos excluindo esses valores de x: 


x <0 O<x<l lI<x<2 Dm 


Das informações na Tabela 1 e determinando mais alguns pontos do gráfico, 
obteremos o gráfico da Figura ds 


Tabela 1 
SO) fl) fl) Conclusão 

x <0 + — f é crescente; o gráfico é côncavo para baixo 

x =0 3 0 — ftem um valor máximo relativo; o gráfico é côn- 
cavo para baixo 

O<x<l — — fé decrescente; o gráfico é côncavo para baixo 

x = 1 —3 O f é decrescente; o gráfico tem um ponto de in- 
flexão 

I<x<2 — + o fé decrescente; o gráfico é côncavo para cima 

x=2 - 1 O + ftem um valor mínimo relativo; o gráfico é côn- 
cavo para cima - 

2 <x + + f é crescente; o gráfico é côncavo para cima 








EXEMPLO 3 Dada 


FO) = 





2= q 


Faça um esboço do gráfico de f, seguindo as instruções do SS RSIAPIO 2. Ache 
também as assintotas horizontais e verticais. 


Solução O domínio de f é o conjunto de todos números reais exceto + 2. 
A única intersecção do gráfico com os eixos é a origem. Como f(— x) = f(x), 
o gráfico é simétrico em relação ao eixo >. 


2x(x? — 4) — 2x(x?) — —86 — 42 + 8x[2(x? — 4(2x)] 


o dare po 19 = SAR 
o FEBX 24x? + 32 
2H ap qi 


Equacione f(x) = O para obter x = 0; f(x) não se anula nunca. Para a Tabela 
2, considere os pontos nos quais x = 0e x = +2, pois 2e —2 não estão no 
domínio de f. Também, para a tabela, considere os intervalos excluindo estes 
valores de x: 


x < —2 —)<x<0 E, 2 <x 
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Como 2 e — 2 estão excluídos do domínio de f, calculamos os seguintes limites: 


























. x 
lim —>—— = +00 
x>o2+ X e 4 
ia= E 
im = — 00 
Xx— 27 x? e 4 
l E 
im = — 00 
x>—2+ x? Ea 4 
| pd 
lim a = +00 
x» — 2º X ic 4 
Portanto, x = 2ex = —2 são assintotas verticais do gráfico. 
x? x? 1 
lim a = lim hm — = lim 
x> +00 X — 4 ide | x>—0 X — ea 4 
x? Xe 
= 1 = 1 


Logo, y = 1 é uma assíntota horizontal do gráfico. 

Com os dados da Tabela 2, as assintotas como guias, tendo mais alguns pon- 
tos marcados no gráfico, e as propriedades de simetria, obtemos o esboço do 
gráfico de f mostrado na Figura 3. 


Tabela 2 
ff) f(x) f”09) Conclusão 

x < —2 + + f é crescente; o gráfico é 
côncavo para cima 

x= -2 não existe não existe não existe 

—2<x<o0 + — f é crescente; o gráfico é 
côncavo para baixo 

x =0 0 0 — f tem um valor máximo 
relativo 

0O<x<2 — — fé decrescente; o gráfico é 
côncavo para baixo 

= 2 não existe não existe não existe 

pc 1 no E + fé decrescente; o gráfico é 


côncavo para cima 


Observe, no Exemplo 3, que dada a simetria com respeito ao eixo y, pode- 
mos obter o gráfico fazendo os cálculos para x em [0, + co) e então, aplicamos 
as propriedades de simetria. 


EXEMPLO 4 Dada 
f(x) = 5xº"º — xº8 


Faça um esboço do gráfico de f, seguindo as instruções do Exemplo 2. 


Exercícios 4.7 
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O domínio de f é o conjunto de todos os números reais. O inter- 


cepto y é O. Equacionando f(x) = 0, obtemos 


Solução 
x3(5 — x) =0 
x=0 x=5 


Logo, os interceptos x são 0 e 5. 


fO)= PP be pr) 


= 3x *8(2 — x) 


— 10, —4/3 = 10, 1/3 


— Dx *B( + x) 


Quando x = 0, nem f(x) nem f” (x) existem. Equacionando f(x) = 0, obtemos 
x = 2. Assim sendo, os números críticos de fsão 0 e 2. De f” (x) = 0, obtemos 
x = — 1. Ao fazer a tabela, consideraremos os pontos nos quais xé —1,0€e 
2 e os seguintes intervalos: | 


x< —l 


—Il<x<o0 


O<x<2 Ze 


Um esboço do gráfico, com as informações da Tabela 3 e com alguns pontos 
adicionais está na Figura 4. 


Tabela 3 


x < —1 


* 
II 
8) 
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f(x) f'O) f"() Conclusão 


f é decrescente; o gráfico é 
côncavo para cima 

f é decrescente; o gráfico tem 
um ponto de inflexão 

f é decrescente; o gráfico é 
côncavo para baixo 

0 não existe não existe jftem um valor mínimo rela- 
tivo 

f é crescente; o gráfico é 
côncavo para baixo 

f tem um valor máximo re- 
lativo; o gráfico é côncavo 
para baixo 

f é decrescente; o gráfico é 
côncavo para baixo 











EXERCÍCIOS 4.7 


Nos Exercícios de 1 a 8, ache as assíntotas horizontal e vertical 
do gráfico da função e faça um esboço do gráfico. 











2 2.3 
Lig= 2 fo)=" 
2-8 2 =D 
2 4x—5 3-4 
Ss f)="3— 6. f)="5 
a 42x] +4 + 
7. A E 8. HO =P 


Nos Exercícios de 9 a 58, ache as assintotas horizontal e vertical 
do gráfico de f, determinando o seguinte: os extremos relativos 
de f; os pontos de inflexão do gráfico de f; os intervalos em que 
f é crescente; os intervalos em que f é decrescente; onde o gráfi- 
co é côncavo para cima; onde o gráfico é côncavo para baixo; 
a inclinação de qualquer tangente de inflexão; as assiíntotas ho- 
rizontal, vertical e oblígia; se existirem. 


10. fo)=x* + x? — 5x 
12. f(x) = 3x! + 2x3 


9. fo)=2x*—- 6x+1 
H. fO)=x*— 2x 
13. fo)=x)+ 5x2 +3x—4 
lá. flo)=2xº — dx? — 12x + 1 


EM f . “o 
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15. f(x) = x* — 3xº aa 
17. fO)=ixt —- de — x2 +11 
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16. f(x) = x* — 4x) + 16x 
18. f(x) = |x* — xº 


36. f(x) = 3 secix;xe(—27, 21) 
37. f(x) =senx + cosx;xe[—-27,27] 























19. f(x) = 3x* o +3x2+2 20. fl)=3x*+4x+6x?—-4 38. f(x)=|senxpxe[—-27,2n] 
x? sex <0 —x) sex<0 ã 
21. ft) = Pe 22. f0) = | ud 39. fg) = 40. 0) = 4 
2 f-x* sex<0 2x— 1) sex<1 x +41 ee] 
2. so) =| sds roo= e ay setex L1O- Si 2 ij 
Hx —2) sex<2 o | x -—4 
25. f(x = =P se2<x 26. f(x) = xAx + 4) 43. f(x) = a 44. Jo)=3 
27. f(x) = (x + Dx — 27 28. f(x) = 3x) + 5x? 45. f(x) = 3x2? — 2x 46. f(x) = x13 + 2x4 
29. f(x) = 3xº + 5xº* 30. f(x) = |4 — x? 47. f(x) = 3x*º — 4x 48. fl) = 3xttº — x 
31. fl) =3cos2x; xe [—n,7] 49. fo)=2+(x— 3)! 50. fo)=2+4+(x— 3º 
32. f(x) = 2sen3x; xe [— 7,7] SL. fo)=2+(x— 3º 52. fo)=2+(x—- 322 
33. fl) = fe x se0O<xx<iz 53. f(x) = x2/4 — x 54. f(x) = x 9 — x? 
E E sen(x — 37) ST L X<T 5 9x 
34 fog = (Eosa se-n<x<0 A ea de o 
, “lIcs(n—x) se0<x<a o MEET: E x> 
a 57. SO) = (x + DUAx — 2) 88. J0) = 5 








4.8 TRATAMENTO ADICIONAL 
DOS EXTREMOS ABSOLUTOS 
E APLICAÇÕES 


O teorema do valor extremo (4.1.9) garante um valor máximo absoluto e um 
valor mínimo absoluto para uma função que seja contínua num intervalo fe- 
chado. Vamos considerar agora algumas funções definidas em intervalos onde 
não é válido o teorema do valor extremo e que podem ter ou não extremos ab- 
solutos. 








EXEMPLO 1 Dada 
oa 
fgy=" 


ache os extremos absolutos de f no intervalo [0, 6), se existirem. 


Solução A função f é contínua no intervalo [0, 6), pois a única desconti- 
nuidade de f é em 6, que não pertence ao intervalo. 


2x(x — 6) — (x? — 27) 
(x — 6)? 


 x2—-12x+27 
 (x—6 


(3x9) 
E (x — 6) 


Observe que f(x) existe para todos os valores de x em 0, 6) ef'(x) = 0 quando 
x é 3 ou 9; assim sendo, o único número crítico de f no intervalo [0, 6) é 3. 
O teste da derivada primeira, quando aplicado, a fim de determinar se f tem 
um extremo relativo em 3, e os resultados são resumidos na Tabela 1. 


fg) = 


(c, Kc)) 
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Tabela 1 
SO) f'Q) Conclusão 
O <x<3 ; + f é crescente 
Xx=3 6 0 f tem um valor máximo relativo 
3<x<6 | — f é decrescente 


Como f tem um valor máximo relativo em 3 e f é crescente no intervalo (0, 3) 
e decrescente no intervalo (3, 6), então em [0, 6) ftem um valor máximo absoluto 
em 3, sendo f(3), que é igual a 6. Note que lim f(x) = — co, donde concluímos 


x->6 


que f não tem um valor mínimo absoluto em [0, 6). 


As funções cujos gráficos aparecem nas Figuras 1 e 2 são contínuas em um 
intervalo fe têm apenas um extremo relativo, /(c), em 7. Observe que f(c)também 
tem um extremo absoluto em T. Essas funções ilustram o teorema a seguir, que 
às vezes é útil para determinar se um extremo relativo é um extremo absoluto. 





Seja f uma função contínua num intervalo 7 contendo o número c. Se f(c) for | 
um extremo relativo de fem TZ e'se c for o único número em 7, no qual f tem 


| um extremo relativo, então f(c) será um extremo absoluto de fem Z. Além disso, 


(1) se f(c) for um valor máximo relativo de f em 1, então f(c) será um valor 
máximo absoluto de f em 1; 

(11) se f(c) for um valor mínimo relativo de f em 1, então f(c) será um valor | 

mínimo absoluto de f em I. | 





Prova Vamos provar a parte -(i). A demonstração da parte (ii) é similar. 
Como f(c) é um valor máximo relativo de f em T, então, pela definição 4.1.1. 
existe um intervalo aberto J, onde J C [, e J contém c, tal que 


Fc) > f6) para todo xe J 


Como c é o único número de 7 no qual ftem um valor máximo relativo, segue que 


Fc) > f(k) sekeJekxco (1) 


Para mostrar que f(c) é um valor máximo absoluto de fem 7, vamos mostrar 
que se d for qualquer núméro em Ff, distinto de c, então f(c) > f(d). Vamos 
supor que 


Hc) < Hd) (2) 


e mostrar que isto leva a uma contradição. Como d = c, então c < dou 
d < c. Vamos considerar o caso em que c < d (a demonstração é similar se 
d < c). 

Como f é continua em [, então f é contínua no intervalo fechado [c, d]. Logo, 
pelo teorema do valor extremo, f tem um valor mínimo absoluto em [c, d]. Su- 
ponha que esse valor mínimo absoluto ocorra em e, onde c < e < d. Da desi- 
gualdade (1) segue que e = c e das desigualdades (1) e (2) segue que e = d. 
Conseguentemente, c < e < de, portanto, f tem um valor mínimo relativo 
em e. Mas isso contraria a hipótese de que c é o único número em 1 no qual 
f tem um extremo relativo. Segue que a hipótese f(c) < f(d) é falsa. Logo, 


262 





FIGURA 3 


Valores Extremos das Funções, Técnicas de Construção de Gráficos e a Diferencial 


flo)>HKd)sed E Ted * ce, consequentemente, f(c) é um valor máximo 
absoluto de f em 1. o 


EXEMPLO 2 Dada 
fl) = 3x* — 8x* + 12x2 — 12x 43 

ache os extremos absolutos de f em (— co, + 0), se existirem. 

Solução 
flO)=1l2x*—-24x +24x—- 12  f'(x)= 36x? — 48x + 24 

f'(x) existe para todos os valores de x. Equacionando f'(Q) = 0, obtemos 
120º — 2x2 +2x— D)=0 


Fazemos a divisão polinomial para determinar que x — 1 é um fator do primei- 
ro membro da equação, obtendo 


Ix— Dx —-x+1)=0 


Como a equação x? — x + 1 = O tem somente raízes imaginárias, a única so- 
lução real é 1. Portanto, f(1) = 0. Para determinar se f(1) é um extremo relati- 
vo, aplicamos o teste da derivada segunda e obtemos os resultados que estão 
resumidos na Tabela 2. 


Tabela 2 
JO) f(x) f(x) Conclusão 


x=1 —2 0 + f tem um valor mínimo relativo 


A função f é contínua em (—- co, + 0) e o único extremo relativo de f em 
(— co, +00) está em x = 1. Logo, segue do Teoremãá 4.8.1 (ii) que — 2, o valor 
mínimo relativo de f, é o valor mínimo absoluto de f. 


Na Secção 4.2, as aplicações envolviam o cálculo dos extremos absolutos de 
funções contínuas num intervalo fechado e o teorema do valor extremo foi usa- 
do na solução dos problemas. Vamos tratar agora das aplicações envolvendo 
extremos absolutos para os quais o teorema do valor extremo não pode ser 
aplicado. 


EXEMPLO 3 Uma caixa fechada com base quadrada deve ter um volume de 
2.000 cm”. O material da tampa e da base deve custar $ 3 por centímetro qua- 
drado e o material para os lados custa $ 1,50 por centímetro quadrado. Quere- 
mos encontrar as dimensões da caixa cujo custo total do material seja mínimo. 


Solução Seja x cm o comprimento de um lado da base quadrada e C(x) 
o custo total do material. A área da base é x? cm?. Seja y cm a profundidade 
da caixa. Veja a Figura 3. Como o volume da caixa é o produto da área da 
base pela profundidade 


x2y = 2000 


2000 
io (0) 





X 


h cm 
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O número total de centímetros quadrados na área combinada da tampa e da ba- 
se é 2xº, e para os lados, é 4xy. Portanto, o número de centavos no custo to- 
tal do material é 


32x?) + 5(4x)) 
Substituindo y por seu equivalente de (3), temos 


2 : 
C(x) = 6x? + er 2) 





C(x) = 6x? + 12.000) 
” : 
O domínio de C é (0, +00). Além disso, C é contínua em seu domínio. 
Ci = 12% 12000, quo =j7; pp 28.000 
x | x 


Observe que C'(x) não existe quando x = 0, mas O não está no domínio de €. 
Logo, os únicos números críticos serão aqueles obtidos como solução da equa- 
ção C'(x) = 0, o que dá 


Dx — pi -0 


x* = 1.000 


A única solução real é 10. Assim, 10 é o único número crítico. Para determinar 
sex = 10 torna C um mínimo relativo, aplicamos o teste da derivada segunda. 
Os resultados do teste da derivada segunda estão resumidos na Tabela 3. 


Tabela 3 
C'(x) C"(x) Conclusão 


x =10 0) + C tem um valor mínimo relativo 


Como C é continua em seu domínio (0, + co) e o único extremo relativo de 
Cem(0, +0o)éemx = 10, segue do Teorema 4.8.1 (ii) que esse valor mínimo 
relativo de C é o valor mínimo absoluto. Assim, o custo total do material será 
mínimo quando o lado da base quadrada for 10 cm. A profundidade será, en- 
tão, de 20 cm, pois a área da base será 100 cm? e o volume, 2.000 cm. 


EXEMPLO 4 Se uma lata fechada com volume 167 cm? deve ter a forma de 
um cilindro circular reto, ache a altura e o raio, se um mínimo de material deve 
ser usado em sua fabricação. 


Solução Seja r cm o raio da base do cilindro, A cm a altura do cilindro 
e S cm? a área da superfície total do cilindro. Veja a Figura 4. A área da su- 
perfície lateral é 2xrh cm?, a área da tampa é xr? cm? e a área da base é xr? 
cm”. Logo, 


S = 2nrh + 2nr? (4) 
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Se V cm? for o volume de um cilindro circular reto, então V = xr?2A. Assim, 
16x = nr?h : (5) 


Resolvendo (5) em A e substituindo em (4), obtemos $S como uma função de r: 
“St)=2nr (=) + 2nrº 


32 
S(r) = e + 2nrº? 


O domínio de S é (0, +00), e S é contínua em seu domínio. | 


32 64 
S(r) = — + 4xr S"(r) = — + 47 


S'(r) não existe quando r = 0, mas O não está no domínio de S. Os únicos nú- 
meros críticos serão aqueles obtidos ao resolvermos a equação S'(r) = 0, da 
qual temos | 


4nr? = 32x 
“r=8 
à Ri A 


O único número crítico de S é 2. Os resultados da aplicação do teste da deriva- 
da segunda estão resumidos na Tabela 4. - 


Tabela 4 









S (1) Sr) Conclusão | 








Stem um valor minimo relativo 


Como S é contínua em seu domínio (0, +.c0) e o único extremo relativo de 
S em (0, + 00) ocorre em r = 2, segue do Teorema 4.8.1 (ii) que esse valor míni- 
mo relativo é o valor mínimo absoluto de S. Quando r = 2, temos, de (5), A = 4. 


“Logo, a menor quantidade de material será usada na fabricação da lata quando 


o raio for de 2 cm e a altura for de 4 cm. 


Nos exemplos precedentes e nos exercícios da Secção 4.2, a variável para a 
qual desejávamos encontrar um extremo absoluto era expressa como uma fun- 
ção de uma única variável. Algumas vezes, esse procedimento é muito difícil ou 


muito trabalhoso, ou ocasionalmente impossível. Frequentemente, as informa- 


ções dadas possibilitam-nos obter duas equações envolvendo três variáveis. Em 
vez de eliminar uma das variáveis, pode ser mais vantajoso derivar implicita- 
mente. O exemplo a seguir ilustra este método. O problema é similar ao do Exem- 
plo 4, mas neste exemplo o volume pedido não é especificado. 


EXEMPLO 5 Se uma lata fechada com um volume fixo deve ter a forma de 


um cilindro circular reto, ache a razão entre a altura e o raio da base se a quan- 
tidade de material usado na fabricação for mínima. 


“Solução Queremos encontrar uma relação entre a altura e o raio da base 


de um cilindro circular reto, a fim de que a área total da superfície seja um 
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mínimo absoluto para um volume fixo. Logo, iremos considerar o volume do 
cilindro como uma constante. 

Seja V unidades cúbicas o volume de um cilindro (constante). 

Vamos definir agora as variáveis. 

Seja r unidades o raio da base do cilindro, r > 0; e h unidades a altura do 
cilindro, A > 0. Seja S unidades de área a superfície total do cilindro. 

Temos as seguintes equações: 


S = 2nrº + 2nrh (6) 
V=arh (7) 


Como V é uma constante, poderíamos resolver (7) para r ou A, em termos da 
outra e substituir em (6) o que nos daria S como função de uma única variável. 
O método alternativo consiste em considerar S com uma função de duas variá- 
veis r e A; contudo, r e A não são independentes uma da outra. Isto é, se esco- 
lhermos r como variável independente, então S depende de r e A também depende 
de r. 

Derivando S e V em relação a r e levando em conta que h é uma função de 
r, temos 


ao = 4nr + 2nh + 2nr a (8) 
dr dr 
dV 


| dh 

Sm 2 — 

FP 2nrh + nr E" 

; dV ; 
Como V é uma constante, E = O; logo, da fórmula acima, 
h 
2nrh + nr? ar =0 

dr 


com r * 0. Dividindo por r e resolvendo em +, teremos 


dh 2h 
Ra (9) 


r 


Substituindo (9) em (8), iremos obter 


Sampa +h+r(-5)] 
dr r 


a 2n(2r — h) (10) 
dr 


Para encontrar a situação em que S tem um valor mínimo relativo, resolvemos 


a equação - = 0, obtendo 2r — h = 0, o que resulta 


h 


tojm 


r = 


Para determinar se essa relação entre r e Ah torna S um mínimo relativo, apli- 
camos o teste da derivada segunda. Então, de (10), 


d?s dh 
= 2m(2-5) 
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FIGURA 5 
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Substituindo (9) nessa relação, iremos obter 
dês — 2h 
a [o jp Ui 
ala 
2h 
= 21 (2 + =) 
, 


Os resultados da aplicação do teste da derivada segunda estão resumidos na Ta- 
bela 5. 


Tabela 5 
ds d?s » 
Es dr? Conclusão 
r= 5h 0 + S tem um valor mínimo relativo 





De (6) e (7), S é uma função contínua de r em (0, + co). Como o único extremo 
relativo de S em (0, + o) está em r = >A, concluímos do Teorema 4.8.1 (ii) 
que S tem um valor mínimo absoluto em r = >A. Logo, a área total da super- 
fície da lata será mínima para um volume específico quando a razão entre a 
altura e o raio da base for 2. 





Problemas geométricos envolvendo extremos absolutos, ocasionalmente, ficam 
mais fáceis de ser resolvidos quando utilizamos funções trigonométricas. O exem- 
plo a seguir ilustra esse fato. 





EXEMPLO 6 Um cilindro circular reto deve ser inscrito numa esfera com raio 
dado. Ache a razão entre a altura e o raio da base do cilindro cuja área da su- 
perfície lateral seja máxima. 


Solução Consulte a Figura 5. Vamos tomar a medida do raio constante da 
esfera como sendo a. 

Seja 0 rad o ângulo no centro da esfera subentendido pelo raio do cilindro, 
r unidades o raio do cilindro. h unidades a altura do cilindro e S unidades qua- 
dradas a área da superficie lateral do cilindro. Da Figura 5, 


r=asen60 e h=2acos6 
Como S = 27xrh, 


O) 2n(a sen 9)(2a cos 6) 
2na”(2 sen 8 cos 0) 
= 2xaº sen 260 


Assim, S é uma função de 6 e seu domínio é (0, 5). 


dS E d?S ã 
— = E ES. 20 
10 4nraº cos 20 e 10? 8ra” sen 


: ds 
Equacionando O 0, 


cos 20 = 0 


Exercícios 4.8 


Como 0 < O < 4%, 


0=iz 
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Aplicamos então o teste da derivada segunda para extremos relativos, cujos 
resultados estão resumidos na Tabela 6. 


Tabela 6 








as 
do 





d?s 
dg? 





Conclusão 





S tem um valor máximo relativo 


S é contínua em seu domínio e como há somente um extremo relativo segue 
do Teorema 4.8.1 (1) que o valor máximo relativo de S é também o seu valor 


máximo absoluto. 
Quando 6 = 47, 


= asenin 


= 4Vãa 


h = 2a cos in 


cida 


Assim, para que a área da superficie lateral seja máxima, h/r =2. 





EXERCÍCIOS 4.8 ias 


Nos exercícios de 1 a 16, ache os extremos absolutos da função 
dada no intervalo indicado, se existir algum. 


1. f(x) = x?; (—3, 2] 
2. go)=x)+2xº —- 4x + 1;(-3,2) 





ne 19. 
X 
3. Fl) = Es 
4 x 
Tt) mu = og 
ira ] 20. 


5. g(x)= 4x? —- 2x + 1; (—00, +00) 

6. fo)=x*-—-3x+5;(—00,0) 

7. So) =(x— 1)'º; (— 00, +00) 

8. G(x)=(x— 5)23; (— 00, +00) 

9. fo)=x*+x)- 5x? + 2x + 1; (—00, +00) 
10. h(x) = 3xº — 2x? — 12x? — 6x — 1;(— 00, +00) 








x2+7 x? — 30 
1. = “| — É = (o 22. 
g)="53[-339) 0 1fm)=ÍDD(-0,9) 
— x * 23. 


14. g(x) = Vx* — 4x + 7;(— 00, +00) 
IS. fO)= tgx+2secx; (—ir, in) 
16. h(x) = x + cotg x; [g7, 97] 


17. Um campo retangular com uma área de 2.700 m? deve ser 
fechado e uma cerca adicional deve ser usada para dividi-lo 
ao meio. O custo da cerca do meio é de $ 12 por metro li- 
near e ao longo dos lados a cerca custa $ 18 por metro li- 
near. Ache as dimensões do campo, de modo que o custo da 
cerca seja mínimo. 


18. 


21. 


24. 


25. 


Um tanque retangular aberto deve ter uma base quadrada e 
seu volume deve ser de 125 mº. O custo por metro quadrado 
é de $ 24 para a base e de $ 12 para os lados. Ache as dimen- 
sões do tanque cujo custo total do material seja mínimo. 
Uma página deve conter 24 cm? de impressão, com margens 
de 15 cm em cima e embaixo, enquanto devemos ter 1 cm 
de cada lado. Quais as dimensões da menor página que sa- 
tisfaz todos esses requisitos? 

Um edifício de um andar tendo 1.188 m* de piso deve ser 
construído, sendo exigidos recuos de 6,6 m na frente e no 
fundo e de 4,5 m nas laterais. Ache as dimensões do lote com 
menor área onde esse edifício possa ser construído. 

Um fabricante de caixas deve produzir uma caixa fechada 
com um volume de 288 cm”, onde a base é um retângulo 
com um comprimento três vezes maior que a largura. Ache 
as dimensões da caixa fabricada com o mínimo de material. 
Resolva o Exercício 21 para o caso em que a caixa não tenha 
tampa. 

Ache uma equação da reta tangente à curva 

y=x* — 3x2 + 5x com inclinação mínima. 

Um poster de papelão cuja figura ocupa 32 cm” do espaço 
deve ter embaixo e em cima uma margem de 2 cm e uma mar- 
gem de 5 cm nos lados. Determine as dimensões do menor 
pedaço de papelão que possa ser usado para fazer o poster. 
Numa dada comunidade, uma certa epidemia alastra-se de 
tal forma que x meses após o seu início, P % da população 
estará infectada, onde 


30x? 
Pes 
(1 + x?) 
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26 


27 


28. 


Em quantos meses o número de pessoas infectadas atingirá 
O máximo e que porcentagem da população esse número re- 
presenta? |. 

Um gerador de corrente contínua tem uma força eletromo- 
triz de E volts e uma resistência interna de r ohms, onde E 
e r são constantes. Se R ohms for a resistência externa, a Te- 
sistência total será de (r + R) ohms e se P watts for a potên- 
cia, então 


E2?R 
(r+ RJ) 


Mostre que a maior potência será consumida quando as re- 
sistências interna e externa forem iguais. 

Para a lata do Exemplo 4, suponha que o custo do material 
da tampa e da base seja o dobro do custo dos lados. Ache 
a altura e o raio da base para que o custo do material seja 
mínimo. 

Resolva o Exemplo 4, se a lata for aberta ao invés de fechada. 


Nos Exercícios 29 e 30, use a expressão competição perfeita. 
Quando uma empresa funciona em competição perfeita, há mui- 
tas firmas pequenas assim, nenhuma empresa afeta o preço ao 
elevar a sua produção. Portanto, sob competição perfeita o pre- 
ço de uma mercadoria é constante, e a empresa pode vender quan- 
to desejar, a um preço constante. 


29. 


30. 


31. 


32. 


55; 


Sob competição perfeita, uma fábrica pode vender a um preço 
de $ 200 por unidade todo o estoque de uma determinada 
mercadoria produzida. Se C(x) for o custo total da produ- 
ção diária quando x unidades são fabricadas, e C(x) = 2x? + 
+ 40x + 1.400, ache o número de unidades produzidas dia- 
riamente, para que a fábrica tenha um lucro diário total má- 
ximo. (Sugestão: o lucro total é igual ao rendimento total 
menos o custo total.) 

Uma empresa que fabrica e vende carteiras sob competição 
perfeita pode vendê-las a um preço unitário de $ 400. Se x 
carteiras forem produzidas e vendidas a cada semana e C(x) 
for o custo total da produção semanal, então C(x) = 2x? + 
+ 80x + 6.000. Determine quantas carteiras devem ser fa- 
bricadas a cada semana para que a companhia obtenha um 
lucro semanal máximo. Qual será este lucro semanal máxi- 
mo? Veja a sugestão para o Exercício 29. 

Sob um monopólio, que significa que há apenas um produ- 
tor de certa mercadoria, o preço e então a demanda podem 
ser controlados, regulando-se a quantidade da mercadoria 
produzida. Suponha que, sob um monopólio, x unidades se- 
Jam demandadas diariamente, quando p é o preço por uni- 
dadee x = 140 — p. Se a quantia em dinheiro no custo total 
da produção de x unidades for dada por C(x) = x? + 
+ 20x + 300, ache o lucro total diário máximo. 


Ache a menor distância do ponto P(2, 0) a um ponto sobre 


a curva y? — x? = 1, e ache o ponto sobre a curva que seja 
mais próximo de P. 

Ache a menor distância da origem à reta 3x + y = 6, een- 
contre o ponto P sobre a reta que esteja mais próximo da 
origem. Então, mostre que a origem está na reta perpendi- 
cular à reta dada em P. 


34. 


35. 


36. 


37 


38. 


39 


40 


* 


41 


42 


43 


dá 


“ 


45. 
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Ache a menor distância do ponto A(2, 5) a um ponto 
sobre a parábola y = x”, e ache o ponto B sobre a parábo- 
la que seja o mais próximo de 4. Então, mostre que 4 está 
sobre a reta normal da parábola em B. 

Uma janela em estilo normando consiste em um retângulo 
com um semicirculo sobre ele. Se o perímetro de uma janela 
normanda for de 10 m, determine qual deve ser o raio do 
semicirculo e a altura do retângulo, tal que a janela deixe pas- 
sar o máximo de luz. 

Resolva o Exercício 35, no caso em que o semicírculo trans- 
mita somente a metade da luz por metro quadrado da área 
do retângulo. 

Ficou determinado que, excluindo-se os salários, o custo por 
quilômetro para operar um caminhão é de 8 + 17x, onde 
x km/h é a velocidade do caminhão. Se os salários do moto- 
rista e do ajudante forem, no total, de $ 27 por hora, qual 
deverá ser a velocidade média do caminhão para que o custo 
por quilômetro seja mínimo? 

O custo por hora do combustível para um navio de carga é 
55º, onde v nós (milha náutica por hora) é a velocidade do 
navio. Se houver um custo adicional de $ 400 por hora, qual 
deverá ser a velocidade média do navio, para que o custo por 
milha náutica seja minimo? (1 milha náutica = 1,85325 km) 
Um automóvel viajando a uma velocidade de 9 m/s aproxima- 
se de um cruzamento. Quando o automóvel está a 36 m do 
cruzamento, um caminhão viajando a uma velocidade de 12 
m/s, o atravessa. O automóvel e o caminhão estão em estra- 
das perpendiculares entre si. Quanto tempo após o caminhão 
deixar o cruzamento, os veículos estarão mais próximos um 
do outro? 

Dois aviões 4 e B voam horizontalmente à mesma altitude. 
O avião B está a sudoeste do avião 4 e 20 km a oeste e 20 
km ao sul de 4. Se o avião 4 está viajando para o oeste a 16 
km/min e o avião B está viajando para o norte a a 
km/min, (a) em quantos segundos eles estarão mais perto um 
do outro e (b) qual será a menor distância entre eles? 
Uma viga de 27 m é transportada horizontalmente por uma 
passagem com 8 m de largura, e então; por um corredor em 
ângulo reto com a passagem. Qual deve ser a largura do cor- 
redor para que a viga possa passar por essa quina? Despreze 
a dimensão transversal da viga, ou seja, considere-a como 
um segmento de reta. 

Se dois corredores em ângulo reto um com o outro têm lar- 
guras de 3 e 4,5 m, qual o comprimento da maior viga que 
pode ser movida horizontalmente, passando por essa quina? 
Despreze a dimensão transversal da viga. 

Um funil com um dado volume deve ter a forma de um cone 
circular reto. Ache a razão entre a altura e o raio da base 
se a quantidade de material usado em sua fabricação for 
mínima. | | | 
Um cone circular reto deve ser inscrito em uma esfera com 
um raio dado. Ache a razão entre a altura e o raio da base 
do cone de maior volume possível. 

Um cone circular reto deve ser circunscrito numa esfera de 
raio dado. Ache a razão entre a altura e o raio da base do 
cone com o menor volume possível. 
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46. Prove, usando o método desta Secção, que a menor distân- 47. Ache a altura do cone circular reto com maior volume que 


cia de um ponto P,(x,, Y;) a uma reta / com equação Ax + pode ser inscrito numa esfera de raio a unidades. Seja 20 a 
+ By+ C=0é6|4x, + By, + C|/VA? + B2. (Suges- medida em radianos do ângulo vertical do cone. 

tão: se s for o número de unidades na distância de P, ao 48. A Secção transversal de uma tina tem a forma de um triân- 
ponto P (x, y) sobre i, então s será um minimo absoluto quan- gulo isósceles invertido. Se o comprimento dos lados iguais 
do s? for um mínimo absoluto.) for de 15 cm, ache a medida do ângulo do vértice que dará 


capacidade máxima à tina. 








4.9 A DIFERENCIAL Suponha que a função f seja definida pela equação 
y = f(x) 


- Agora mostraremos como os incrementos Ay podem ser aproximados, por es- 
sa função, a pontos onde f seja derivável. Em tais pontos 


A 
f'Q) = lim NE | (1) 
onde 


Ay = f(x + Ax) — f6) 
Segue de (1) que para qualquer e > O existe um 6 > 0, tal que . 


ta 
4 








se 0 < |Ax| < 6, então E fO)|<e 
Ax 
e se0< |Ax| < 8, então 182 — 14x e 


o JAxl | 
Isso significa que |Ay — f' (x) Ax| é pequeno, comparado com |Ax|. Ou se- 


ja, para | Ax]| suficientemente pequeno, f” (xX)A x é uma boa aproximação do 
valor de Ay, e podemos escrever me 


Ay = f(x) Ax | (2) 


se |Ax| for suficientemente pequeno. 

Para uma interpretação gráfica de (2), consulte a Figura 1. Na figura, uma 
equação da curva é y = f(x). A reta PT é tangente à curva em P(x, f()), Q 
é o ponto (x + Ax, f(x + Ax)), e a distância orientada MQ é Ay=Jf(x+ 
+ AX) -— f(X). Na figura, Axe Ay são ambas positivas; contudo, elas poderiam 
ser negativas. Para um pequeno valor de Ax, a inclinação da reta secante PQ 
e a inclinação da reta tangente em P são aproximadamente iguais, isto é, 





Ay = f(x) Ax 


que é (2). a 
O segundo membro de (2) é definido como sendo a diferencial de ). 


FIGURA 1 





4.9.1 DEFINIÇÃO Se a função f for definida por y = ÍO), então a diferencial de y, denotada por 


dy, será dada por 
dy = fOAx G) 


| onde x está no domínio de fº e Ax é um incremento arbitrário de x. 
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y v=f(x) Consulte agora a Figura 2 que é igual à Figura 1, exceto que a reta vertical 

(x + 4x, fx + AO MR é mostrada, onde a distância orientada MR = dy. Observe que dy representa 
a variação em y ao longo da reta tangente ao gráfico da equação y = f(x) no 
ponto P(x, f(x)), quando x recebe um acréscimo de Ax. 

O conceito de diferencial envolve um tipo especial de função de duas variá- 
veis e um estudo detalhado de tais funções é feito no Capítulo 16. O símbolo 
df pode ser usado para representar essa função. A variável x pode ser qualquer 
número no domínio de f” e Ax pode ser qualquer número que desejarmos. Afir- 
mar que df é uma função de duas variáveis independentes x e Ax significa que 
a cada par ordenado (x, Ax) no domínio de df corresponde um único número 

FIGURA 2 na imagem de df e esse número pode ser representado por df(x, A x); assim, 


df(x, Ax) = f(x) Ax 


Comparando essa igualdade com (3) vemos que quando y = f(x), dy e df(x,A x) 
são notações diferentes para f' lcd O símbolo dy será usado nas discus- 
sões subsegtientes. 





D ILUSTRAÇÃO 1 Sey = 3x? — x, então f(x) = 3x2 — x; assim, 
f(x) = 6x-1. Logo, da Definição 4.9.1 


= (6x — 1) Ax 
Em particular, se x = 2, então dy = 11Ax. «4 


Quando y = f(x), a Definição 4.9.1 fornece-nos o significado de dy, a dife- 
rencial da variável dependente. Queremos também definir a diferencial da va- 
riável independente, ou dx. Para chegar a uma definição conveniente de dx que 
seja consistente com a definição de dy, consideramos a função identidade defi- 
nida por f(x) = x. Então, f(x) = ley = x; assim, de (3), dy = 1: Ax, isto é, 


sey = x,então dy = Ax (4) 


Para a função identidade, gostaríamos que dx fosse igual a dy; isto é, devido 
à afirmativa (4) gostaríamos que dx fosse igual a Ax. Esse raciocínio nos leva 
a definição a seguir. 





4.9.2 DEFINIÇÃO | Se a função ffor definida por y = f(x), então a diferencial de x, denotada por 


dx, será dada por 
dx = Ax 


onde Ax é um incremento arbitrário de x e x é qualquer número no domínio 
de 7”. 






Das definições 4.9.1 e 4.9.2, 
dy = f(x) dx (5) 
= ambos os membros de (5) por dx, temos 


= f(x) sedx0 


Essa relação expressa a derivada como o quociente de duas diferenciais. Lem- 
bre-se de que, quando introduzimos a notação e para a derivada na Secção 
x 


3.1, dy e dx não tinham significado independente. 
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EXEMPLO 1 Dada y = 4x — 3x + 1, ache Ay, dy e Ay — dy para (a) 
quaisquer xe Ax; (bD) x = 2, Ax = 0,l;()x = 2, Ax = 0,01; (d) x = 2, 
Ax = 0,001. 
Solução 
(a) Como y = 4x? — 3x + 1, seja 
fo)=4x]-3x+1 
Então, 


Ay = f(x + Ax) — f(x) 
=4x+Ax?—-Hx+A)+1l-—(4x2 —-3x+ 1) 
=4x?+8xAx+ 4MAx)? —3Ix—- 3Ax+ 1 - 4x] +3x— 1 
= (8x — 3) Ax + 4(Ax)? 


De (5), 
dy = f(x) dx 
= (8x — 3) dx 
= (8x — 3) Ax 
Assim, 
Ay — dy = (8x — 3) Ax + 4(Ax)? — (8x — 3) Ax 


= 4(Ax)? 
Os resultados das partes (b), (c) e (d) estão dados na Tabela 1, onde 


Ay = (8x — 3) Ax + 4(Ax)? e dy = (8x — 3) Ax 


Tabela 1 












0,1 1,34 1,3 0,04 
0,01 0,1304 0,13 0,0004 
0,001 0,013004 0,013 0,000004 





Observe na Tabela 1 que a afirmação de que a diferença Ay — dy tem um 
limite zero quando Ax > 0 não traz nenhuma informação adicional, uma vez 
que já sabemos que ambos, A y e dy, têm o limite zero! O que é realmente notável 
AP emos lim DO q; 

Ax Ax-0 A 
uma afirmação obviamente mais forte do que a anterior. A primeira afirmação 
decorre apenas da continuidade de f(x) e a segunda é equivalente à existência 
da derivada f' (x). Observe ainda que, em geral, não podemos afirmar que 
Ay — dy decresça monotonicamente com Ax, mas sim que, para qualquer tole- 
rância de erro « > 0, existe um 8 > 0, tal que |Ay — dy| <e |Ax| se |Ax| <6. 

Para um valor fixo de x, digamos x, 


dy = f(xo) dx 


Isto é, dy uma função linear de dx; consegientemente, em geral é mais fácil 
calcular dy do que Ay, como foi visto no Exemplo 1. Como 


flxo + Ax) — fixo) = Ay 


é o fato de que também para o erro relativo 
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então, 
SO + Ax) = f(xo) + Ay 
Assim, | 
f(xo + 4x) * f(xo) + dy (6) 









fixo + Ax) (09 + 4x, fixo + ADO 


FIGURA 3 


Nossos resultados estão ilustrados na Figura 3. A equação da curva é 
» = f(x) e o gráfico é côncavo para cima. A reta PT é tangente à curva em 
PlXo, So); Ax e dx são iguais e estão representados pela distância orientada 
PM, onde M é o ponto (x, + Ax, f(x). Seja Q o ponto (x, + Ax, fl + Ax)), 
e a distância orientada MQ é Ay ou, equivalentemente, f(x, + Ax) — f(x). 
A inclinação de PT é f'(x) = dy/dx. Também a inclinação de PT é MR/PM 
e como PM = dx, temos dy = MRE RQ = Ay — dy. Note que quanto menor o 
valor de dx (isto é, quanto mais próximo o ponto Q estiver do ponto P), menor 
será o valor de Ay — dy (isto é, menor será o comprimento do segmento de 
reta RQ). Uma equação da reta tangente PT é 


» = Hxo) + flo) — xo) 
Assim, se ) for a ordenada de R, então 
) = f(xo) + Flxo)lixo + Ax) — xo] 
7 = Hxo) + S (xo) Ax 
» = S(xo) + dy 


Comparando essa equação com (6), observe que se usarmos f(Xx,) + dy para 
aproximar o valor de f(x, + Ax), estaremos aproximando a ordenada do pon- 
to O(x, + Ax, fx + Ax)) na curva pela ordenada do ponto R(x, + Ax, 
f(x) + dy) sobre a reta tangente à curva em P(Xo, f(Xo)). 

Na Figura 3, Ay > dy; assim, Ay — dy > 0. Consulte agora a Figura 4, 
onde Ay < dy, eassim, Ay — dy < 0. Novamente, observe que quanto menor 
o valor de dx, menores serão os valores de |Ay — dy|; isto é, quanto mais próxi- 
mo o ponto Q estiver do ponto P, menor será o comprimento do segmento de 
reta QR. - - 
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FIGURA 4 


EXEMPLO 2 Ache o volume aproximado de um invólucro esférico cujo raio 
interno é 4 cm e cuja espessura é > cm. 


Solução Consideramos o volume do invólucro esférico como um incremento 
do volume de uma esfera. Seja r o número de centímetros do raio de uma esfe- 
ra, V cmº o volume de uma esferae AV o número de centimetros cúbicos no 
volume de um invólucro esférico. 


V = ênrê dV = 4nrº dr 


Substituindo r = 4e dr = -= nas relações acima, obtemos 
dV = 4n(4)L ; 
= da 


Logo, AV = 47x e concluímos que o volume do invólucro esférico é aproxima- 
damente 4x cm. 


Suponha que y seja uma função de x e que x, por sua vez, seja função de 
uma terceira variável £; isto é, 


p=f0) e x=ag(t 


As duas relações juntas definem y como uma função de t. Por exemplo, supo- 
nha que y = xºex = 2t — 1. Combinando essas duas equações, obtemos 
» = (Qt? — 1). Em geral, combinando as duas equações y = f(x) ex = g(t), 
obtemos 


y = Hg(t)) 


A derivada de y em relação a t pode ser encontrada pela regra da cadeia, re- 
sultando 


dy dy) /dx 
a = (ax) (a) o 
E k dy | K dy. 
A fórmula (7) acima expressa a como uma função de x e t, pois Era é uma 


função de x e = é uma função de t. 
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> ILUSTRAÇÃO 2 Sey = xXex=2t-l, então 


ay (a) (dx 
dt Adx)ldt 
= 3x(4t) 
= 12x?t <« 


Já que y = f(9(t)) define y como uma função da variável independente t, 
a diferencial de y é obtida de (5): 


dy 


Essa relação expressa dy como uma função de t e dt. Substituindo (7) na rela- 
ção, obtemos 


— (dyy(dx 
Arc 


Agora, como x é uma função da variável independente t, (5) pode ser aplicada 
para obter a diferencial de x, e temos 


“(dx 
dx — (55) dt 


“Essa relação expressa dx como uma função de t e dt. Usando-a para substituir 


ça dt em (8) por dx, obtemos 
“(d) | (9) 
dy = e) dx 


Você deve ter em mente que em (9), dy é uma função de te dt, e que dx é uma 


função de t e de dt. Se a em (9) for substituída por f(x), temos 


dy=flO)dx (10) 


A relação (10) assemelha-se a (5). Mas em (5), x é a variável independente e 
dy é expressa em termos de x e dx, enquanto que em (10), t é a variável indepen- 
dente e ambas dy e dx são expressas em termos de t e dt. Assim, temos o teore- 
ma a seguir. 






Se y = f(x), então quando f(x) existe, 
dy = f(x) dx 
sendo x uma variável independente ou não. 






Se dividirmos ambos os membros de (10) por dx (desde que dx 0), obteremos 
d 
fo)=T dx%0 


X 


Essa relação estabelece que se y = f(x), então f'(x) será o quociente de duas 
diferenciais dy e dx, mesmo que x não seja a variável independente. 


D ILUSTRAÇÃO 3 Suponha x = cost,y = sente0O<t<r7. Então, 
dx = —- sentdtedy = cost dt 
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Logo, 
dy cos t dt 
dx  —sentdt 
dy — cost 
dx sent 
dy. x (11) 
dx y | 


Como x? + y? = cos? t + sen? t, então x? + y* = 1. Assim, 

y? Ee | 
Além disso, ») > 0, pois y = sente O < t < n. Assim, da relação acima 

y=V1—- x? (12) 
Substituindo o valor de y de (12) em (11), temos 

Uia aan as 

dx |— x” 

dy 


Esse resultado também pode ser obtido, calculando Ea a partir de (12). 
| « 


Na Secção 3.3, demonstramos os teoremas usados para calcular as derivadas 
das funções algébricas. As fórmulas desses teoremas serão reescritas agora, usan- 


do a notação de Leibniz. Junto com a fórmula para a derivada há uma fórmula 
para a diferencial. Nessas fórmulas, u e v são funções de x e elas são válidas, 


desde que uu e Eis 


existam. A letra c representa uma constante. 
dx dx | 


E vd (= 0 
d(x”") = 
ae 
“du+ vs du + dy 


d(uv) = udv + v du 


a(*) — Vdu-u dv 


v v2 


d(u”) = nu"! du 





Ampliaremos a operação de derivação para incluir o processo que envol- 
ve o cálculo da diferencial, bem como da derivada. Se y = f(x), dy pode ser 
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encontrada se aplicarmos as fórmulas 1'— VII”, ou se determinarmos f'(x) e a 
multiplicarmos por dx. 


EXEMPLO 3 


Dada 


2x2y? —- 3x) + 5y) + 6xy? =5 


= a d E 
onde x e y são funções de uma terceira variável, ache 2? calculando a diferencial 


termo a termo. 


Solução 


dx 


Esse é um problema de derivação implícita. Tomando a diferen- 


cial termo a termo, obtemos 


4xyº dx + 4x?y dy — 9x? dx + 15y2 dy + 6yº dx + 12xy dy = 0 


Dividindo por dx, se dx * 0, temos 


d 
(4x2y + 15y2 + 12x) e =-4xy2 + 9x? — 6y 


EXERCÍCIOS 4.9 


Nos Exercícios de 1 a 4, (a) encontre dy e Ay para os valores 
indicados de xe Ax. (b) Faça um esboço do gráfico e indique 
os segmentos de reta cujos comprimentos são dy e A). 


ly=x;x=2 e Ax=1 
3 y=/xix=8 e Ax=2 


2. y=x;x=2 e Ax=l 
=Vlxix=4 e Ax=3 


Nos Exercicios de 5 a 10, ache (a) Ay; (b) dy; (c) Ay — dy. 








5. y=6-3x— 2x? 6. y=3x] — x 
l 
Ty=x)—x? 8. y= 
dd é á x +1 
Z l 
9. y= 10. y=—— x 
x—1 x 


Nos Exercícios de Il a 16, ache para os valores dados (a) Ay; 
(b) dy; (c) Ay — d>. 

1. y=x]-—-3x;x=2; Ax=0,03 

12. y=x]—-3x;x= —1; Ax = 0,02 


13. y= = —-2;Ax= —0,1 


14. y = 


1 1 


15. a +1;x=1;4x=-0,5 
16. y=x)+1;x=-—1;4Ax=0,1 


Nos Exercícios de 17 a 24, ache d)». 
17. y=(3xº — 2x + 1) 18. y=/4-—- xº 


2 


dy 9x) — 6y* — 4xy? 
dx 4xly + 15y? + 12xy 


| 3 
19. y= x]3/2x + 3 20. y = Ro 


x +) 


22. y = cotg 2x cosec 2x 


l l 
23. y = tg? x sec? x 24. y = x*sen— — x cos — 
X 


Nos Exercícios de 25 a 30, x e y são funções de uma terceira va- 


riável. Calcule o, encontrando a diferencial termo a termo 


(veja o Exemplo 3). 
25. 3x? + 4y? = 48 


27. dx +Vy=4 
29. sen x cos )y — cos x sen y = 
30.3 tg? x + 4sec?y = 1 


26. 8x? — y* = 32 


28. 2x?y —3xy) + 67º = 1 
o 
2 


Nos Exercícios de 31 a 34, faça o seguinte: (a) encontre dx e dy 
em termos det e dt; (b) use os resultados da parte (a) para en- 


contrar e; (c) expresse y em termos de x, eliminando t, e então 
calcule Sé usando os teoremas de derivação. 


31. x=22,y=3% 32. x=1I+ty=1l-t 

33. x=2cost,y=3sent,0O<t<zn 

34. x=1l-—-cost,y=2+sent,0<i<a 

(Sugestão para os Exercícios 33 e 34: elimine t usando a identi- 


“dade sen? t + cos? t = 1.) 


35. 


36. 


37. 


38 


39. 


40. 


41. 


4.10 Solução Numérica de Equações pelo Método de Newton (Suplementar) 


A medida da aresta de um cubo é 15 cm, com um erro possí- 
vel de 0,01 cm. Use diferenciais para encontrar o erro apro- 
ximado do cálculo (a) do volume; (b) da área de uma das 
faces. 

Uma caixa de metal na forma de um cubo deve ter um volu- 
me interior de 1.000 cm”. Os seis lados são feitos de metal, 

com 5 cm de espessura. Se o custo do material for de $0,20 
por centímetro cúbico, use diferenciais para encontrar o custo 
aproximado do metal a ser usado na confecção da caixa. 

Um tanque cilíndrico aberto, deve ter um revestimento ex- 


terno com 2 cm de espessura. Se o raio interno for 6m ea | 


altura for 10 m, encontre, por diferenciais, a quantidade de 
material necessária para o revestimento. 

O talo de determinado cogumelo tem uma forma cilíndrica 
e um talo com 2 cm de altura e r cm de raio tem um volume 
de V cm, onde V = 2xr2. Use a diferencial para encontrar 
o aumento aproximado no volume do talo, quando o raio 
passa de 0,4 para 0,5 cm. 

Uma queimadura na pele de uma pessoa tem a forma de um 
círculo, tal que se r cm for o raio e 4 cm? for a área da quei- 
madura, então 4 = xr?. Use a diferencial para encontrar 
o decréscimo aproximado da área da queimadura quando o 
raio passa de 1 para 0,8 cm. 

Uma dada bactéria unicelular tem a forma de uma esfera, 
tal que se r micromilímetros (um) for seu raio e Vu? for seu 
volume, então V = Sar. Use a diferencial para encontrar 
o aumento rodado no volume da célula quando o raio 
passa de 2,2 para 2,3 um. 

Um tumor no corpo de uma pessoa tem a forma esférica, 
tal que se r cm for o raio e V cm? for o volume do tumor, 


42. 


43 
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então V = Sm. Use a diferencial para encontrar o aumen- 
to aproximado no volume do tumor quando o raio passa de 
1,S para 1,6 cm. 


Se f s for o tempo necessário a uma leilação completa de 
um pêndulo simples com / m, então 477] = gt?, onde 
g = 9,8 m/s2. Um relógio tendo um pêndulo com 1 m de 
comprimento adianta 5 min por dia. Ache aproximadamen- 
te o quanto deve aumentar o comprimento do pêndulo para 
que o relógio seja acertado. 

A medida da resistência elétrica de um fio é proporcional à 
medida de seu comprimento e inversamente proporcional ao 
quadrado da medida de seu diâmetro. Suponha que a resis- 
tência de um fio de um determinado comprimento seja cal- 
culada a partir da medida de seu diâmetro, com um erro pos- 
sível de 2%. Ache o erro perceritual possível no cálculo do 
valor da resistência. 


44. Um empreiteiro concorda em pintar ambos os lados de 1.000 


45 


46. 


sinais circulares, com 3 m de raio cada um. Depois de rece- 
ber os sinais, descobre que na realidade o raio de cada sinal 
tem 1 centímetro a mais. Use diferenciais para encontrar uma 
porcentagem aproximada da quantidade adicional de tinta 
que será necessária. 


Se o erro possível na medida do volume de um gás for 
0,1 cm” e o erro permitido na pressão for 0,001 C kg/m?, 
ache o tamanho do menor recipiente para o qual é válida a 
lei de Boyle (Exercício 23 nos Exercícios 3.9). 


Para a lei adiabática da expansão de ar (Exercício 24 nos Exer- 


cícios 3.9), prove que — gaia | 4 Ea 


==" DDD") ww 
4.10 SOLUÇÃO NUMÉRICA As saga de uma equação da forma 


DE EQUAÇÕES PELO 


MÉTODO DE NEWTON 19 = 


(Suplementar) 


são chamadas de raízes da equação ou zeros da função f. Se f for uma função 
polinomial com grau menor do que cinco, existem fórmulas para o cálculo dos 
zeros. Você está familiarizado com as fórmulas caso f tenha grau um (uma 
função linear) ou dois (uma função quadrática). Para uma função polinomial 
com grau três ou quatro, o método geral de cálculo dos zeros é complicado. 
Além disso, para os zeros de uma função polinomial com grau cinco ou mais, 
existe um teorema, creditado a Niels Abel (1802-1829), o qual afirma não exis- . 
tir uma fórmula geral em termos de um número finito de operações com os coe- 
ficientes. Existem, todavia, processos numéricos para aproximar soluções de 
equações e agora eles são mais importantes do que nunca, com o uso dos com- 
putadores e calculadoras programáveis. Um desses processos envolve uma apli- 
cação da derivada e foi inventado por Isaac Newton no século dezessete. É co- 
nhecido como método de Newton e será o objeto desta secção. 
Consideremos a equação f(x) = 0, onde f é uma função derivável. O méddo 
de Newton fornece um processo para aproximar uma raiz dessa equação ou, 
equivalentemente, um zero de f, isto é, um número r tal que f(r) = 0. Vamos 
apresentar primeiro uma interpretação geométrica dos conceitos envolvidos. Con- 
sulte a Figura 1, que mostra um esboço do gráfico de y = f(x). O número r 
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é um intercepto x do gráfico. Para obter uma aproximação de r, escolhemos 
um número x,. A escolha de x, pode ser feita examinando um esboço do grá- 
fico e ele deve estar razoavelmente próximo do número r. Consideramos então 
a reta tangente ao gráfico de f/ no ponto (x,, f(x,)). A reta tangente, denotada 
por T,, está na Figura 1, e 7, intercepta o eixo x no ponto x,. O número x, ser- 
ve agora como uma segunda aproximação de r. Repetimos então o processo 
com a reta tangente 7, no ponto (x,, f(x,)). O intercepto x de T, é x;. Conti- 
nuamos o processo até obter a precisão desejada. Pelo gráfico, vemos que os 
números x,, X,, X;, € assim por diante, estão cada vez mais próximos do nú- 
mero r. Essa situação ocorre para muitas funções. 

Para obter as aproximações sucessivas x,, X;, ... a partir da primeira apro- 
ximação x,, usamos as equações das retas tangentes. A reta tangente T, no pon- 
to (x,, f(x,)) tem uma inclinação de f'(x,). Assim, uma equação de 7, é 


y — Hx) = fl)x — x4) 


O intercepto x de T, é x, e determinamos x, tomando x = x,e » = O na equa- 
ção acima. Resulta, então, que 


0 fo) = fixo — 24) 


“Soo 
fc) 


Com esse valor de x,, uma equação de T, é 
» — SO) = flxo)x — x5) 

Então, na equação acima, expressando x = x, e y = 0, teremos 
O — f(x) = f(xo)xs — x) 


=X, — Sx3) se f(x,) £ 0 





se f(x) £ O 


X> = X1 





E O] 


Prosseguindo dessa forma, obtemos a fórmula geral para a aproximação x, | 
em termos da aproximação precedente x,: 


2 S&a) 
E TG) se f(x,) = O (1) 





Adaptamos (1) facilmente, para usá-la num computador ou numa calculadora 
programável. 

De (1) podemos obter a (n + 1)-ésima aproximação a partir da n-ésima apro- 
ximação, desde que f (x,) = O. Se f'(x,) = 0, a reta tangente será horizontal 
e, em tal caso, a menos que a reta tangente seja o próprio eixo x, ela não terá 
um intercepto x. A Figura 2 mostra isso quando f'(x,) = O. Dessa forma, o 
método de Newton não é aplicável, se f (x,) = O para algum x,. Você deve ter 
em mente que o valor de x,,, dado por (1) não é necessariamente uma aproxi- 
mação de r melhor do que x,. Se, por exemplo, x, não estiver suficientemente 
próximo de r, então |f'(x,)| pode ser pequeno e, assim sendo, a reta tangente 
T, será aproximadamente horizontal. Então x,, o intercepto x de 7T,, pode es- 
tar mais distante de r do que x,. Veja a Figura 3, onde ocorre essa situação. 

Na ilustração a seguir mostramos como aplicar o método de Newton a uma 
equação cuja solução nós conhecemos. 





FIGURA 4 
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b ILUSTRAÇÃO 1 Vamos usar o método de Newton para obter a raiz positiva 
da equação x? = 9, começando com a primeira aproximação de 4. Escrevemos 
a equação como. x? — 9 = 0 e expressamos 





fo)=22-9 
fo) = 2x 
De (1), obtemos 
e 
o e) 
A DR e (2) 





2X 


Agora, aplicamos (2) com valores de n e valores correspondentes de x, para cal- 
cular, com uma calculadora, x,,,. Começamos com x, = 4. 


n 


x) .— 9 x? —.9 
A =X — ——— XX =X, — ——————— 
€ 2X 2X, 
l6 — 9 - | | (3;125) — 
8 fes 2(3,125) 
= 3,125 = 3,0025 
x) — 9 xe — 9 
X4,=X,— —— — — x =x —-—[ — 
2X, 2X4 
(3,0025): — 9 (3,0000)? — 9 
= 3,0025 — ""—>— = 3,0000 —- ++ — + 
2(3,0025) 2(3,0000) 
= 3,0000 = 3,0000 


Certamente, todas as aproximações sucessivas serão 3,0000. Assim, a raiz posi- 
tiva da equação x? — 9 = 0 será 3,0000, até a quarta casa decimal. < 


Observe que se x, for uma solução de fl) = 0,/(x,) = 0. Assim, de (1), 





cf) 
RR 
=X, —O 


= Xy 


Consegientemente, todas as aproximações são iguais a x,. Note que essa situa 
ção ocorre na Ilustração 1, onde todas as aproximações após e incluindo x, têm 
o mesmo valor com quatro casas decimais. 

Observe também de (1) que x,,, = x, implica f(x,) = O. Assim sendo, po- 
demos concluir que se duas aproximações sucessivas forem i iguais, temos então 
uma aproximação para um zero de f. 

Se, contudo, sua escolha inicial de x, não for suficientemente próxima do ze- 
ro desejado, é possível que você obtenha aproximações para um outro zero. 
Veja a Figura 4 para um esboço do gráfico de uma função onde isso pode acon- 
tecer. Note que a escolha indicada de x, próximo do zero r desejado resulta su- 
cessivas aproximações x», X;, X, ... perto de um outro zero s. Assim, quando 
for aplicar o método de Newton, você deverá primeiro fazer um rápido esboço 
do gráfico da função para obter sua aproximação inicial. Consulte o gráfico, 
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enquanto prossegue, para se assegurar de que você está obtendo as aproxima- 
ções sucessivas do zero que desejava. 

Em suma, quando você for aplicar o método de Newton para resolver uma 
equação da forma f(x) = 0, faça o seguinte: 





1. Escolha adequadamente a primeira aproximação x,. Um esboço rápido do 
gráfico de f irá ajudá-lo a obter uma escolha razoável. 

2. Com o valor de x, na fórmula (1), obtenha uma segunda aproximação E 
Então, use x, em (1) a fim de obter uma terceira aproximação x;, e assim 

por diante, até que X,,, = X, com a precisão desejada. 





EXEMPLO 1 Use o método de Newton para encontrar a raiz real da equação 
x —-2x—-2=0 

com quatro casas decimais. 

Solução Seja f0) = x? — 2x — 2: assim f' (x) = 3x? — 2. Então, de (1), 

temos 


xn? — 2x, — 2 
3x,” — 2 | 6) 


Para obter um esboço do gráfico de f, colocamos os pontos (— 2, — 6), (— 1, — 1), 
(0, —2), (1, —3), e (2, 2). Há extremos relativos de f quando f(x) = 0, isto 
é, quando x = t+ 6. O gráfico aparece como na Figura 5. Como o gráfico 
intercepta o eixo x num único ponto, existe somente uma raiz real da equação 
dada. Como f(1) = —3 e f(2) = 2, essa raiz está entre 1 e 2. Uma escolha ade- 
quada para nossa primeira aproximação é x, = 1,5. A Tabela 1 mostra as 
aproximações sucessivas calculadas de (3) com esse x,. Queremos que a raiz se- 
ja precisa até a quarta casa decimal; assim sendo, usamos cinco casas decimais 
nos nossos cálculos. Como x, e x, são iguais (até cinco casas decimais), arre- 
dondamos esse número para quatro casas decimais, obtendo 1,7693 como sen- 
do a raiz procurada. 


Xn+1 = Xy — 








FIGURA 5 
Tabela 1 
x — 2x, — 2 
n xs Xe — 2x, — 2 3x — 2 2 ix 
n n 3x, “2 n+ 

1 1,50000 — 1,62500 4,75000 — 0,34211 1,84211 
2 1,84211 0,56674 8,18011 0,06928 1,77283 
3 1,77283 0,02621 7,42878 0,00353 1,76930 
4 1,76930 0,00006 7,39127 0,00001 1,76929 
5 1,76929 — 0,00002 7,39116 0,00000 1,76929 
EXEMPLO 2 Use o método de Newton para encontrar, com três casas deci- 


mais, a coordenada x do ponto de intersecção no primeiro quadrante da reta 
) = 9xeacurvay = senx. 


Solução A Figura 6 mostra a reta e a curva. Queremos encontrar o valor 
positivo de x para o qual 





sen|x = 3X 


FIGURA 6 3senjx — x =0 


Exercícios 4.10 281 


Seja 

f(x) = 3senx — x 

fix)=3cosx—1 
Da fórmula (1), 





6 SC 
n+1 n f(x,) 
3senx. — 
O pa io (4) 


3cosx,—1 


Pela Figura 6, parece que uma escolha razoável para x, é 2. Calculamos as 
aproximações sucessivas pela fórmula (4); elas estão na Tabela 2. Os cálculos 
foram feitos com quatro casas decimais. Observe que x, e x, são iguais a 
2,2789. Dessa forma, o valor positivo de x para o qual sen x = 5x, com três 


casas decimais, é 2,279. 


Tabela 2 
n Ka 3senx, — x, 3cosx,-1 Bd Xi 
3cosx, — 1 
oa 2,0000 0,7279 — 2,2484 — 0,3237 2,3237 
; 2 2,3237 — 0,1346 —3,0513 0,0441 2,2796 
3 2,2796 — 0,0022 — 2,9528 0,0007 2,2789 
4 2,2789 — 0,000] — 2,9512 0,0000 2,2789 


Existem teoremas que estabelecem condições para a aplicação do método de 
Newton, bem como teoremas relativos à sua precisão. Tais teoremas podem ser 
encontrados em textos de análise numérica. 


EXERCÍCIOS 4.10 


Nos Exercicios de 1 a 4, use o método de Newiun para encontrar 
a raiz real da equação dada com quatro casas decimais. 


1. x2)—-4x? 2=0 2. 6x2 +9x + 1=0 
3. x —-x+1=0 dx +x—-1=0 


Nos Exercícios de 5 até 10, use o método de Newton para encon- 
trar o valor aproximado da raiz.indicada com erro menor do que 
“um milésimo. 


5. x*—-4x—8=0;a raiz positiva 

6. x*-2x+7=0; a raiz negativa 

7. x*— 10x + 5 = 0; a menor raiz positiva 

8. x*— 10x + 5 = 0; a maior raiz positiva 

9.2x*- 2x +x?+3x—-4=0;a raiz negativa 
10. xt +x*-3x?—- x—4=0;a raiz positiva 


Nos Exercícios de 11 a 14, use o método de Newton para encon- 
trar o radical dado com cinco casas decimais corretas. 

11. 3, resolvendo a equação x? — 3 = 0 

12. 10, resolvendo a equação x? — 10 = O 


+ 


13. 3/6, resolvendo a equação x? — 6 


0 
14. 3/7, resolvendo a equação * — 7 =0 


Nos Exercícios de 15 a 18, use o método de Newton para encon- 
trar, com quatro casas decimais, a coordenada x do ponto de 
intersecção no primeiro quadrante dos gráficos das duas equações. 


15. y=x;y=cosx 
17. y=x?;y=sen x 


16. y=ix;y=sen x 
18. y=x?;y=cosx 


19. Equações da forma tg x + ax = 0, onde a é um inteiro, sur- 
gem em problemas de condução de calor. As raizes positivas 
da equação em ordem crescente são q,, Q,, &3, ... Sea = 1, 
ache a, e q, com quatro casas decimais. 

20. Siga as instruções do Exercício 19, sea = -2. 

Nos Exercícios 21 e 22, obtenha uma aproximação de n com cinco 

casas decimais, usando o método de Newton para resolver a equa- 

ção dada. 


21l.tgx = 0 22. cosx + 1=0 
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EXERCÍCIOS DE REVISÃO DO CAPÍTULO 4 


Nos Exercícios de 1 a 12, ache os extremos absolutos da função 
dada no intervalo indicado, se houver algum, e ache os valores 
de x nos quais os extremos absolutos ocorrem. Faça um esboço 
do gráfico da função no intervalo. 

É. fo)=V5+x;[—5, +00) 

2. fo)=V9—-x2;(—3,3) 

3. fO)=5x* —3x*; [— 1,2] 

4. fo)=x*— 12x? 4 36; [—2,6] 

5. fo)=|9 — x?) [—2,3] 


6. 10) = [0,4] 


7. Sl) = x* — 12x? + 36; [0,5] 

2x+3 se-I<xx<l 
e so= sel<x<?2 
9. f(x) = 2sen3x; [— dx, dn] 
11. fl) =tg 4x; [— dm, bn] 


| [—2,2] 


10. f(x) = 4 cos? 2x; [0, 37] 
12. f(x) = cosec 3x; [0, 4x] 


Nos Exercícios de 13 a 32, faça um esboço do gráfico da função 
* fdada, determinando primeiro o seguinte: os extremos relativos 
de f; os pontos de inflexão do gráfico de f: os intervalos nos quais 
f é crescente e aqueles onde f é decrescente; onde o gráfico é côn- 
cavo para cima e onde é côncavo para baixo; a inclinação das 
tangentes inflexionais, as assíntotas horizontal, vertical e oblí- 
qua, se existirem. 














13. flo)=x*+3x? — 4 14. fo)=x*+2x] +x—5S 
15. f(x) = (x — 4x + 2)? 16. fo) =(x— Dx — 3). 
17. fo) =(x— 4913 —3 I8. fo)=(xX 42342 0 
19. ft) = E DT Rã 
Sto) 3x2 + 1 bd 
5x2. | 
21. (= 22. fo)==— : 
2 +49 
23. fl) = — 24: TIS - 
“JA-x sex<il no JX-=3x sex<2 
ss) = (0 sel<x 26 fi) (5 se2<x 


27. f)=(x- IB 4I1o 28. fl) = (x + 28 
29. =X DAI? 30. ft)=x25 — x? 
31. f(x) =sen2x — cos2x; xe [—3m, én] | 
32. fo)=x— tgx; xe(—3n,in) 


Nos Exercícios 33 e 34, verifique se as três condições da hipótese 
do teorema de Rolle estão satisfeitas pela função dada no inter- 
valo indicado. Então, ache um valor adequado de c que satisfa- 
ça a conclusão do teorema de Rolle. Faça um esboço do gráfico 
de f no intervalo e use-o para dar a interpretação geométrica desse 
teorema. 


33. fo)=x)—- x? -4x+4;[-2,1] 
34. f(x) = 2 sen3x; [0, 4x] 


Valores Extremos das Funções, Técnicas de Construção de Gráficos e a Diferencial 


“Nos Exercícios 35 e 36, verifique se as hipóteses do teorema do 


valor médio estão satisfeitas para a função dada no intervalo in- 
dicado. Então, ache um valor adequado de c que satisfaça as con- 
clusões do teorema do valor médio. Faça um esboço do gráfico 
de f no intervalo e utilize-o para dar a interpretação geométrica 
desse teorema. 


35. fo)=V3—-x;[-6, —1] 


37. (a) Se f for uma função polinomial e f(a), f(b), f' (a) e f'(b) 
forem nulos, prove que existem pelo menos dois números ' 
no intervalo aberto (a, b) que sejam raízes da equação f” (x) = 
= 0. (b) Mostre que a função definida pela equação f(x) = 
= (xº — 4) satisfaz a parte (a) para o intervalo aberto 
(— 2, 2). 

38. Se f for uma função definida por f(x) = |2x — 4| — 6, en- 
tão f(— 1) = 0e f(5) = 0. Mas f' não se anula nunca. Mos- 
tre por que o teorema de Rolle não é válido. 

39. Suponha que fe g sejam funções que satisfaçam as hipóte- 
ses do teorema do valor médio em [a, b]. Além disso, supo- 
nha que f(x) = g'(x) para todo x no intervalo aberto (a, b). 
Prove que f(x) — g(x) = f(a) — g(a) para todo x no inter- 
valo fechado [a, b). 

40. Se f for uma função poljnomial, mostre que entre duas raí- 
zes consecutivas da equação f(x) = O haverá no máximo uma 
raiz da equação f(x) = 0. 

41. Ache o valor máximo absoluto atingido pela função f se 
f0) = A sen kx + Bcos kx, onde 4, Be k são constantes 
positivas. 

42. Ache o ponto (ou pontos) de inflexão do gráfico da função 
definida por f(x) = x! e determine onde o gráfico é côn- 
cavo para cima e onde é côncavo para baixo. 

43. Ache o ponto (ou pontos) de inflexão do gráfico da função 
definida por 


2—- x? sex<0 
x? +2 se0O<x 


36. fo) = x*;[—2,2] 


seo =| 


e determine onde o gráfico é côncavo para cima e côncavo 
para baixo. 


44. Se f(x) = ax* + bx”, determine a e b de tal forma que o grá- 


fico de f tenha um ponto de inflexão em (2, 16). 

45. Se f(x) = axº + bx? + cx, determine a, be c de tal forma 
que o gráfico de f tenha um ponto de inflexão em (1, — 1) 
e que a inclinação da tangente inflexional seja —3. 

x+1 

46. Se f(Q) = EE 
de inflexão que são colineares. Faça um esboço do gráfico. 

47. Se f(x) = x|x|, mostre que o gráfico de f tem um ponto de 
inflexão na origem. 

48. Seja f(x) = x”, onde n é um inteiro positivo. Prove que o 
gráfico de f terá um ponto de inflexão na origem se e somen- 
te se n for um inteiro impar e n > 1. Além disso, mostre 
que se n for par, f terá um valor mínimo relativo em 0. 





» prove que o gráfico de f tem três pontos 


49. 


50. 


51. 


52. 


53. 


54 


55 


56. 
57. 


58. 


59. 


Exercícios de Revisão do Capítulo 4 


Se f(Q) = (x? + a?P, onde p é um número racional e p = 0, 
prove que se p < >, o gráfico de f terá dois pontos de 
inflexão ese p > +, o gráfico de f não terá pontos de in- 
flexão. 

Suponha que o gráfico de uma função tenha um ponto de 
inflexão em x = c. O que você pode concluir, se possível, 
sobre (a) a continuidade de f em c; (b) a continuidade de f” 
em c; (c) a continuidade de f” em c? 

Ache dois números não-negativos cuja soma seja 12 e tais 
que a soma de seus quadrados seja um mínimo absoluto. 
Ache dois números não-negativos cuja soma seja 12 e tais 
que seu produto seja um máximo absoluto. 

Mostre que entre todos os retângulos tendo um perímetro de 
36 cm, o quadrado com 9 cm de lado tem a maior área. 
Mostre que entre todos os retângulos tendo uma área de 
81 cm?, o quadrado com 9 cm de lado tem o menor pe- 
rímetro. 

Uma caixa aberta com uma base quadrada deve ter um vo- 
lume de 4.000 cm”. Ache as dimensões da caixa que possa ser 
fabricada com um mínimo de material. 

Resolva o Exercício 55, se a caixa for fechada. 

Resolva o Exercício 55, se a caixa aberta tiver um volume 
de k cm. 

Numa cidade com 11.000 habitantes, a taxa de crescimento 
de uma epidemia é diretamente proporcional ao produto dos 
números de pessoas infectadas e não-infectadas. Determine 
o número de pessoas infectadas quando a taxa de crescimen- 
to da epidemia for máxima. en 
Devido a várias restrições, o tamanho de determinada comu- 
nidade está limitado a 3.000 habitantés e a taxa de crescimento 
da população é diretamente proporcional ao produto do seu 


"* tamanho com diferença entre 3.000 e o seu tamanho. Deter- 


60. 


61. 


mine o tamanho da população para o qual a sua taxa de cres- 
cimento é máxima. 

Um fabricante propõe entregar a um vendedor 300 cadeiras 
a $90 cada e reduzir, no total do pedido, o preço por unida- 
de em $0,25 para cada cadeira acima de 300. Ache o mon- 
tante envolvido na maior transação possível entre o fabri- 
cante e o vendedor nessas circunstâncias. 

Duas cidades 4 e B devem receber seu suprimento de água 
de uma estação de tratamento situada à margem de um rio, 
com um curso em linha reta que está a 15 km de 4 ea 10 km 
de B. Se os pontos no rio mais próximos de 4 e B estão se- 
parados por 20 km e 4 e B estão do mesmo lado do rio, on- 
de a estação deveria estar situada, de modo que o mínimo 
de canos fossem empregados? . 


62. Um dos ângulos agudos de um triângulo deve ter * rade o 


63. 


lado oposto a esse ângulo deve ter 10 cm. Prove que de to- 
dos os triângulos que satisfazem esses requisitos, o que tem 
maior área é isósceles. (Sugestão: expresse a medida da área 
do triângulo em termos das funções trigonométricas de um 
dos outros ângulos agudos.) 

Em um armazém, mercadorias pesando 1.000 quilos são trans- 
portadas ao nível do chão, amarrando-se uma pesada corda 
em uma plataforma móvel, baixa, e puxaindo-a com um veí- 
culo motorizado. Se a corda forma um ângulo de 8 rad com 


65. 


67. 


68. 


69. 
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o plano do chão, então a força de magnitude F kg ao longo 
da corda é dada por: 


= 1.000 k 
k sen 6 + cos 6 


onde k é o coeficiente de atrito constante e O < k < 1. Se 
O < 6 < 5. Mostre que F é mínima, quando tg O = k.. 


. Uma lata fechada com um volume de 27 cm? deve ter a for- 


ma de um cilindro circular reto. Se a tampa e a base, ambas 
circulares, forem cortadas de pedaços quadrados de lata, ache 
o raio e a altura da lata, de forma que seja usado o mínimo 
de material em sua fabricação. Inclua o material desperdiça- 
do na tampa e na base. 

Se 100x unidades de uma determinada mercadoria forem de- 
mandadas sendo p o preço por unidade, x? + p”? = 36. 
Ache o rendimento total máximo absoluto. 

Sob um monopólio (veja Exercício 31 nos Exercícios 4.8), 
x unidades são demandadas diariamente sendo p o preço por 
unidade e x? + p = 320. Se o custo total da produção de 
x unidades for dado por C(x) = 20x, ache o lucro total diá-. 
rio máximo. | 

Uma fábrica sob competição perfeita (veja as instruções dos 
Exercícios 29 e 30 nos Exercícios 4.8) fabrica e vende rádios 
portáteis. A fábrica pode vender a um preço de $75 por rá- 
dio. Se x rádios forem fabricados a cada dia e C(x) for o custo 
total da produção diária, então C(x) = x? + 25x + 100. 
Quantos rádios devem ser fabricados a cada dia para que a 
fábrica obtenha um lucro total diário máximo? Qual será este 
lucro total diário máximo? 

Ache a distância mais curta entre o ponto P (0, 4) e o ponto 
na curva x? — y? = 16, e ache o ponto na curva mais pró- 
ximo de P. 

Duas partículas entram em movimento ao mesmo tempo. 
Uma move-se segundo uma reta horizontal e sua equação de 
movimento é x = t? — 2t, onde x cm é a distância orienta- 


da da partícula desde a origem em £s. À outra move-se ao 


70. 


71. 


72. 


“7a. 


longo de uma reta vertical que intercepta a reta horizontal 
na origem e sua equação de movimento é y = t? — 2, onde 
» cm é a distância orientada da partícula desde a origem em 
t s. Determine quando a distância orientada entre as partí- 
culas é mínima e suas velocidades naquele instante. 


Uma escada deverá passar por cima de um muro de 2?" m 


de altura e alcançar uma parede que está a 8m fa do 
muro. Ache o menor comprimento que a escada a ser usada 
pode ter. | 

Resolva o Exercício 70 se o muro tiver h m de altura e a pa- 
rede estiver a w m do muro. 

Uma tenda deve ter a forma de um cone. Ache a razão entre 
as medidas do raio e da altura da tenda com um dado volu- 
me que requer o mínimo de material. 

Uma grande placa de sinalização deve conter 50 mê? de letrei- 
ro. Se for deixada uma margem de 4 m na base e no topo 
e uma margem de 2 m nas laterais, ache as dimensões da me- 
nor placa que satisfaça essas especificações. 
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74. 


75. 


76. 


77. 


78. 


79. 


80. 


81. 


82. 


83. 


84. 


85. 


Ache o volume do maior cilindro circular reto que possa ser 
inscrito num cone circular reto com um raio de 4 cm e uma 
altura de 8 cm. 


Ache as dimensões do cone circular reto com menor volume .. 


que possa circunscrever um cilindro circular reto com r cm 
de raio e A cm de altura. 

Um pedaço de fio com 80 cm de comprimento deve ser do- 
brado para formar um retângulo. Ache as dimensões do re- 
tângulo com maior área possível. 

Um pedaço de fio com 20 cm deve ser cortado em dois e ca- 
da parte é dobrada, tomando a forma de um quadrado. Co- 
mo deve ser cortado o fio de modo que a área total dos qua- 
drados seja a menor possível? 

Se f(x) = x + sen x, prove que f não tem extremos relati- 
vos, mas que o gráfico de f possui retas tangentes horizon- 
tais. Faça um esboço do gráfico para x e [- 27, 27]. 
Para certa mercadoria de que x unidades são demanda- 
das semanalmente quando p é o preço de cada unidade, 
10%px = 10º — 2 - 10%x + 18 - 10x? — 6%, O custo 
médio de produção de cada unidade é dado por 

QU) = 55x — 24 + 11: 10)x-!ex > 100. Ache o núme- 
ro de unidades produzidas a cada semana e o preço de cada 
unidade para maximizar o lucro semanal. 

Sey = 2x — 3, (a)ache dye Ay parax = 2e Ax = 0,5. 
(b) Trace um esboço do gráfico e indique os segmentos de 
reta cujos comprimentos são dy e Ay. 

Se y = 80x — 16xº, ache a diferença Ay — dy se (a) 


x=2eAx=0l];(b)x =4eAx=-0O,2. 
Sex) + y) — 3x2 + 1 = 0, ache dy no ponto (1, 1) se 
dx = 0,1. , 


Use diferenciais para apoximar o volume de material neces- 
sário para fazer uma bola de borracha se o-raio da câmara 
interna é 2 cm e a espessura da borracha é 4 cm. 


Um recipiente na forma de um cubo com um volume de 
1.000 cm? deve ser fabricado com seis quadrados iguais de 
um material que custa 20 centavos por centímetro quadra- 
do. Com que precisão deve ser calculado o tamanho de cada 
quadrado, para que o custo total do material seja exatamen- 
te 85,009 

Se ts for o tempo para que um pêndulo complete sua volta, 
tendo ? cm de comprimento, então 47? = gt?, onde 


86. 


87. 


88. 


89. 


90. 
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g = 32,2. Qual será o efeito sobre o tempo, se for cometido 
um erro de 0,01 cm na medida do comprimento do pêndulo? 
A medida do raio de um cone circular reto é 4 vezes a me- 


dida da altura. Qual a exatidão com que a altura deverá ser 
medida se o erro no volume calculado não puder exceder 3 
por cento? 

(a) Se Atx) = 3|x] + 4|x —1|, prove que f tem um valor 
mínimo absoluto de 3. (b) Se g(x) = 4|x| + 3|x— 1|, prove 
que g tem um valor mínimo absoluto de 3. (c) Sea > 0 e 
b>0,eseh(x) = a|x| + b|x — 1|, prove que h tem um 
valor mínimo absoluto que é o menor dos dois números a e b. 
Se f0) = |x|º- |x — 1|?, onde a e b são números racio- 
nais, prove que f tem um valor máximo relativo de 

a b"/(a + b)ºto, 

Sejam fe g duas funções diferenciáveis em todo número no 
intervalo fechado [a, b]. Suponha, então, que fa) = g(a) 
e f(b) = 9(b). Prove que existe um número c no intervalo 
aberto (a, b), tal que f(c) = g'(c). (Sugestão: considere a 
função f — 9.) 

Trace um esboço do gráfico de uma função f no intervalo 
Fem cada caso: (a) Té o intervalo aberto (0, 2) e f é contínua 
em Z. Em 1, ftem um valor máximo relativo, mas f' (1) não 
existe. (b) Zé o intervalo fechado [0, 2). A função f tem um 
valor mínimo relativo em 1, mas o valor mínimo absoluto 
de f está em 0. (c) Té o intervalo aberto (0, 2), e f' tem um 
valor máximo relativo em 1. 


Os exercícios de 91 a 94 pertencem à Secção Suplementar 4.10. 


91 


92. 


93. 


94. 


- Use o método de Newton para determinar, com três casas 


decimais, a raiz positiva da equação 4% — 32 +2x — 5=0. 
Use o método de Newton para determinar, em três casas deci- 
mais, a raiz negativa da equação 3xº— 4º +36xX2+2x-8=0. 
Ache, com até quatro casas decimais, pelo método de New- 
ton, a coordenada x do ponto de intersecção da curva 
) = senxcomaretay = 2x — 3. 

Ache, com até quatro casas decimais, o valor de x no intervalo 
(&, 5) para o qual tg x = x, aplicando o método de 
Newton. 
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Antidiferenciação, a operação inversa da diferenciação, é tratada nas duas pri- | 
meiras secções deste capítulo, como preparação para seu uso na integração. Na —— 
Secção 5.3 usamos antidiferenciação para resolver equações diferenciais com 
variáveis separáveis, introduzindo aplicações ao movimento retilíneo. 
Definimos a área de uma região plana na Secção 5.4, como um novo tipo 
de limite, e na Secção 5.5, é apresentada a definição de uma integral definida 
em termos desse limite. As Secções 5.6 e 5.7 são dedicadas a teoremas que dão 
as propriedades das integrais definidas. Essas propriedades são usadas na Sec- 
ção 5.8 para provar os teoremas fundamentais do Cálculo que nos possibilitam 
avaliar a integral definida através do cálculo da antiderivada. Na Secção 5.9 |; 
aplicamos esse poderoso recurso para calcular áreas de regiões planas. 
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"Na última secção do capítulo discutimos métodos numéricos para determi- 
nar um valor aproximado de uma integral definida. Os cálculos exigidos nesses 
processos são feitos facilmente por meio de calculadoras programáveis e com- . 
putadores. 


b.1 ANTIDIFERENCIAÇÃO Você já está familiarizado com operações inversas. Adição e subtração, multi- 
plicação e divisão são operações inversas, bem como potenciação e radiciação. 
Nesta secção, vamos desenvolver a operação inversa da diferenciação chamada 
de antidiferenciação. Vamos começar introduzindo a antiderivada. 


5.1.1 DEFINIÇÃO | Uma função F será chamada de antiderivada de uma função f num intervalo 
I se F'(x) = f(x) para todo x em [T. 


Db ILUSTRAÇÃO 1 Se F for definida por 
Fl)=4x) +x2+5 
“então, F'(x) = 12x? + 2x. Assim, se f for a função definida por 
f(x) = 12x? + 2x 


logo, afirmamos que f é a derivada de F e que F é uma antiderivada de f. Se 
G for a função definida por 


G(x) = 4x) + x? — 17 


então, G também será uma antiderivada de f pois G'(x) = 12x”? + 2x. Na rea- 
lidade, toda função cujos valores funcionais são dados por 4xº + x? + C, on- 
de C é uma constante qualquer, é uma antiderivada de f. « 


Em geral, se uma função F for antiderivada de uma função f num intervalo 
Iesea função G for definida por | 


G(x) = F(x) + € 
onde € é uma constante arbitrária, então 
G'(x) = F'(x) 
= f(x) 
e G também será uma antiderivada de f no intervalo T. 
Passaremos, agora, a demonstrar que se F for qualquer antiderivada parti- 
cular de f num intervalo 1, então toda antideriváda de f em 1 será dada por 


F(x) + C€, onde € é uma constante arbitrária. Necessitaremos primeiro de um 
teorema preliminar. 


5.1.2 TEOREMA | Se feg forem duas funções, tais que f(x) = g'(x) para todo x no intervalo 
I, então haverá uma constante K, tal que 





JO) = 90) + K para todo x em 1 


Prova Seja hA a função definida em 7 por 


hlx) = f(x) — g6x) 


5.1.3 TEOREMA | 





5.1 Antidiferenciação | 287 | 


assim sendo, para todo x em T, 
ho) = "09 — g'(09) 
Mas, por hipótese, f(x) = g'(x) para todo x em T. Logo, 
h'(x) = O para todo x em 1 
Assim, o Teorema 4.3.3 aplica-se à função A e existe uma constante K, tal que 
h(x)= K : para todo x em 7 
Substituindo h(x) por f(x) — g(x), obtemos. 
fo)=9g(0)+K para todo x em 1 


e o teorema está provado. E 


O próximo teorema segue, imediatamente, do Teorema 5.1.2. 


ç Ra f or uma antiderivada p ticu ar. efému um intervalo 1, então toda antide 





Prova Suponha que G represente qualquer antiderivada de f em T; então 


G'(x) = f(x) para todo x em 1 (2) 


Como F é uma antiderivada particular de f em T, 
Fx) = f(x) para todo x em 1 (3) 
De (2) e (3), segue que o | 
G'(x) = Fx) para todo x em 7 | 
Logo, pelo Teorema 5.1.2, existe uma constante K, tal que 
G(x)=F(x)+K para todo x em 1 | 


Como G representa qualquer antiderivada de f em f, segue que toda antideriva- 
da de f pode ser obtida de F(x) + C, onde C é uma constante arbitrária. Assim, 
está provado o teorema. E 


Antidiferenciação é o processo de encontrar o conjunto de todas as antideri- 
vadas de uma dada função. O símbolo | denota a operação de antidiferencia- 


ção e escrevemos 


[fo dx = F(x) + C. | (4) 
onde 
F'(x) = f(x) 


dF()) = f(x) dx 6) 
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Leibniz introduziu a convenção de escrever a diferencial de uma função após 
o símbolo de antidiferenciação. A vantagem dessa notação ficará evidente quan- 
do calcularmos antiderivadas, mudando a variável na Secção 5.2. De (4) e (5) 
podemos escrever 


| d(FQ)) = FW) + C 


Essa fórmula será usada para obter fórmulas de antidiferenciação nas secções 
a seguir; ela estabelece que quando antidiferenciamos a diferencial de uma fun- 
ção, obtemos a própria função mais uma constante arbitrária. Assim, podemos 


considerar que o símbolo de antidiferenciação | significa a operação inversa da 


operação denotada por d para o cálculo da diferencial. 

Se fF(x) + C] for o conjunto de todas as funções cuja diferencial é f(x) dx, 
também será o conjunto de todas as funções cujas derivadas são f(x). Assim 
sendo, a antidiferenciação é considerada como a operação de encontrar o con- 
junto de todas as funções, tendo uma dada derivada. 

Como a antidiferenciação é a operação inversa da diferenciação, os teoremas 
sobre antidiferenciação podem ser obtidos dos teoremas sobre diferenciação. 
Assim sendo, os teoremas a seguir podem ser provados a partir dos teoremas 
correspondentes da diferenciação. 


5.1.4 TEOREMA | dx=x+C 


5.1.5 TEOREMA | af) dx = à | SC) dx 





onde a é uma constante. 
O Teorema 5.1.5 estabelece que para determinar uma antiderivada de uma 


constante vezes uma função, achamos primeiro uma antiderivada da função, 
multiplicando-a, em seguida, pela constante. 


5.1.6 TEOREMA | Se f e f, estão definidas no mesmo intervalo, então 


| LhC) + fl de = | 09 dx + | 09 dx 





O Teorema 5.1.6 estabelece que para determinar uma antiderivada da soma 
de duas funções, achamos primeiro a antiderivada de cada uma das funções 
separadamente e então, somamos os resultados, ficando subentendido que am- 
bas as funções estão definidas no mesmo intervalo. O Teorema 5.1.6 pode ser 
estendido a um número qualquer, finito, de funções. Combinando o Teorema 
5.1.6 com o Teorema 5.1.5, temos o teorema a seguir. 


5.1.7 TEOREMA | Se f, fp, ... » f, estão definidas no mesmo intervalo, 


| af) + of) +...+ flo] dx 


= [4109 dx + c [509 dx +... + c, [409 dx 


| onde cC,, CG, ... , €, São constantes. 
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5.1.8 TEOREMA | Se n for um número racional, 


' Er: 
| rede E 








b ILUSTRAÇÃO 2 Aplicando o Teorema 5.1.8 para valores específicos de n, 


temos 
fr ax=5 +c fr ax=E +c 
Jadx= [x? dx [ax dx= [is dx 
«A +C o 
-L +c E +c 
1 — 3,4/3 | | 
--Lc ax" + C ; 


A ilustração a seguir mostra como os Teoremas 5.1.4 até 5.1.8 são usados 
para antidiferenciar. 


D ILUSTRAÇÃO 3 
f(x + 5) dx = [3x dx + fs dx (pelo Teorema 5.1.6) 


= 3 fx dx + 5 [dx (pelo Teorema 5.1.5) 


2 
= (5 + c,) + 5(x + C;)) (pelos Teoremas 5.1.8 e 5.1.4) 


an 5x? + 5x + (3C, + 5C,) 


Como 3C, + SC, é uma constante arbitrária, ela pode ser denotada por C; as- 
sim, o resultado pode ser escrito como 


3x? + 8x +C 
Pode-se conferir a resposta calculando sua derivada. 


Dx +5x+C)=3x+5 «< 
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EXEMPLO 1 Calcule 
f(sx* — 8x) 49x) — 2x + 1 dx 
Solução 
fisxt — 8x) + 9x? — 2x + 7) dx 
=5 [xtdx—8 [x dx+9 [x dx—2 [xdx+7 [dx 


“3 x* ss na 
=5:——8.— — 2. +47 C 
5 5 8 q Fo 3 7 + x + 


= 0x 3x = x2. 4 7x 4 C 


EXEMPLO 2 Calcule 


[is (e + 2) ax 


Solução 
1 (1/2 -1 
Vx[x+— dx = [x (x + x”) dx 


= [per + x 13 dx 
x dl? 


E co 
2 2 


= 4x2 4 2x1? 4. C 


EXEMPLO 3 Calcule 
St? + 7 
| Ela 
Solução 
St? + 7 É 1 
[Elas | sat | di 
= [8 d+ [tt dt 
p3'3 | 1/3 
= (5) + '( 1 + C 
3 a 
=) +HU-3 3) +C 


21 


=: 5/3 
= 3 =nB + 
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Os teoremas para a antiderivada das funções seno e co-seno seguem imedia- 
tamente dos teoremas correspondentes para diferenciação. 


5.1.9 TEOREMA 





Prova D,(—-cos xt = —(—sen x) 
= sen x a 


5.1.10 TEOREMA 





Prova D,(sen x) = cos x E 
Os teoremas a seguir são conseqiiências dos teoremas para as derivadas das 
funções tangente, co-tangente, secante e co-secante. As demonstrações também 


são imediatas, obtidas com o cálculo da derivada do segundo membro das 
fórmulas. | 


5.1.11 TEOREMA 


9.1.12 TEOREMA 





5.1.13 TEOREMA 


5.1.14 TEOREMA 





EXEMPLO 4 Calcule 


IE sec xtgx — 5 cosec? x) dx 
Solução Aplicamos os Teoremas 5.1.13 e 5.1.12. 


Ig sec x tg x — 5 cosec? x) dx = 3 [sec xtg x dx — 5 [ cosec? x dx 
= 3secx — 5 —cotg x) + € 
=3secx+sScotgx+C 





As identidades trigonométricas são frequentemente usadas quando calcula- 
mos antiderivadas envolvendo funções trigonométricas. As oito identidades fun- 
damentais a seguir são cruciais: 






|.» senxcosecx = 1 * cosxsecx = 





Es sus - E E Treta 


tg x cotg X = 1 





co senxo o cos 
tg x = o x= A | 
“Po cosx sen x | | É 






cotg? x + 1. 





: sen?x + cos?x = 1 





tg?x + | = sec? x, 
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EXEMPLO 5 Calcule 
a 2 
| 2cotgx — 3sen X 1x 
sen x 


Solução 


es 2 
| 2cotgx — 3 sen X x 


sen x 
2 
2 | ' cotg x dx — 3 | La 
sen x sen x 


2 | cosec x cotg x dx — 3 | sen x dx 





2(— cosec x) — 3(—- cos x) + € (dos Teoremas 5.1.14 e 5.1.9) 
—2 cosecx + 3cosx + € 


EXEMPLO 6 Calcule 

| (tg? x + cotg? x + 4) dx 
Solução 

| (tg? x + cotg? x + 4) dx 


= | [(sec? x — 1) + (cosec? x — 1) + 4] dx 


| sec? x dx + | cosec? x dx + 2 | de 


= tgx — cotgx + 2x + €C (dos Teoremas 5.1.11 e 5.1.12) 





Frequentemente, em aplicações envolvendo antidiferenciação, desejamos en- 
contrar uma antiderivada específica que satisfaça determinadas condições cha- 
madas inicial ou lateral, conforme elas ocorrem no ponto inicial ou para os pon- 


tos extremos do intervalo de definição da variável.* Por exemplo, se uma equação 


envolvendo “e for dada, bem como a condição inicial de que y = y, quando 


x = x, então depois que o conjunto de todas as antiderivadas for encontra- 
do, se x e y forem substituídos por x, e ),, iremos determinar um valor especi- 
fico da constante arbitrária C. Com esse valor de €, uma determinada antideri- 
vada é obtida. 


b ILUSTRAÇÃO 4 Suponha que desejemos encontrar uma determinada função 
Y(x) satisfazendo a equação 
| o 

FS 
(ou seja, uma antiderivada da função f(x) = 2x) 
e a condição inicial de que y = 6 quando x = 2. Da fórmula 


2x 


y = [2x dx temos y=x?+4C€ (6) 


* N. do T.: As condições iniciais são também conhecidas como condições de Cauchy, e as condi- 
ções laterais como condições de contorno, de fronteira ou de extremos. 
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Em (6), substituímos x por 2 e y por 6, obtendo 


6=4+C 
C=2 


Quando esse valor de C é substituído em (6), obtemos 





y=x]+2 
que dá a antiderivada desejada. «4 
EXEMPLO Em qualquer ponto (x, y) de uma determinada curva, a reta tan- 


gente tem uma inclinação igual a 4x — 5. Se a curva contém o ponto (3, 7), 
ache sua equação. 


Solução Como a inclinação da reta tangente a uma curva em qualquer ponto 
(x, y) é o valor da derivada nesse ponto, temos 


dy 
FA cid 
y= [(4x— 5) dx 
x? 
v=4(5)-sm+c 
2 z 
y=2x —- 5x+C (7) 


A Equação (7) representa uma família de curvas. Como queremos determinar 
uma certa curva dessa família que contenha o ponto (3, 7), substituímos x por 
3 ey por 7 em (7), obtendo 


1=U9)—S3)+C 
7=18-15+0C 
C=4 
Substituindo € por 4 em (7), iremos obter a equação da curva pedida, que é 


y=2xº—5x+4 





Na Secção 3.4 introduzimos as funções custo marginal e rendimento margi- 
nal, da economia. Elas são as derivadas primeiras, C' e R' da função custo 
total Ce da função rendimento total R, respectivamente. Assim, Ce R podem 
ser obtidas de C' e R* por antidiferenciação. Ao determinarmos a função C 
de C”, a constante arbitrária pode ser avaliada se conhecermos o custo geral 
(isto é, o custo quando nenhuma unidade é produzida) ou o custo da produção 
de um número específico de unidades da mercadoria. Como em geral é verdade 
que a função rendimento total é zero quando o número de unidades produzidas 
é zero, esse fato pode ser usado para avaliar a constante arbitrária quando de- 
terminamos a função R de R”. 
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EXEMPLO 8 A função custo marginal C” é dada por 
C(x)=4x —8 


quando C(x) é o custo total da produção de x unidades. Se o custo da produção 
de 5 unidades for $20, ache a função custo total. 


Solução Como C'(x) = 4x — 8 
Co) = Il (4x — 8) dx 
= 2x? — 8x + k 
Como C(5) = 20, obtemos k = 10. Logo, 
Cs = Brario 


Observe que como o custo marginal deve ser não-negativo, 4x — 8 200u, 
de modo equivalente, x > 2. Portanto, o domínio de C é [2, + co); lembre-se 
que embora x represente o número de unidades de uma mercadoria, supomos 


que x seja um número real para dar os requisitos de continuidade para as fun- 


ções Ce C”. 











EXERCÍCIOS 5.1 





Nos Exercícios de 1 a 36, faça a antidiferenciação. Nos Exerci- 273 — 1 
ciosde 1a 8, de 15a 18ede 31 a 34, verifique o resultado, calcu- 28. E dt 29, [Fe sen t — 2 cos t) di 
lando a derivada de sua resposta. | E des 
30. IG cosx — 4sen x) dx 31. | —S— dx 
1 cos” x 
1. [o dx 2. [2x dx 3. | = dx 
x cos x 
3 32. | Re dx 
4. | dt 5, f Su312 du 6. Í 10 3/x? dx 
t 33. fa cosec'x cotg x + 2 sec? x) dx 


É 3 
8. [5a 9. [6 std 
ir J 
11. É (4x3 + x?) dx 
13. vVQy? — 3)dy 
15. [g-2+ t?) dt 


7. | pe dx 
10. j 7x? x dx 
12. Í (Jus — 243) du 
14. j x5 — x2) dx 
16. Í (4x3 — 3x? + 6x — 1) dx 
17. J (8x* + 4x? — 6x? — 4x + 5) dx 
18. [(2+ 3x? — 8xº) dx 19. [Vx(x + 1) dx 
20. ) (ax2 + bx + c) dx 21. Í (02 — x) dx 


a. | (Va) n. [(a+a+5)d 


l 2? +4x—4 
a | (3-a+a)as 35, | Eat az 


dx 
y+2y—1 


26. E Ri 27. | (3 +) dx 


34. 
35. 


36. 


37. 


38. 


39. 


fg cosec? t — S secttg 1) dt 
fe cotg? 0 —3 tg? 6) do 
Ato 0 — 2 
E 4 cos 6, 
cos 0 

O ponto (3, 2) está numa curva e em qualquer ponto (x, )) 
sobre a curva a inclinação da reta tangente é iguala 2x — 3. 
Ache uma equação da curva. 


A inclinação da reta tangente num ponto qualquer (x, y) de 
uma curva é 3,/x. Se o ponto (9, 4) está na curva, ache um 
equação para ela. 


Os pontos (— 1, 3)e (0,2) estão numa curva e em qualquer 





ponto (x, y) da curva = 2 — 4x. Ache uma equa- 


dx” 


n oi d? dy' 

ção da curva. (Sugestão: faça - Ep é 
dx dx 

uma equação envolvendo y”, x e uma constante arbitrária 

C,. Dessa equação, obtenha uma outra envolvendo y, x, €, 


e C,. Usando as condições, calcule C, e C5.) 








e obtenha 


40. 


41. 


42. 


43. 


45. 


47. 


5.2" Algumas Técnicas de Antidiferenciação 


Uma equação da reta tangente à curva no ponto (1, 3) é 
d?y 

dx? | 
= 6x, ache uma equação da curva. Veja a sugestão para o 





) = x + 2. Se em qualquer ponto (x, y) da curva 


- Exercício 39. 


2 





Em qualquer ponto (x, y) de uma curva, =1-x 


dx? 
e uma equação da reta tangente à curva no ponto (1, 1) é 
» = 2 — x. Ache uma equação da curva. Veja a sugestão 


dada no Exercício 39. 
3 


Em qualquer ponto (x, y) de uma curva, E =) 
x 


e (1, 3) é um ponto de inflexão no qual a inclinação da tan- 
gente de inflexão é — 2. Ache uma equação da curva. 

A função custo marginal é dada por C'(x) = 3x2 + 8x + 4, 
e o custo geral é $6. Ache a função custo total. 


- Uma empresa determinou que a função custo marginal 


para a produção de certa mercadoria é dada por C'(x) = 
= 125 + 10x + 4x?, onde C(x) é o custo total da pro- 

dução de x unidades da mercadoria. Se o custo geral for de 
$ 250, qual será o custo da produção de 15 unidades? 

A função custo marginal é definida por C' (x) = 6x, onde 
C(x) é o número de centenas de unidades monetárias no custo 
total de x centenas de unidades de certa mercadoria. Se o custo 
de 200 unidades for $ 2000, ache (a) a função custo total e 
(b) o custo geral. 


« À função rendimento marginal para uma certa mercadoria 


é R'(x) = 12 — 3x. Se x unidades forem demandadas quan- 
do p unidades monetárias for o preço unitário, ache (a) a fun- 


'ção rendimento total e (b) uma equação envolvendo p e x 


(a equação de demanda). 
Para um determinado artigo, a função rendimento marginal 


. é dada por R'(x) = 15 — 4x. Se x unidades forem deman- 


dadas quando p unidades monetárias for o preço por unida- 
de, ache (a) a função rendimento total e (b) uma equação 
envolvendo p e x (a equação de demanda). 


« À eficiência de um operário é dada por uma porcentagem. 


Por exemplo, se a eficiência do trabalhador num dado inter- 
valo de tempo for de 70%, então ele está trabalhando com 
70% de todo o seu potencial. Suponha que EY seja a sua 
eficiência t horas após começar a trabalhar e que a taxa se- 


" gundo a qual E está variando é (35 — 8)%, a cada hora. 


49. 


50. 
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Se a eficiência após 3 h de trabalho for de 81%, ache a sua 
eficiência após trabalhar (a) 4h e (b) 8 h. 

O volume de água num tanque é V mº quando a profundi- 
dade da água é h m. Se a taxa de variação de V em relação 
a hfor x(4hº? + 12h + 9), ache o volume de água no tan- 
que quando a profundidade for de 3 m. 

Um colecionador de arte comprou uma pintura por $ 1.000 de 
um artista cujos trabalhos aumentam de valor em relação ao 


tempo, de acordo com a fórmula Ea = 5432 + 10t+ 50, 


onde V é o valor estimado de uma pintura t anos após sua 
compra. Se essa fórmula for válida pelos próximos 6 anos, 


' Qual o valor previsto para a pintura daqui a quatro anos? 


51. 


52. 


53. 


54. 


Seja f(x) = 1 para todo x em (— 1, 1) e seja 
= —|I se —l<x<o0 
cd l se 0<x<1l 
Então f'(x) = 0 para todo xem (— 1, 1) e g'(x) = 0, onde 


quer que exista g' em (— 1, 1). Mas, f(x) = g(x) + K para 
x em (— 1, 1). Por que o Teorema 5.1.2 não é válido? 


Seja 
- f-1l se x<o 
f(x) = O se x=0 
| se O<x 


e F(x) = |x|. Mostre que F' (x) = f(x) sex = 0. Fé uma 
antiderivada de fem (— co, +00)? Explique. 


Seja f(x) = |x| e F definida por 
—lx? se x<0 
Fo)=+ ? 
63) | dx? se 0x x 


Mostre que F é uma antiderivada de fem (— co, + c0). 
Seja 


Uba = O se x<0 
doi 1 se 0<x 


Mostre que U não tem uma antiderivada em (— oo, + 0). 
(Sugestão: suponha que U tenha uma antiderivada F em 
(— o, + co) e uma contradição será obtida se mostrarmos, 
então, que pelo teorema do valor médio existe um número 
k, tal que F(x) =x + ksex> 0eF(x) = ksex < 0.) 


E 





b.2 ALGUMAS TÉCNICAS DE Muitas antiderivadas não podem ser encontradas diretamente com a aplicação 
ANTIDIFERENCIAÇÃO dos teoremas da Secção 5.1. E então, faz-se necessário aprender certas técnicas 
que podem ser usadas no cálculo de tais antiderivadas. Nesta secção discutire- 
mos técnicas que requerem a regra da cadeia para a antidiferenciação e aquelas 
que envolvem uma mudança de variável. 


D ILUSTRAÇÃO 1 


Para diferenciar +5(1 + .x?)'º aplicamos a regra da cadeia 


para a diferenciação e obtemos 


SML + 3)] = (14 x(2%) 
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Suponha que desejamos antidiferenciar (1 + x)(2x). Então, precisamos cal- 


cular 

f (1 + x) (2x dx) | | (1) 
Para chegarmos a um procedimento que possa ser usado em tal situação, seja 

gx) =1+x? g(x) dx = 2x dx (2) 
Então, (1) pode ser escrito como 

[Lao PTg'09 dx] (3) 
Do Teorema 5.1.8, 

fu du=gu!º + C (4) 


Observe que (3) é da mesma forma que o primeiro membro de (4). Assim, 
| Lot) oito dx] = bs[969]!º + 

e com g(x) e g'(x) dx dados em (2), temos 
f (1 + xx dx) = (1 + x2)1º + C « 
A justificativa do procedimento usado para obter o resultado da Ilustração 


1 é dada pelo teorema a seguir, que é análogo à regra da cadeia para diferencia- 
ção, sendo chamado de regra da cadeia para antidiferenciação. 





5.2.1 TEOREMA 





Seja g uma função diferenciável e seja o intervalo 7 a imagem de g. Suponha 
que f seja uma função definida em 7 e que F seja uma antiderivada de fem 7. 
Então, 7 


| FOCO! (O) dx] = F(969)) + C 






para a 
Antidiferenciação 





Prova Por hipótese, 
F(g0)) = f(g(x)) (5) 
Pela regra da cadeia para diferenciação, 
DAH g0)] = F(g6)lg9'09)] 
Substituindo (5) nessa equação, obtemos 
DAF(g90)] = Hab )DLg'6)] 
Da qual segue que 
| Sg6NLo'6o dx] = F(g(9)) + € 
que é o que queríamos provar. E 


Como um caso particular do Teorema 5.2.1, a partir do Teorema 5.1.8, te- 
mos a fórmula da potência generalizada para antiderivadas, que enunciaremos 
a seguir. 


5.2.2 TEOREMA | Se g for uma função diferenciável ese n for um número racional, 










ficar ay = BEL co nani 


5.2 Algumas Técnicas de Antidiferenciação "297 


EXEMPLO 1 Calcule 


[V3x+4 dx 
Solução Para aplicar o Teorema 5.2.2, escrevemos primeiro 
[3x +4 dx = f(x + 4912 dx 
Observamos que, se 
g(x) = 3x + 4 então g(x) dx = 3 dx | (6) 


Logo, precisamos de um fator de 3 que acompanhe dx para dar g'(x) dx. Assim 
sendo, escrevemos 


[6x+ pr dx = Í (3x + 4)!/24(3 dx) 
o a (3x + 9/23 dx) 
Do Teorema 5.2.2, com g(x) e g'(x) dx dados por (6), temos 
1 (3x + 412 
3x+)Bdy)=>'———— + C 
3 fi 3 3 
=HU3x+ 42 +C 


EXEMPLO 2 Ache 
Í x!(5 + 2x3) dx 


Solução Observe que, se 
g(x) = 5 + 2x* então g'(x) dx = 6x? dx | (7) 
Como 


) XAS + 2x) dx = ) (5 + V(x? dx) 


precisamos de um fator 6 que acompanhe x? dx para obter g'(x) dx. Assim, 
escrevemos 


[es + 2 dx = af (5 + 2x3)8(6x2 dx) 
Aplicando o Teorema 5.2.2 com g(x) e g'(x) dx dado em (7), obtemos 


1 (5 + 2x)? 


] 
: | (5 + 26x? dx) = 2 e 
Er 


(5 + 2x) + C' 


A regra da cadeia para a antidiferenciação (Teorema 5.2.1) é 


[ge g'69 dx] = Fígoo) + € 


onde F é uma antiderivada de f. Se nessa fórmula f for a função co-seno, então 
F será a função seno e teremos 


| cos(g6) 909 dx] = sen(g09) + | 8 


Vamos usar essa fórmula no próximo exemplo. 
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EXEMPLO 3. Calcule 
/ x cos x? dx 


Solução Se 
g(x) = x? então g(x) dx = 2x dx (9) 


Como 
fx cos x? dx = fícos x?)(x dx) 


precisamos de um fator de 2 acompanhando x dx para obter g'(x) dx. Assim, 
escrevemos 


É xcosx2 dx =1 f (cos x2)(2x dx) 
Aplicando (8) com g(x) e 9'(x) dx dados por (9), iremos obter 


4 [(cos x?(2x dx) = 4 sen x? + C 


Os detalhes das soluções dos Exemplos 1, 2 e 3 podem ser simplificados, não 
estabelecendo especificamente g(x) e g' (x) dx. A solução do Exemplo 1, então, 
toma a seguinte forma: 


[ 3x + 4 dx = ; | (3x + 923 dx) 


1 Ox + apt 
Er 


3 


2 
=300x +42 4 C 


too 


A solução do Exemplo 2 pode ser obtida por 
l 
fas + 2x) dx = 5 AI + 2º (6x? dx) 


5 Dx*)? 
RA ba, 


=34(5+2x))º + € 
e a solução do Exemplo 3 pode ser simplificada da seguinte forma: 
fx cos x? dx = 1 fícos x (2x dx) 


=isenx? + € 


EXEMPLO 4 Calcule 


4x? dx 
(1 — 8x3)? 
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Solução Como d(1l — 8x?) = — 24x? dx, escrevemos 


4x? dx 


ru [a — 8402 dg) 


I -4 
= (=>) K — 8x) (— 24x? dx) 


| (1- 8x)" 
6 PS É 
a Ec 
“ABA — 8x) 


Os resultados de cada um dos exemplos acima podem ser verificados através 
do cálculo da derivada da resposta. 


D ILUSTRAÇÃO 2 No Exemplo 2 tínhamos 


[es + 2 dx = (5 +20 + C 
Verificando por diferenciação, obtemos 
DIA(S + 2x))º] = &: AS + 2xº))5(6x?) 
= xH5 + 2xº « 


Algumas vezes é possível calcular uma antiderivada após efetuarmos a mu- 
dança de uma variável, conforme mostra o exemplo a seguir. 


“EXEMPLO 5 Calcule 
/ x 1 +xdx 
Solução Seja 
u=l+x du = dx x=u—l 


Temos 


fe VI + xdx = fa — D2u!!? du 
= [qu — Zu + Dul'? du 
= ustz du — 2 fu? du + fuiíz du 
u7!? us po 
dc: oie Aro a 
2 2 2 
I++ ++ +C 


> ILUSTRAÇÃO 3 Um método alternativo para a solução do Exemplo 5 é tomar 


v=vV1I+x v2=1+x 


x=v2—1 dx = 2v dv 
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O cálculo, então, é feito da seguinte forma: 
Ea Vl +xdx= fo — Dº-v-(20 dv) 
=2 [usdo—4 futdo+2 fo? do 
=! ty +23 + C 
=(1+)"-SI+2+H1+x)2+C 
Verificando por diferenciação, obtemos 


DAS + x)? SO + 2 +30 + x)2] 
=(1+72 21 +92 4 (1 + 5)! 
= (1 +) + x)? — 21 + x) + 19 
=(1+x!2[1+2x+x])-2-2x+1] 


=xV1+x «4 





EXEMPLO 6 Calcule 
E 
X 


Solução Seja 





u=/x dis mio 


Logo, 


| nat = 2 sen/x EE àx) 


= 2 f sen u du 





—Qcosu+€C 
—2 cos/x + C 








EXEMPLO 7 Calcule 


[senxyi — cos x dx 


Solução Seja 

u=1|-—cosx du = sen x dx 
Assim, 

[senxi — cos x dx = fui du 


= 402 + C 
=S(I-cosx)”!2 + C 
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- EXEMPLO 8 Calcule | tg x sec? x dx por dois métodos: (a) seja u = tg x; 
(b) seja v = sec x; (c) Explique a diferença nas respostas de (a) e de (b). 
Solução 

(a) Seu = tg x, então du = sec? x dx. Temos 


fig x sec? xdx= fu du 


u? 
ni Ro 


=itgx + C 


(b) Se v = sec x, então dv = sec x tg x dx. Assim, 


fts x sec? x dx = [sec x(sec x tg x dx) 


(c) Como sec? x = 1 + tg? x, as funções definidas por + tg? x e 5 sec? x dife- 
rem por uma constante e, assim sendo, cada uma serve como antiderivada de 
tg x sec? x. Além disso, podemos escrever 


a selx+C=Htgx+D+C 
+t2x+5+C 


+tgx+ K ondeK=5+C 


- EXEMPLO 9 Um ferimento está cicatrizando de tal forma que tí dias a partir 
de segunda-feira, a área da ferida decresce a uma taxa de — 3(t + 2)? cm? por 
dia. Se na terça-feira a área do ferimento fora 2 cm, (a) qual teria sido a sua 
área na segunda-feira e (b) qual a área prevista na sexta-feira, se o ferimento 
continuar a cicatrizar na mesma taxa? | 


Solução Seja 4 cm? a área do ferimento £ dias desde segunda-feira. Então, 
dA 
— =-—-Ht+2)? 
x (t + 2) 


Á = -3 [(t +22 dt 
Como d(t + 2) = dt, obtemos 


Pia 


A=-—3 E 


+ € 


A=—— +C€ | | (10) 
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Como na terça-feira a área do ferimento foi 2 cm?, sabemos que quando t = 1 
então 4 = 2. Substituindo esses valores em (10), obtemos 


2=1+4C 


C=1 
Logo, de (10), 
3 
ER | 8! 
+ (11) 


(a) Na giga t = O. Seja 4, o valor de 4 quando £t = 0. De (11), 
Aç=3+1 


Nin 


Assim, na segunda-feira, a área do ferimento era 2,5 cm?. 
(b) Na sexta-feira, t = 4. Seja 4, o valor de A quando t = 4. De (11), 


As=2+1 


Mota 


Logo, na sexta-feira a área prevista do ferimento será de 1,5 cm?, 











EXERCÍCIOS 5.2 


Nos Exercícios de 1 a 52, efetue a antidiferenciação. 4 sen x dx 


1. 
3. 
5. 
7. 


9, 


Ii. 
13. 


15. 


17. 


19. 
21. 
23. 
25. 
27. 


Ji —4y ay 
[4/6—2x ax 
[x/22—9 dx 
f xx? — 1)19 dx 


] 5x3/(9 — 4x2)? dx 


= y ia 
(1 — 29% 


je — 4x + 4)*3 dx 


JESE + 2 dx 


2r dr 
(1 —r)' 


J (3 — 2x x? dx 
) cos 40 dê 
[6x sen x? dx 
| sec? 5x dx 


|» cosec 3y2 cotg 3y? dy 


2. 


4 
6. 
8 


12. 
14. 


16. 


18. 


20. 


À 3/3x — 4 dx 


| | 
 JNSr+ dr a | Ji+ +55 n || a A 


[3x4 — x? dx 33. |? senx*/Í + cos x dx 34. [sen 2x./2 — cos 2x dx 


29. | f cos x(2 + sen. x) dx 30. a 











à ) x(2x? + 1)º dx 35. E cos? t sen t dt 36. ) sen? 8 cos 8 dg 
é EPE 
xdx 37. [tg 2x + ctg dx 38. | ca a 
(x? + 1)º vsenix 
cos 3x sec? 34/t 
s ds 39. | ————— dx 40. | dt 
FPF |—2 3 t 
BrT pesa vi 
x x) dx 
4. fas 41. E 
fx di Vx*+3x2+1 
tdi 42. [xx + 14-20 —xº dx 
Vt+3 
x(3x? + 1) dx 
43. |-———————— a ES, 1)? d 
[0 — 9" dx LES 1)? é ] dg 
(y+3)dy 
fo? + 3U/4x5 dx 45. a 46. fer + DS dr 


22. 
24. 
26. 
28. 


13 4 94 TP O 
| sen3x dx gp as | (is!) (Ela 
32 t t? 


É: cos 4t? dt 


xº> dx x* dx 


49. | = ——> 0] = 
| cosec? 26 dg á | (x? + 4)? V1— 2x? 


e sec? r* dr 51. f sen x sen(cos x) dx 52. | sec x tg x cos(sec x) dx 


53. 


54. 


55. 


56. 


57. 


58. 
59. 
60. 


61. 
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Calcule | (2x + 1) dx por dois métodos: (a) expandindo 


(2x + 1) pelo teorema do binômio; (b) tomando u = 2x + 
1. (c) Explique a diferença entre as respostas de (a) e (b). 


Calcule | x(x? + 2)? dx por dois métodos: (a) expandindo 


(x? + 2)? e multiplicando o resultado por x; (b) tomando 
u =x? + 2. (c) Explique a diferença entre as respostas de 


(a) e (b). 
(Vx — 1) 
x 


Calcule | dx por dois métodos: (a) expan- 


“dindo (x — 1)? e multiplicando o resultado por x —!2; (b) 


tomando u = /x — 1. (c) Explique a diferença entre as res- 
postas de (a) e (b). 


| x — 1 x? dx por dois métodos: (a) tomando u = 
Jx-1. 


2 sen x cos x dx por três métodos: (a) tomando 


Calcule 
= x — 1; (b) tomando v = 
Calcule 


u= sen x; (b) tomando u = cos x; (c) usando a identidade 
2senxcos x = sen 2x. (d) Explique a diferença entre as res- 
postas de (a), (b) e (c). 


Calcule | cosec” x cotg x dx por dois métodos: (a) tomando 


u = cotg x; (b) tomando v = cosec x. (c) Explique a diferen- 
ça entre as respostas de (a) e (b). 

A função custo marginal para um determinado artigo é da- 
da por C'(x) = 35x + 4)-!?2, Se o custo geral for $ 10, 
ache a função custo total. 

Para uma certa mercadoria, a função custo marginal é dada 
por C'(x) = 32x + 4. Seo custo geral for zero, determine 
a função custo total. 

Se x unidades forem demandadas quando p for o preço uni- 
tário, ache uma equação envolvendo p e x (a equação de de- 
manda) de uma mercadoria para a qual a função rendimento 
marginal é dada por R'(x) = 4 + 10(x + 5)"2. 


62. 


63. 


64. 
65. 


66. 


67. 


68. 
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A função rendimento marginal para uma certa mercadoria 
é dada por R'(x) = ab(x + b)-? — c. Ache (a) a função 
rendimento total e (b) uma equação envolvendo p e x (a equa- 
ção de demanda), onde x unidades são demandadas quando 
p unidades monetárias for o preço unitário. 


Se q coulombs for a carga de eletricidade recebida por um 


condensador de um circuito elétrico de i ampéres em ts, en- 
dg Sei = 5sen60teq = 0 quando t = > ache 
dt 


a carga positiva máxima no condensador. 


tão | = 


Faça o Exercício 63 sei = 4cos 120te q = O quando t = 0. 


O custo de certa peça de maquinaria é $ 700 e seu valor é de- 
preciado com o tempo, de acordo com a fórmula Es = 
= —500 (t + 1)7?, onde V é seu valor t anos após a com- 


pra. Qual o valor da peça três anos após sua compra? 


O volume de um balão cresce de acordo com a fórmula . 
av 
dt 
V = 33 quando t = 3, ache (a) uma fórmula para V em ter- 

mos de t; (b) o volume do balão em 8 s. 


=V/t+1+ Ea onde V cmº é o seu volume em ts. Se 
3 


Durante os primeiros 10 dias de dezembro, a célula de uma 
planta cresceu de tal forma que t dias após o 1º de dezembro 
o volume da célula estava crescendo a uma taxa de (12 — 1)? 
um” por dia. Se em 3 de dezembro o volume da célula era 
de 3 um”, qual seria o volume esperado no dia 8 de de- 
zembro? 


O volume de água em um tanque é V m* quando a profun- 
didade é hA m. Se a taxa de variação de V em relação a h for . 


dada por Gra a(2h + 3), ache o volume de água no 


dh 
tanque quando a profundidade for 3 m. 


5.3 EQUAÇÕES DIFERENCIAIS Uma equação contendo derivadas é chamada de equação diferencial. Alguns 


E MOVIMENTO RETILÍNEO 
dy 
E = 2X 
dy 2x 
dx 3y? 
d?y 
Do 4x +3 


exemplos simples de equações diferenciais são 


(1) 


(2) 


3) 


A ordem de uma equação diferencial é a ordem da derivada de maior ordem 
que aparece na equação. Logo, (1) e (2) são equações diferenciais de primeira 
ordem e (3) é de segunda ordem. O tipo mais simples de equação diferencial 
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é a equação de primeira ordem da forma 


2 = fo) 
da qual (1) é um exemplo. Escrevendo-a com diferenciais, temos 
dy = f(x) dx (4) 
Outro tipo de equação diferencial de primeira ordem é da forma 
dy 96) 
dx  h(y) 


À equação (2) é um exemplo desse tipo. Se essa equação for escrita com dife- 
renciais, temos 
h(y) dy = g(x) dx (5) 


Em ambos (4) e (5), o primeiro membro envolve somente a variável y, enquan- 

to que o segundo membro, somente a variável x. Assim, as variáveis estão sepa- 

radas e dizemos que elas são equações diferenciais com variáveis separáveis. 
Considere a equação (4), que é 


dy = f(x) dx 


Para resolver essa equação, precisamos encontrar todas as funções G para as 
quais y = G(x), tais que a equação esteja satisfeita. Assim, se F for uma anti- 
derivada de f, todas as funções G serão definidas por G(x) = F(x) + C, onde 
C é uma constante arbitrária. Isto é, se 

dG(x)) = d(F(x) + C) 

= f(x) dx 

então, o que-chamamos de solução completa de (4) é dada por 

y=F(x)+C 


Essa equação representa uma família de funções dependendo de uma cons- 
tante arbitrária C, sendo chamada de família dependente de um parâmetro. Os 
gráficos dessas funções formam uma família de curvas no plano dependente 
de um parâmetro e, por um ponto (x,, y,) qualquer do plano, passa uma úni- 
ca curva da familia. | 


b ILUSTRAÇÃO 1 Queremos encontrar uma solução completa da equação di- 
ferencial 


Separamos as variáveis, escrevendo a equação com diferenciais como 
dy = 2x dx 


- Antidiferenciamos ambos os lados da equação e obtemos 


fay = [2x dx 


y+C,=x]+0C, 


FIGURA 1 
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909090 


7 


NA 


piOns 
E e 


5.3 Equações Diferenciais e Movimento Retilíneo 305 


Como C, — C, é uma constante arbitrária se C, e €, forem arbitrárias, pode- 
mos substituir C, — €, por €, obtendo então 


y=x]+0C | | (7) 
que é a solução completa da equação diferencial (6). 

A equação (7) representa uma família de funções dependentes de um parãá- 
metro. A Figura 1 mostra esboços dos gráficos das funções correspondentes a 
C=-4,C=-1,C=0,C=1eC=2. «4 

Consideremos (5), que é 

h(y) dy = g(x) dx | 
Se antiderivarmos ambos os membros da equação, escreveremos 


ho) dy = [gt dx 


Se H for uma antiderivada de A, e G for uma antiderivada de q, a solução com- 
pleta de (5) será dada por 


H(y) = G(x) + € 


EXEMPLO 1 Ache a solução completa da equação diferencial 


dy 2x? 
dx 3yº 
Solução Se escrevermos a equação dada com diferenciais, teremos 


3y* dy = 2x” dx 


e as variáveis estarão separadas. Antidiferenciando ambos os membros da equa-. 
ção, obtemos 


[ay dy = [2x dx 


3 0 O 
4 3-1 
9y* = 8x* + € 


que é a solução completa. 
Primeiro, a constante arbitrária foi escrita como C/12; assim, multiplicando 
ambos os membros da equação por 12, a constante arbitrária torna-se €. 


Na ilustração a seguir mostramos como obter uma solução para uma equa- 
ção diferencial de primeira ordem, quando as condições iniciais são dadas. 


> ILUSTRAÇÃO 2 Para encontrar a solução da equação diferencial (6), satis- 
fazendo a condição inicial de que y = 6 quando x = 2, substituímos esses valo- 
res em (7) e resolvemos em €, obtendo 6 = 4 + CouC = 2. Substuindo esse 
valor de €C em (7), obtemos 

p= RAE 


que é a solução desejada. | <q 
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A equação (3) é exemplo de um tipo particular de equação de segunda ordem 


d? 
Ta = fl) 


Duas antidiferenciações sucessivas são necessárias para resolvê-la, e duas cons- 
tantes arbitrárias ocorrem na solução completa. Assim sendo, a sua solução com- 
pleta representa uma família de funções dependente de dois parâmetros e seus 
gráficos formam uma família de curvas dependente de dois parâmetros no pla- 
no. Os exemplos a seguir mostram como obter a solução completa de uma equa- 
ção desse tipo. 





EXEMPLO 2. Ache a solução completa da equação diferencial 


dºy 


dx? = 4x + 3 
Solução Como 
cê RR 
dx? dx dx 
tomando y' = o podemos escrever a equação dada como 
dy 
— =4x+3 
dx é 


Assim, com diferenciais, temos 
dy = (4x + 3) dx 
Antidiferenciando, obtemos 


[dy = [(4x+3) dx 
y=2x]+3x+C, 


d Es Ee 
Como y' = a fazemos essa substituição na expressão acima resultando que 
x 


dy 
de 2 + 3x + 


dy = (2x? + 3x + Cj) dx 
[dy = [x +3x+ Cdx 


yp=$x)+53x2+C,x+C; 


que é a solução completa. 
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EXEMPLO 3 - Ache uma solução da equação diferencial do Exemplo 2 para 
a qual y = 2ey' = 3 quandox =il. 


Solução Como y' = 2x? + 3x + C,, substituímos y' por —-3 expor 1, 
obtendo -3 =2+3+ C,ouC, = -—8. Substituindo esse valor de €, na 
solução completa, obtemos 


p=2x)+5x? —-8x+C, 
Como y = 2 quando x = 1, substituímos esses valores na equação acima -ob- 


tendo 2 = 4+ 5-8 + C,, da qual temos que C, = £. A solução particular 
desejada é, então, 


yp=te +ixº —- 8x + E 


Vimos nas Secções 3.4 e 3.10 que se considerarmos o movimento de uma par- 
tícula ao longo de uma linha reta, quando é dada uma equação de movimento, 
s = f(t), então a velocidade e a aceleração instantâneas poderão ser determina- 
das pelas expressões: | 


ds Pe dv 


à AR — ARDE a pm 
dt dt 
Assim sendo, se nos for dado v ou a como uma função de t, bem como condi- 
ções laterais e/ou condições iniciais, é possível determinar a equação de movi- 
mento resolvendo uma equação diferencial. Esse procedimento está ilustrado 
no exemplo a seguir. | 


EXEMPLO 4 Uma partícula move-se ao longo de uma linha reta; em ts, 
“scm é a distância da partícula à origem, v cm/'s é a sua velocidade e a cm/s? 
é a sua aceleração. Se | 


n=2p=4. 


ev = 3es = 4quandot = l,expresse v e s como funções de t. 


Solução Como a = “e, temos a equação diferencial 
pl =21—1 
dv=(2t— Ddt 
fdv= fer - 1) dt 
v=t-t1+C, (8) 
Substituindo v = 3 et = 1 em (8), temos 
ge l=14C; 
C,=3 


Substituindo esse valor de C, em (8), obtemos 


v=t-t+3 
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que expressa v como uma função de t. Agora, tomando v = E nessa equação, 


temos 
ds x 
dt 


ds=(t"—-t+3)dt 
fás= [++ 3d 


fe = [53 


s=12 42 4+3+C, (9) 
Substituímos em (9) s = 4e t = 1, obtendo 
4=5-1434C, 
C; = E 


Assim, substituindo C, por 5 em (9) expressamos s como uma função de t: 


s=1"P 12 43% +17 


EXEMPLO 5 Uma partícula move-se sobre uma linha reta onde v cm/s é a 
velocidade da partícula em ts e 


V = cos 2nt 


Se a direção positiva estiver à direita da origem e a partícula estiver a 5 cm à 
direita da origem, no início do movimento, ache a posição + s depois. 


Solução Seja s cm a distância orientada da partícula a partir da origem 
| ds 
em ts. Como v = dr? 
ds 
— = cos 2nt 
dt 


ds = cos 2nt dt 


fas = fcos 2nt dt 


] 
S=— [cos 2nt(27 dt) 
27x 


l 
s=-—sen2nt + € 
2% 


Como s = 5 quando £t = 0, 


| 
S=—sen0+4C 
2% 


C=5 


Logo, a equação de movimento é 


1 
s=—sen2nt+ 5 
21 
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Seja s = s quando £t = +. Então, 


Assim, a partícula está a 5,14 cm à direita da origem, + s após o início do mo- 
vimento. 


Se um objeto se move livremente numa reta vertical e está sendo puxado em 
direção à terra pela força da gravidade, a aceleração devido à gravidade, deno- 
tada por g m/s”, varia com a distância do objeto ao centro da Terra. Entre- 
tanto, para pequenas variações da distância, a aceleração, devido à gravidade 
é quase constante e um valor aproximado de g, se o Guia estiver próximo ao 
nível do mar, será 10 m/s>. 


EXEMPLO 6 Uma pedra é atirada verticalmente para cima, partindo do so- 
lo, com uma velocidade inicial de 20 m/s. Se a única força considerada for aquela 
atribuída à aceleração devido à gravidade, ache (a) quanto tempo levará para 
a pedra atingir o chão (b) a velocidade com que a pedra atinge o chão e (c) qual 
a altura máxima atingida pela pedra. 


Solução O movimento da pedra está ilustrado na Figura 2. A direção posi- 
tiva é para cima. 

Seja £ s o tempo decorrido desde o lançamento da pedra, s m a distância per- 
corrida pela pedra em ts, v m/s a velocidade da pedra em tse |v| m/s a veloci- 
dade escalar da pedra em ts. | 

Quando a pedra atinge o chão, s = 0. Sejam te v os valores de t e v quando 

=0et x 0. A pedraestá em seu ponto mais alto quando v = 0. Seja s 
o valor de s quando v = 0. A Tabela 1 mostra as condições laterais. 

Como a única aceleração presente é a da gravidade, a qual é vertical e dirigida 
para baixo, a aceleração tem um valor constante que tomaremos como sendo 


de — 10 m/s”. Uma vez que a aceleração é dada por a temos 


dy 


= —1 
dt R 
dv = —10at 
| dy - -10 | dt 
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Mas v = 20 quando t = 0, substituindo esses valores na equação acima, iremos 
obter €C, = 20. Logo, 


v=-10+ 20 (10) 
ds 
C — OS 
omo v EE 
ds 
E 1O0t + 20 
ds = (-10t + 20) dt 


| ds | (— 10t + 20) dt 


s=-5S82+20t+C, 


Com s = 0 quando t = 0, então C, = 0; portanto, da equação acima resulta 


s= St + 20 (11) 


(a) Em (11) substituímos t por t e s por 0, obtendo 
O = —St(t — 4) 
donde concluímos que t = Oout = 4. O valor 0, contudo, ocorre quando a 


pedra é atirada para cima; assim sendo, a pedra leva 4s para chegar ao chão. 
(b) Para obter v usamos (10), substituindo t por 4 e v por v: 


v=-—-104) + 20 
= -20 
Assim, |v| = 20 e a pedra chega ao solo com uma velocidade escalar de 
20 m/s. 


(c) Para encontrar $ procuramos primeiro o valor de t para o qual v = 0. De (10), 
t = 2 quando v = 0. Substituindo em (11) t por 2 e s por s, obtemos 


S —5 " (4) + 2002) 
= 20 


Portanto, a pedra irá atingir 20 m de altura. 

















EXERCÍCIOS 5.3 
Nos Exercícios de 1 a 14, ache a solução completa da equação du Il +u? dy xVx)—3 
diferencial. 2. e PERSA E e E 
v u dx y 
d 
EO = dgias 26-33? 9, 47 see! x iii SS STO 
dx dx dx tg? » dv sen3u 
dy ds d2y Ay 
= 3x2 + 2x dg SNS as +to 12. G=2x—3 
dy dy Vx+x d?s Pu 
de T XY Ri RE 13. 5 =sen3t + cos % 14. = tgusec?o 


Exercícios 5.3 


Nos Exercícios de 15 a 20, ache a solução da equação diferencial 
dada, determinada pelas condições iniciais. 


dy 





15. —- =x? —-2x— 4; y= —6 quando x = 3 
dx 
dy 

16. = + (x + 2) y= —5 quando x = —3 
x 
dy cos 3x 

17. — = a — 1 = d 

E, dE) y=37 quando x =5% 


ds 
18. ag — COS dt; s = 3 quando t= in 





2 
19. diu 41 + 3v2;u = —-1e SU = —2 quando v = -1 
dv? dv 
dºy 3 ld | 
70. = =-Siy= e = - = 
PRE E dd fi E l quando x = 1 


Nos Exercícios de 21 a 32, uma partícula move-se ao longo de 
uma linha reta, em ts, s é a distância orientada da partícula até 
a origem, v m/s é a sua velocidade e a m/s” é a sua aceleração. 


(sugestão para os Exercícios de 29a32:a = DE de dE v EE h 


21.v = /2t + 4;s = 0 quando t = 0. Expresse s em termos de t. 


22.v = 4 —t;s = 0 quando t = 2. Expresse s em termos de t. 
23.0 =5 -2t; v = 2€es= 0Oquandot = õoO.Expresseves 
em termos de t. 
24.a = 17; v = 0es = O quando t = O. Expresse ve s em 
. termos de +. | 
25.a =t? + 2t;s = 1 quando t = 0€es = —3 quando 


t = 2. Expresse v e s em termos de t. 

26.0 =3t-—- tv = ses = | quando t = 1. Expresse ves 
em termos de t. | 

27.a = —-4/2 cos(2t — 57); v = 2es = 1 quando t = 0. Ex- 
presse v e s em termos de t. 

28.a = 18sen3t; v = —6es = 4 quando t = 0. Expresse v 
e s em termos de t. 

29. a = 800; v = 20 quando s = 1. Ache uma equação envol- 

vendo ves. 

a = 500; v = 10 quando s = 5. Ache uma equação envol- 

vendo ves. 

31.a = 5s+ 2;v = 4quandos 
vendo ves. 

32.a = 2s+ 1;v = 2 quandos 
vendo ves. 


30. 


2. Ache uma equação envol- 


1. Ache uma equação envol- 


Nos Exercícios de 33 a 40, a única força considerada é aquela 
decorrente da aceleração da gravidade, que tomaremos como sen- 
do 10 m/s2, vertical e dirigida para báixo. 


33. Uma pedra é atirada verticalmente para cima, partindo do 
solo, com uma velocidade inicial de 20 m/s. (a) Quanto tem- 
po irá decorrer até que a pedra retorne ao solo? (b) Com que 


34. 


35. 


36. 


37. 


38. 


39. 


40. 


41. 


42. 


43. 


44. 


45. 
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velocidade escalar ela atinge o solo? (c) Por quanto tempo 
a pedra continuará subindo? (d) Qual a altura máxima atin- 
gida pela pedra? 

Uma pedra é atirada para cima, partindo do solo, com uma 
velocidade inicial de 25 m/s. (a) Quanto tempo irá decorrer 
até que ela retorne ao solo? (b) Qual a velocidade escalar 
quando ela atinge o solo? 

Uma bola cai do topo do monumento a Washington que tem 
165 m de altura. (a) Quanto tempo irá decorrer até ela atin- 
gir o solo? (b) Qual a velocidade escalar quando-ela chegar | 
ao solo? 

Uma pedra é atirada verticalmente para cima, partindo do 
solo, com uma velocidade inicial de 15 m/s. (a) Por quanto 
tempo ela subirá? (b) Qual a altura máxima atingida pela 
pedra? - | 

Uma mulher derruba o seu binóculo estando num balão a 150 m 
do solo, que está subindo com uma velocidade de 10 m/s. 
(a) Quanto tempo irá decorrer até o binóculo atingir o solo 
e qual a velocidade escalar dele no momento do impacto? 
Uma bola é atirada de uma janela que está a 25 m do solo, 
com uma velocidade inicial de — 20 m/s. (a) Quando a bola 
atinge o solo? (b) Com que velocidade escalar ela irá atingir 
o solo? 

Uma bola é atirada verticalmente para cima, com uma velo- 
cidade inicial de 40 m/s, de um ponto a 20 m do solo. (a) Se 
v m/s for a velocidade da bola quando estiver a s m do pon- 
to inicial, expresse v em termos de s. (b) Qual a velocidade 
da bola quando ela estiver a 36 m do solo e ainda subindo? 
(Sugestão: veja a sugestão dada para os Exercícios de 29 a 
32.) 

Uma pedra é atirada verticalmente para cima, do telhado de 
uma casa com 20 m de altura, com uma velocidade inicial 
de 15 m/s. (a) Depois de quanto tempo ela atingirá a altura 
máxima e (b) qual será essa altura? (c) Quanto tempo irá de- 
correr até que a pedra na descida passe pelo telhado da casa 
e (d) qual a sua velocidade nesse instante? (e) Quanto tempo 
irá decorrer para que ela atinja o solo e (f) qual a sua veloci- 
dade então? 

Uma partícula move-se ao longo de uma linha reta de tal for- 
ma que se v cm/s for a velocidade da partícula em £s, então 
v = sen xt, onde a direção positiva é à direita da origem. 
Se a partícula estiver na origem no início do movimento, ache 
a sua posição + s depois. 

Se uma bola rola pelo chão com uma velocidade de 6 m/s 
e se a velocidade decresce a uma taxa de 1,8 m/s”, devido 
ao atrito, qual a distância percorrida pela bola? 

Se um motorista deseja que a velocidade escalar de seu carro 
aumente de 40 km/h para 100 km/h, enquanto percorre uma 
distância de 200 m, que aceleração constante ele deve manter? 
Que aceleração negativa constante irá possibilitar a um mo- 
torista diminuir a velocidade escalar de seu carro de 120 km/h 
para 60 km/h, enquanto percorre uma distância de 100 m? 
Um carro a 100 km/h é freiado e isto o leva a uma acelera- 
ção negativa constante de 8 m/s2. (a) Depois de quanto tem- 
po o carro irá parar? (b) Qual a distância percorrida até a 
parada? | 
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46. 


Uma bola começa a subir em um plano inclinado com uma 
velocidade inicial de 1,5 m/s. Se há uma aceleração para baixo 
de 1,2 m/s”, até onde a bola subirá no plano antes de co- 
meçar a descer? 


. Se os freios dão uma aceleração negativa constante ao carro 


de 8 m/s”, qual deverá ser a velocidade escalar máxima do 
carro, para que ele pare 25 m depois da freiada? 


«. Um bloco de gelo desliza por uma rampa com uma acelera- 


ção de 3m/s2. A rampa tem 36 m e leva 45 para o gelo atin- 
gir a base. (a) Qual a velocidade inicial do gelo? (b) Qual a 
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49. 


A equação x? = 4ay represénta uma família de parábolas 
a um parâmetro. Ache uma equação de uma outra família 
de curvas a um parâmetro, tal que em todo ponto (x, )) haja 
uma curva de cada família passando por ele e as retas tan- 
gentes às duas curvas nesse ponto sejam perpendiculares. (Su- 
gestão: mostre primeiro que a inclinação da reta tangente num 
ponto (x, y), que não está no eixo y, da família de parábolas 
dada é 2y/x.) 


. Resolva o Exercício 49, se a família a um parâmetro tiver 


a equação x) + y* = q”. 


velocidade escalar do gelo após percorrer 12 m da rampa? 
(c) Quanto tempo leva para o gelo percorrer 12 m? 








5.4 


AREA Você provavelmente já tenha uma idéia intuitiva do que entendemos por área 
de certas figuras geométricas. É a medida que, de alguma forma, indica o tama- 
nho da região encerrada pela figura. A área de um retângulo é o produto de 
seu comprimento pela largura e a área de um triângulo é a metade do produto 
do comprimento da base pela altura. 

A área de um polígono pode ser definida como a soma das áreas dos triângu- 
los nos quais ela pode ser decomposta e podemos provar que a área assim obti- 
da independe de como o polígono é decomposto em triângulos (veja a Figura 
1). Entretanto, como definir.a área de uma região plana se ela for limitada por 
uma curva? Nesta secção vamos dar a definição da área de tal região e na Sec- 
ção 5.5 ela será usada para motivar a definição de integral definida. 

O tratamento que vamos dar ao conceito de área envolve somas com muitas 
parcelas e para facilitar o seu cálculo vamos introduzir a notação chamada de 
somatória. Essa notação envolve o uso do símbolo >,, a letra sigma maiúscula 
do alfabeto grego. Alguns exemplos do uso de somatória são dados na ilustra- 
ção a seguir. 


FIGURA 1 


D ILUSTRAÇÃO 1 


Rd CV RS ci 


Du 


i=1 


D G+D=[4-D+2]+[H-0+2]+[3:0+2]+[3:-1+2]+[3:2+42] 
Sendas 
=["84243+...+nº 


Ra 


j=1 | 

SI 11411141 

= — NE E E EE Es «q 
Li GA a TE 


A seguir, vamos dar a definição formal de somatória. 


5.4.1 DEFINIÇÃO 


5.4.2 TEOREMA 


5.4.3 TEOREMA 
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n 


LFd=Fm+FEm+D+Fm+D+..+FA-1+ Fm) 





onde m e n são inteiros, em < n. 


O segundo membro da equação consiste em uma soma de (n — m + 1) ter- 
mos, O primeiro dos quais é obtido substituindo i por m em F(i), o segundo 
substituindo i por m + 1 em F(i) e assim por diante, até que o último termo 
seja obtido substituindo i por n em F(i). 

O número m é chamado de limite inferior da somatória, enquanto que n é 
chamado de limite superior. O símbolo i é chamado de índice da somatória. 
É um índice '“'mudo””; qualquer letra pode ser usada para o mesmo propósito. 
Por exemplo; 


5 , 
Dk =32442485? 
k=3 
é equivalente a 


5 
S2=32 442458 


Ú 
(ua 


> ILUSTRAÇÃO 2 Da Definição 5.4.1, 
j2 32 4º 52 6? 


, 6 
— 4 
Ra an IC] 

















Algumas vezes os termos de uma soma envolvem subscritos, conforme mos- 


“tra a próxima ilustração. 


D ILUSTRAÇÃO 3 


DA=SA+FA+HO+A, . 


i=t 


9 
> kb, — 4ba + 5bs + 6b6 + 1b, + 8Dg + 9bo 


5 f(x) Ax = f(x,) Ax + f(x) Ax + f(x3) Ax + f(xa) Ax + f(xs) Ax 4 
=1 


Os teoremas a seguir, envolvendo somatória, são úteis para o cálculo e podem 
ser facilmente provados. 





+c+...+c  (ntermos) 


c >, Fti), onde c é qualquer constante. 


= 
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Prova 


FeFD=eFM)+eFO+e FO+... te: Fon) 
= FD + F)+ FQ)+...+ F(n)] 


= > F(i) mn 


5.4.4 TEOREMA | D [F(i) + G(i)] = z F(i) + z Gti) 


= 1 





A demonstração será deixada como exercício (veja o Exercício 59). O Teore- 
ma 5.4.4 pode ser aplicado à soma de um número qualquer de funções. 
b+c 
5.4.5 TEOREMA )= 5 Fú-o 


i=qaq+c 


b-c 


>» Fúi+o 


i=a-c 





A demonstração do Teorema 5.4.5 será deixada como exercício (veja o Exer- 
cício 60). A ilustração a seguir mostra a aplicação desse teorema. 


PD ILUSTRAÇÃO 4 Da fórmula (1) do Teorema 5.4.5, 
10 12 11 12 
Sry=SFri-7) e Sr=Tq-py 
i=3 i=5 =6 

Da fórmula (2) do Teorema 5.4.5, 


10 8 
>» Fl)= > Fi+2) 
i=3 i=1 


67) 
“o 
I 
a 
E; 
+ 
A 
“ama” 
No 
À 


546 TEOREMA | DEF) FG DI = FO -FO So 





Prova 


i=1 


> [FO-F6-1]= 5 FO-5 FG-1) 


No segundo membro da fórmula acima escrevemos a primeira somatória de 


uma outra forma e aplicamos a expressão (2) do Teorema 5.4.5 com c = 1 à 
segunda somatória. Então, 


z [FD — F6— 1] = » Fi) + Ftn) E z. Fí(i+ 0-1) 
-T ro+Fm-T ro 


- F(i) + F(n) — (r0) + z rt) 


= F(n) — F(0) 
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EXEMPLO 1 Calcule 


(4' = 4'— E) 


4a 


NH 
fm 


Solução Do Teorema 5.4.6, onde F(i) = 4, segue que 


(4 -4-D)=4"-4º 
=4"—1 


Ds 


i=1 


No teorema a seguir, existem quatro fórmulas úteis ao cálculo com somató- 
ria. Elas estão numeradas para referências futuras. 


5.4.7 TEOREMA | Sen for:um inteiro positivo, então 


2-4 





(Fórmula 3) 





Prova Vamos demonstrar a Fórmula 1. 


Di=1+243+...+(n—-D4n 
t=1 


Li=ntn-D+0-D+...+241 


= 


Somando os primeiros membros de ambas, teremos 


e se os segundos membros forem somados termo a termo, cada um tendo o va- 
lor (n + 1), obteremos n termos. Assim, 


=(n+D+n+D+(n+D+...+(n+1) -ntermos 
=n(n+1) 


IN 
Ds 
| 


que é a Fórmula 1. Tanto a Fórmula 1, como as demais podem ser provadas 
por indução matemática. Vamos fazer a demonstração da Fórmula 2 por indu- 
ção matemática. A prova consiste em duas partes e uma conclusão. 
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Parte 1: Vamos primeiro verificar a Fórmula 2 para n = 1. Sen = 1, então 
o primeiro membro da Fórmula 2 será 


p= 


NA 


i=1 
e o segundo membro será 
A+ DQ+I 1:2:3 
6 6 
=: 


Desse modo, a Fórmula 2 é válida, quando n = 1. 


Parte 2: Vamos supor que a Fórmula 2 seja válida para n = k, onde k é um 
inteiro positivo; isto é, suponhamos 
k k(k + DQk+1 | 
pro Ttud+) 3) 
i=1 


Com essa hipótese, queremos provar que a fórmula também é válida quando 
n=k + 1,isto é, queremos provar 


Meto (+ DIG+ 1) + IDR + D+ 1] “4 
t=1 6 


Quando n = k + 1, temos 
k+ 


fere 


l 
P=2+24+324+...4+k+4(k+1) 
i=1 | 


k 
=5 2+(k+1) 
i=1 


Kk+ DQK+1) 


RETES (k + 1)? (aplicando (3)) 
ln Da 

6 
+ DIKQk + 1) + 6k + D] 

6 
K+DQK +7Mh+6) 
6 
K+Dk+DOK+3) 
E 6 
(+ DIG+ 1) + 12 + 1) + 1] 

6 


que é (4). 


Conclusão: Da parte 1, sabemos que a Fórmula 2 é válida para n = 1. Por ISSO, 
segue da parte 2 que ela é válida para n = 1 + 1, ou 2: como é válida para 
n = 2, é também válida para n = 2 + 1,ou 3; e assim por diante. Pelo princi- 
pio da indução matemática, a fórmula é válida para todos os valores inteiros 
positivos de n. [ai 





FIGURA 2 
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As demonstrações das Fórmulas 3 e 4 serão deixadas como exercício (veja 
os Exercícios de 53 a 58). 





EXEMPLO 2 Calcule 


> i(3i-2) 
= 
Solução 
SiGi-)=5 (2-2) 
i=1 i=1 


Re (31?) + 2 (21) (pelo Teorema 5.4.4) 


n R 


=3), "-25i | (pelo Teorema 5.4.3) 
1 i=1 


n(n + D(2n + 1) n(n + 1) 

| E 
6 2 

+3nen—-2n?-2n 

= ; 

yr on 

= 2 


=3 (pelas Fórmulas 2 e 1) 





Antes de discutir a área de uma região plana, queremos indicar por que a 
terminologia ''medida da área”' é usada. A palavra medida refere-se a um nú- 
mero (sem unidades incluídas). Por exemplo, se a área for 20 cm?, diremos que 
a medida da área em centímetros quadrados é 20. Quando a palavra medição 
for aplicada, devemos incluir as unidades. Assim, a medição da área de um triân- 
gulo é 20 cm?. 

Considere agora uma região R no plano, conforme mostra a Figura 2. A re- 
gião R é limitada pelo eixo dos x, pelas retas x = ae x = be pela curva tendo 
equação y = f(x), onde f é uma função continua no intervalo fechado [a, b). 
Para simplificar, vamos tomar f(x) > O para todo x em [a, b]. Queremos atri- 
buir à medida da área de R um número 4, usando um processo de limite seme- 
lhante ao usado para definir a área de um círculo: a área de um círculo é defi- 
nida como o limite das áreas dos polígonos regulares inscritos quando o núme- 
ro de lados cresce indefinidamente. Vemos intuitivamente que qualquer que se- 
ja o número escolhido para representar 4, esse número deverá ser, no mínimo, 
tão grande quanto a medida da área de qualquer região poligonal contida em 
R e não deverá ser maior do que a medida da área de qualquer região poligonal 
contendo R. 

Vamos definir primeiro uma região poligonal contida em R. Dividimos o iní 
tervalo fechado [a, b] em n subintervalos. Para simplificar, vamos tomar cada 
um desses subintervalos como tendo o mesmo comprimento, digamos, Ax. Lo- 
go, Ax = (b — a)/n. Vamos denotar os extremos desses subintervalos por xo, 
Xp Xp» so X-n Xp OndeX = 4,X =4 + AX,...,X = + IAX,..5,X 1 = 
=a+(n-— DAx,x, = b. Seja [x,., x] O i-ésimo subintervalo. Como f é 
contínua no intervalo fechado [a, b), ela é contínua em cada um dos subinter- 
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“valos. Pelo teorema do valor extremo, existe um número em cada subintervalo 


para o qual f tem um valor mínimo absoluto. No i-ésimo subintervalo, seja c; 
esse número, assim f(c;) será o valor mínimo absoluto de f no subintervalo 
[x; - +, x]. Considere n retângulos, cada um com um comprimento de Ax uni- 
dades e uma altura f(c,) unidades (veja a Figura 3). Sejam $, unidades quadra- 
das a soma das áreas desses n retângulos; então 


S, = f(c,)) Ax + f(c;)) Ax +... + (ci) Ax + ...+ f(c,) Ax 


ou, com somátoria, 
S=) fc) Ax Ro 
= 


A somatória do segundo membro de (5) dá a soma das medidas das áreas 
dos n retângulos inscritos. Assim, não importa como 4 seja definido, ele deve 
ser tal que | 


ADS, 





FIGURA 3 


Na Figura 3, a região sombreada tem uma área de S, unidades quadradas. 
Vamos fazer agora n crescer. Especificamente, multiplicamos n por 2; então, 
o número de retângulos vai dobrar, enquanto que o comprimento de cada re- 
tângulo será reduzido à metade. Isso está ilustrado na Figura 4, mostrando o 
dobro de retângulos da Figura 3. Comparando as duas figuras, vemos que 
a área sombreada na Figura 4 parece aproximar-se melhor da região R do que 
a da Figura 3. Assim, a soma das medidas das áreas dos retângulos na Figura 
4 está mais próxima do número que desejamos para representar a medida da 
área de R. | 

Enquanto n cresce, os valores de S, encontrados pela fórmula (5) aumentam, 
e valores sucessivos de S, diferem um do outro por quantidades que se tornam 
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6) % Xz no 


FIGURA 4 





arbitrariamente pequenas. Isto é provado em Cálculo Avançado por um teore- 
ma que afirma que se f for continua em [a, b), então quando n cresce indefini- 
damente, os valores de S, dados por (5) tendem a um limite. É esse limite que 
iremos tomar como a definição de medida da área da região R. 


5.4.8 DEFINIÇÃO | Suponha que a função f seja contínua no intevalo fechado [a, b] com f(x) > O 
- para todo x em [a, b] e seja R.a região limitada pela curva y = f(x), O eixo 
xeasretasx = ae x = b. Vamos dividir o intervalo [a, b] em n subintervalos, 
cada um com comprimento Ax = (b — a)/n e vamos denotar o i-ésimo subin- 
tervalo por [x,. ,, x]. Então se f(c)) for o valor funcional mínimo absoluto no 
i-ésimo subintervalo, a medida da área da região R será gana por 


dim E fc) Ax E | a 1. RR) 


A igualdade (6) significa que para todo e > O existe um número N > O tal que 
Se n for um inteiro positivo e se 


n > N então Aee <e 


t=1. 





Podíamos ter considerado retângulos circunscritos ao invés de retângulos ins- 
critos. Nesse caso, tomamos como medida das alturas dos retângulos o valor 
máximo absoluto de f em cada subintervalo. A existência desse valor máximo 
absoluto de f em cada subintervalo é garantida pelo teorema do valor extremo. 
As somas correspondentes das medidas das áreas dos retângulos circunscritos 
são, no mínimo, tão grandes quanto a medida da área da região R e pode ser 
mostrado que o limite dessas somas quando n cresce indefinidamente é exata- 
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Xi;— X; 


FIGURA 5 
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mente igual ao limite da soma das medidas das áreas dos retângulos inscritos. 
Prova-se isto também em Cálculo Avançado. Assim sendo, poderíamos definir 
a medida da área da região R por 


A= lim > f(d;) Ax (7) 
n> +00 i=1 
onde f(d) é o valor máximo absoluto de fem [X, 1, Xj. 


A medida da altura do retângulo no i-ésimo subintervalo realmente pode ser 
tomada como o valor funcional em qualquer número daquele subintervalo, e 
o limite da soma das medidas das áreas dos retângulos continua o mesmo, não 
importanto quais os números selecionados. Na Secção 5.5 estendemos a defini- 
ção de medida da área de uma região como o limite de tal soma. 





EXEMPLO 3 Ache a área da região limitada pela curva ) = x?, O eixo x e 
a reta x = 3, tomando retângulos inscritos. 


Solução A Figura 5 mostra a região o i-ésimo retângulo inscrito. Aplica- 
mos a Definição 5.4.8. Dividimos o intervalo fechado [0, 3] em n subinterva- 
los, cada um com comprimento Ax: x) = 0, x, = AX, X; = 2ÃX, ...; X, = 
= iAX,..oX,-1=(nN- DAx,x, = 3. 





fo) = x? 


Como fé crescente em [0, 3], o valor mínimo absoluto de f no i-ésimo subin- 
tervalo [x, |, x] é f(x, - |). Logo, de (6), 


A= lim > f(xi-1) Ax | (8) 
Como x,., = (i- DAxef() = 

flO-1) = [li — 1) Ax]º 
Logo, 


n 


px Hxi-1) Ax = DM (i — DHAx) 


Mas Ax = 3/n, assim, 


Ex Hoi) Ax = > (1 — ps 


— 


A 
Ea 23 i + 


=1 . i=1 i 


DM 


R 
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e usando as Fórmulas 2 e 1 e o Teorema 5.4.2, obtemos 


27 | n(n + D(Qn + 1) > ln + 1) 
Di D)a= ettimta 0401] 


6 7 
277 2n'+3n?+n-6nº — 6n + 6n 
“nº 6 
92nº-3n+1 
2 nº 


Então, de (8), 


9 2nº-3n+4 1 
A= dim [5 nº | 


9 3 1 
a E papi qi, 
2 tim (2 +) 


-2(2-0+0) 


| 


| 
E 


Assim, a área da região é 9 unidades quadradas. 








EXEMPLO 4 Ache a área da região no Exemplo 3, tomando retângulos cir- 
cunscritos. 
Solução Com retângulos circunscritos, a medida da altura do i-ésimo re- 


tângulo é o valor máximo absoluto de f no i-ésimo subintervalo [x,. ,, x;], que 


é f(x). De (7), 


A = lim ST f(x) Ax (9) 


no +oo i=1 


Como x, = iAx, então f(x) = (iIAx), e assim 


Rio hai PA) 


HDs 


aa 


j2 


“US ira 


DM 


lt 


i=1 


= E [t+ Mn 
6 


2n? +3n4 


nº 


I I 
Faso Ei 
o 


Logo, da igualdade (9), 


l 
A = lim (24540) 
nn 


Rae od 


= 9 (como no Exemplo 3) 
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EXEMPLO 5 Ache a área do trapézio limitado pelas retas x = le x = 3, pe- 
lo eixo x e pela reta 2x + y = 8. Tome retângulos inscritos. 


Solução A região e o i-ésimo retângulo inscrito estão na Figura 6. O inter- 
valo fechado [1, 3] é dividido em n subintervalos, cada um com comprimento 
Ax:X =1,x=1+ Ax,m=1+2A%,...,x=1+IAx,.sX.1=1+ 
+ (n — DAx, x, = 3. 





3-1 
AÀx = 
n 
A 
-n 
Resolvendo em y a equação da reta, obtemos y = —2x + 8. Logo, 
f(x) = —2x + 8 e como f é decrescente em [1, 3], o valor mínimo absoluto 
de f no i-ésimo subintervalo [x, . ,, x] é f(x). Como x, = | + iAx e f(x) = 
= —2x + 8, então fx) = —2M1 + iAx) + 8, isto é, f(x) = 6 — 2iAxX. 
De (6), 
A= lim 5 fx) Ax 


no +oo i=1 


| 


lim > (6 — 2i Ax) Ax 


n>+o i=i 


lim 5 [64x — 2i(A%2] 


n> +c i=1 


im É [()-2() | 


Do Teorema 5.4.2 e da Fórmula 1, 


A = lim na e 


| 
= 
5 
Eu 
8 
E = 
s | 
NA E 
fred, 
| 
es 
[As 
Ls 





n> + 00 n nº 2 
4 
= lim (3-5) 
n> + 00 hn 
= 8 


Assim, a área é 8 unidades quadradas. Usando a fórmula de Geometria Plana 
para a área do trapézio, 4 = =h(b, + b,), onde A, b, e b, são, respectiva- 
mente, o número de unidades nos comprimentos da altura e das duas bases, 
obtemos 4 = «2)6 + 2); isto é, 4 = 8, o que está de acordo com o resul- 
tado acima. 





SE E 
EXERCÍCIOS 5.4 


Nos Exercícios de 1 a 12, ache a soma dada. 


6 
1. 5 Gi-2) 


20 
2. 3 (5i+39) 
i=1 


jd 
ao) 
qu 
So 


3. 5 (+) 4 5 (i+ 1) Ss. D (1-1) 6. 2 (1º —1) 


|] 
tt 
[a 


Exercícios 5.4 











EN 8 6 2 
7. 
Li AU 
9 : 2 10 3 : 
Le, “GB l+? 
4 (— 1)8*1 3 k 
11. DO 12. mm 
A Rs 3 


Nos Exercícios de 13 a 20, calcule a soma indicada, usando os 
| Teoremas 5.4.2 até 5.4.7. 


20 
14. 5 3º +2) 


Is. 5 (= 21 6. à (105% — 10) 
k=1 i= 

17 Sd É 18 y (1 + i2 
a | Ed Sd) 

19. > 4ii — 2) 
iz=1 

20. px [37 k — 3) — (38! 4 3t- 52] 


Nos Exercícios de 21 a 36, use o método desta secção para cal- 
cular a drea da região dada; use retângulos inscritos ou circuns- 
critos, conforme indicado. Para cada exercício, faça uma figura 
mostrando a região e o i-ésimo retângulo. 


21. A região limitada por )y = x?, oeixo xearetax = 2; re- 
tângulos inscritos. 

22. A região do Exercício 21; retângulos circunscritos. 

23. A região limitada por y = 2x, oeixoxeasretasx = lex = 4; 
retângulos circunscritos. 

24. A região do Exercício 23; retângulos inscritos. 

25. A região acima do eixo x e à direita da reta x = 1, limitada 
pelo eixo x, aretax = leacurvay = 4 — x2; retângulos 
inscritos. 

26. A região do Exercício 25; retângulos circunscritos. 

27. A região à esquerda da reta x = 1, limitada pela curva e as 
retas do Exercício 25; retângulos circunscritos. 

28. A região do Exercício 27; retângulos inscritos. 

29. A região limitada por y = 3x*, pelo eixo x e pela reta x = 1; 
retângulos inscritos. 

30. A região do Exercício 29; retângulos circunscritos. 

31. A região limitada por y = xº, eixo xe as retas x = 
x = 2; retângulos inscritos. 

32. A região do Exercício 31; retângulos circunscritos. 

33. A região limitada por y = x* + x, o eixo xe as retas 
x = —2ex = 1; retângulos circunscritos. 

34. A região do Exercício 33; retângulos inscritos. 

35. A região limitada por y = mx, com m > 0, ceixo xe as 
retas x = qe x = b, comb > q > 0; retângulos circunscritos. 

36. A região do Exercício 35; retângulos inscritos. 

37. Use o método desta secção para encontrar a área de um tra- 
pézio isósceles cujas bases têm medidas b, e b, e cuja altura 
tem medida A. 


—le 
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38. O gráfico dey = 4 — |x|eoceixoxdex = —4atéx = 4 
formam um triângulo. Use o método desta secção para en- 
contrar sua área. 


Nos Exercícios de 39 a 44, ache a área da região, tomando como 
medida da altura do i-ésimo retângulo f(m,),onde m, é o ponto 
médio do i-ésimo subintervalo. (Sugestão: m, = (X; + X;- 1).) 


39. A região do Exemplo 3. 


40. A região do Exercício 21. 
41. A região do Exercício 23. 
42. A região do Exercício 25. 
43. A região do Exercício 27. 
44. A região do Exercício 29. 


Nos Exercicios de 45 a 52, uma função fe os números n, ae 
b são dados. Aproxime até quatro casas decimais a área da re- 
gião limitada pela curva y = f(x), ceixoxeasretasx = ae 
x = b fazendo o seguinte: divida o intervalo fa, b] em n subin- 
tervalos de A x unidades de igual comprimento e use uma calcu- 
ladora para determinar a soma das áreas de n retângulos inscri- 
tos ou circunscritos (como indicado), cada um com Ax unida- 
des de largura. 


45. SO) = +, a=1,b=3,n = 10, retângulos inscritos. 
"46. JO) = E! a=1,b=2,n = l2,retângulos circunscritos. 
47. f(x) = — a=1,b=3,n = 0, retângulos circunscritos. 
48. f(x) = > a=1,b=2,n = 12, retângulos inscritos. 
49. f(x) = senx,a = 37n,b = 27,n = 8, retângulos circunscritos. 


50. (x) = cosx,a = 0,b = >A, n = 6, retângulos inscritos. 
S1./0) = senx,a = 31,b = =m,n = 8, retângulos inscritos. 
52. F00) = 


53. Prove a Fórmula 2 do Teorema 5.4.7 sem indução ma- 
temática. (Sugestão: ?* —- (1-1) =3i2-3i+ 1;assim, 


cosx,a = 0,b = iz, n = 6, retângulos circunscritos. 


SE -G-)]=>Ggi-a3 + 1. No primeiro 


i= i=1 
membro dessa equação use o Teorema 5.4.6; no segundo 
membro, use os Teoremas 5.4.2,5.4.3€e5.4.4ea Fórmula 1.) 

54. Prove a Fórmula 3 do Teorema 5.4.7. 
(Sugestão: i? — (1 — 1D)* = 4º — 6? 
método similar ao do Exercício 53.) 

55. Prove a Fórmula 4 do Teorema 5.4.7. (Veja as sugestões pa- 
ra os Exercícios 53 e 54.) 

56. Prove a Fórmula 1 do Teorema 5.4.7 por indução mate- 
mática. 

57. Prove a Fórmula 3 do Teorema 5.4.7 por indução mate- 
mática. 

58. Prove a Fórmula 4 do Teorema 5.4.7 por indução mate- 
mática. 

59. Prove o Teorema 5.4.4. 

60. Prove o Teorema 5.4.5. 


+ 4i — 1, euse um 
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b.5b AINTEGRAL Na Secção 5.4, a medida da área de uma região foi definida como sendo o se- 
DEFINIDA  guinte limite: 


lim ) f(c;)) Ax (1) 


n> + iz 
Para chegarmos a essa definição, dividimos o intervalo fechado [a, b] em sub- 
intervalos de igual comprimento e então tomamos c, como sendo o ponto do 
i-ésimo subintervalo no qual f tem um valor mínimo absoluto. Também res- 
tringimos os valores funcionais a serem não-negativos em [a, b] e além disso 
exigimos que f fosse contínua em [a, b). 

O limite em (1) é um caso particular de um novo tipo de processo de limite 
que nos leva à definição de integral definida. Vamos discutir agora esse “'novo 
tipo de limite”. 

Seja fa função definida no intervalo fechado [a, b]. Vamos dividir esse inter- 
valo em n subintervalos, escolhendo qualquer dos (n — 1) pontos intermediá- 
rios entre aeb. Sejam x = a ex, = Dex, X, ..., X,- | OS pontos interme- 
diários, de tal forma que 


RE Mp a E q ARE 

Os pontos Xo, Xy, X2, -.., Xn - 1» X, Não são necessariamente equidistantes. Seja 

À, x o comprimento do primeiro subintervalo, de tal forma que A,x = x, — xy; 

seja A,x o comprimento do segundo subintervalo tal que A,x = x, — x;; e assim 

por diante, de forma que o comprimento do i-ésimo subintervalo seja A;x, e 
AX =X — X;-1 


Um conjunto de todos esses subintervalos do intervalo [a, b] é chamado uma 
partição do intervalo [a, b]. Seja A tal partição. A Figura 1 ilustra essa partição 


A de [a, b). 
E PES E E ES E E 
a=x, à ATE A Xn-1 X,=b 
FIGURA 1 


A partição A contém n subintervalos. Um deles é o maior; pode existir mais 
de um desses subintervalos. O comprimento do maior subintervalo da partição 
A, chamado norma da partição, é denotado por |A|. 

Vamos escolher um ponto em cada subintervalo da partição A: seja €, o 
ponto escolhido em [x,, x,] de tal forma que x, < &, < x,. Tomemos é, como 
o ponto escolhido em [x,, x], de tal forma que x, < & < x, e assim por dian- 

“te, de forma que E, seja o ponto escolhido em Ix,.,, XxX] e x, < E < x. 
Formamos, então, a soma 


He) Ax + HC) Ax +... + HE) Ax +... + HE) AX 


ou 
> 16) Am 


Tal soma é denominada soma de Riemann, assim chamada pelo matemático 
Georg Friedrich Bernhard Riemann (1826 - 1866). 

D ILUSTRAÇÃO 1 Suponha que f(x) = 10 — x?, com * < x < 3. Vamos 
achar a soma de Riemann para a função f em [4, 3] para a partição A: 
W=pn=Lm=14,%=&x=Wx=3)eb=1,B&=ãi!d, 
Es E 1%, ad Es = 24. 
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A Figura 2 mostra um esboço do gráfico de f em [H, 3] e os cinco retângulos 
cujas áreas são os termos da soma de Riemann. 


É NE) A = SE) Mpx + SE) Aax + NES) Max + SE) Mox + HES) Ass 

= SOM =D + AQUI 1) + AQUI 19) + OCH 1 + SONG — 28) 
= (ON) + (79) + (SN + (9 + CA) 

= 183 


A norma de À é o comprimento do maior subintervalo. Logo |A| = >. «4 


10; 


Como os valores funcionais f(x) não estão restritos aos valores não-negati- : 
vos, alguns dos f(6;) podem ser negativos. Em tal caso, a interpretação geo- 
métrica da soma de Riemann é a soma das medidas das áreas dos retângulos 
que estão acima do eixo x com os negativos das medidas das áreas dos retângu- 
los que estão abaixo do eixo x. Essa situação está ilustrada na Figura 3. Aqui 


10 
à SC) Ax = 4, + 42 — As — As — As + Aç+ A — Ag — Ao — Ay 


pois S(6), SE), S(6s), SCE), (69) e f(E 10) são números negativos. 








O| X%é&1 





X€2] Xs 
x, 83 


Vo 


ês 





FIGURA 2 
FIGURA 3 | 


Seja f uma função cujo domínio inclui o intervalo fechado [a, b]. Suponha que 


n 


exista um número L tal que! 3 HE) Ax — L possa ser tão pequeno quanto 
tJi=i 





desejarmos para todas as partições A que tenham normas suficientemente pe- 
quenas, e para qualquer É, no intervalo fechado [x, ,, x], i = 1,2,...,n. 
Neste caso, f é chamada de integrável em [a, b). 


5.5.1 DEFINIÇÃO | Seja fuma função cujo domínio inclui o intervalo fechado [a, b]. Então, f será 
integrável em (a, b] se existir um número L satisfazendo a seguinte condição: 
para todo e > 0, existe um ó > O tal que toda partição A para a qual |A]| 
< ô, com é, no intervalo fechado [x, .,, x], i = 1,2,..., n, temos 


LitAx-L|<e 2) 
Nessas condições, escrevemos 


lim DIE) Ax=L (3) 


láaj>0:=1 
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Essa definição estabelece que, para uma dada função f definida no intervalo 
fechado [a, b], podemos tornar os valores das somas de Riemann tão próximos 
de L quanto desejarmos, tomando as normas [A| de todas as partições A de 
[a, b] suficientemente pequenas para todas as escolhas possíveis dos números 
é; para Os quais x, , <&E <x, i=1,2,...,n. 

O processo de limite dado por (3) é diferente daquele que foi discutido no 
Capítulo 2. Na Definição 5.5.1, o número L em (3) existe se para todo «e > 0 
existir um ó > 0 tal que para toda partição A com |A| < 6 e para todo é, 
no intervalo fechado [x, ,, x], i = 1,2,..., n, então a desigualdade (2) será 
válida. 

Na Definição 2.1.1 tínhamos 


lim f(x) = L (4) 
se para todo e > O existir um ó > O tal que 
se 0< |x-— a] < 6 então |f(x) — L| < e. 


No processo de limite (3) para um dado ó > 0, existe uma infinidade de parti- 
ções A com norma [A| < 6. Isto é análogo ao fato de que no processo de limi- 
te (4), para um dado ó > 0, existe uma infinidade de valores de x para os quais 
O < |x — a| < 6. Mas, no processo de limite (3), para cada partição A existe 
uma infinidade de escolhas de É,. É nesse aspecto que os dois processos de li- 
mite diferem. 

O Teorema 2.1.2, provado na Secção Suplementar 2.9, estabelece que se o 
número L no processo de limite (4) existir, então será único. De modo similar, 
podemos mostrar que se existir um número L satisfazendo a Definição 5.5.1, 
então ele será único. Agorá podemos definir a integral definida. 


“Se ffor uma função definida no intervalo fechado la, bl, então a integral defi- | 
nida de f de a até b, denotada por | SO) dx, será dada por 





| 109 dx = lim z (ED A;x | (5) 
a lal>0i=1 





se O limite existir.. 


Note que a afirmação “a função f é integrável no intervalo fechado [a, b)” 
é sinônima da afirmação “'a integral definida de f de a até b existe”. 


Na notação de integral definida E SO) dx, f(x) é chamada de integrando, a 


de limite inferior e b de limite superior. O símbolo | é chamado de sinal de 


de integração. O sinal de integração lembra um S maiúsculo, o que é apropriado, 
pois a integral definida é o limite de uma soma. O símbolo é o mesmo que foi 
usado para indicar a operação de antidiferenciação. A razão para o emprego 
do mesmo símbolo encontra-se no Teorema 5.8.2, chamado de segundo teore- 
ma fundamental do Cálculo, que possibilita calcular a integral definida através 
da determinação de uma antiderivada (também chamada de integral indefinida). 

A seguinte questão surge agora: sob que condições existe um número L satis- 
fazendo a Definição 5.5.2, ou seja, sob que condições uma função é integrável? 
Uma resposta a essa questão é dada pelo próximo teorema. 





“5.5.3 TEOREMA | Se uma função for contínua no intervalo fechado [a, b], então ela será integrá- 


vel em (a, b). 


+ cam 
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A demonstração desse teorema foge ao contexto deste livro, sendo encontra- 
da em qualquer texto de Cálculo Avançado. A condição de que f seja contínua 
em [a, b], apesar de ser suficiente para garantir a integrabilidade de f em [a, b), 


não é necessária à existência de | f6) dx. Isto é, se f for contínua em [a, b), 
então o Teorema 5.5.3 irá nos assegurar de que U S(x) dx existe; contudo, 


há funções que são descontínuas, embora sejam integráveis em um intervalo 
fechado. Tal função é dada no Exemplo 2, no final desta secção. 

No começo desta secção estabelecemos que o limite usado na Definição 5.4.8 
para definir a medida da área de uma região é um caso particular do limite usa- 
do na Definição 5.5.2, para definir a integral definida. Na discussão sobre área, 
o intervalo [a, b] foi dividido em n subintervalos de igual comprimento. Tal 
partição do intervalo [a, b] é chamada de partição regular. Se A x for o compri- 
mento de cada subintervalo em uma partição regular, então cada A,x = Ax 
e a norma da partição será Ax. Fazendo essas substituições em (5), temos 








b ; a 
Ji Sto) dx = tim 3 (6) Ax (6) 
Além disso, 
b-—a b-—-a 
A =— — 
x E e n LE 
Assim, 


lim Ax=0 e lim n= +00 


n> + 00 Ax— O 


A razão de lim n = +00 é que b > ae Ax tende a zero através de valores 
Ax>0 ê 


positivos (pois Ax > 0). Desses limites concluímos que : 
Ax > O é equivalentea n> +00 | 


Assim, temos da expressão em (6) e dessa afirmativa 


| fo) dx = lim > FE) Ax (7) 
n> +00 i= 
Deve ser lembrado que &, pode ser qualquer ponto no i-ésimo subintervalo 
[X; — 1, Xi). 
Comparando o limite usado na Definição 5.4.8, que dá a medida da área de 
uma região, com o limite do segundo membro de (7), temos no primeiro caso 
lim 5 fc) Ax (8) 
no +o izl 
onde f(c;) é o valor funcional mínimo absoluto em [x,. ,, x]. No segundo ca- 
so, temos 


lim 5 f(8) Ax | = (9) 


n> +oo i=1 


onde é, é qualquer número em [X, .,, x]. 
Como a função f é contínua em ([a, b), pelo Teorema 5.5.3, [ JO) dx existe; 
a 


logo, essa integral definida é o limite de todas as somas de Riemann de f em 
[a, b], inclusive aquelas que aparecem em (8) e (9). Por causa disso, vamos re- 
definir a área de uma região de uma forma mais geral. 
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O a b 
FIGURA 4 
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FIGURA 5 
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Seja f uma função continua em Dia b] e f(x) > 0 para todo x em (a, ale Seja 
R a região limitada pela curva y = f(x), pelo eixo x e pelas retas x = q € 
x = b. Então, a medida A da área da região R é dada por 


lim » I(6) Ajx 


HAx||+»0 i=1 


| f09 dx 


Essa definição estabelece que se f(x) > 
definida 
área da região R mostrada na Figura 4. 


A relação (7) pode ser usada para encontrarmos o valor exato de uma inte- 
gral definida, conforme é ilustrado no exemplo a seguir. 


O para todo x em [a, b], a integral 
j f() dx poderá ser interpretada geometricamente como a medida da 





EXEMPLO 1 Ache o valor exato da integral definida | x? dx. Interprete geo- 
metricamente o resultado. 


Solução Considere uma partição regular do intervalo fechado [1, 3] em n 


subintervalos. Então Ax = 2/n. 
Se escolhermos é, como o extremo direito de cada subintervalo, teremos: 


Ro 2 /2 2 2 
Ledo 1425) Gs = 1435) tim 1 i(o oro 14 nd) 
n n n n n 

z 


Como f(x) = x, 
N2 
neo=(1+2) 
no 
o n+2Y 
=(—— 


Logo, usando (7) e aplicando os teoremas da Secção 5.4, teremos 


bão a iqlica SEPN 2 
[/x?dx= tim q E 


n>+too i=1 n n 





lim = > (nº + 4ni + 412) 


PR 


| 

5 

io) MO 
EA 

Ss, 
o 


n>+0 0 i=1 
ea pr ade + 1) Pa + Zn + D 
tao ao 6 
3 1 
pm lim E nº + 2nº + 2n 2 ur] 
Rea 3 


| 
E 


3n? 


[6 4 e] 
im [6+-+——5— 
n—> + 00 n 
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| 4 8 4 47 
lim [64 isto ta] 
n n 


n> +00 3 3n? 


6+0+5+0+0 


a 


Vamos interpretar geometricamente o resultado. Como x? > O para todo x 
em [I, 3], a região limitada pela curva y = x?, pelo eixo x e pelas retas x = 1 e 
x = 3tem £ unidades quadradas de área. A região está mostrada na Figura 5. 


Na Definição 5.5.2 o intervalo fechado [a, b] é dado e assim supomos que 
a < b. Para considerar a integral definida de uma função f de a até b onde 
a> boua = b,temos as definições a seguir. 


5.5.5 DEFINIÇÃO | Sea > b, então 
| fogdx = — [É fogax 






;S€ N fO)dx existir. 


Db ILUSTRAÇÃO 2 No Exemplo 1 mostramos que A x dx = %*. Logo, da De- 
finição 5.5.5, 


IR XEdr = —| xºdx = — - 4 


“5.5.6 DEFINIÇÃO | Se f(a) existe, então 





> ILUSTRAÇÃO 3 Da definição 5.5.6, 
IR x?dx = 0 | « 


Como afirmamos anteriormente, uma função pode ser integrável em um in- 
tervalo fechado, apesar de ser descontínua nele. Tal situação ocorre no exem- 
plo a seguir. 


EXEMPLO 2 Seja f a função definida por 
O sex 0 
nio=| 


| sex=0 


Seja [a, b] qualquer intervalo para o qual a < O < b. Mostre que f é desconti- 
nua em [a, b] e, ainda assim, integrável em [a, 5). 


Solução Como lim f(x) = 0, mas f(0) = 1, fé descontínua em 0 e, portan- 


x>50 


to, descontínua em [a, b). 


* N. do T.: As unidades de área são unidades de comprimento ao quadrado e, por isso, são tam- 
bém chamadas de unidades quadradas. 
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Para provar que f é integrável em (a, b], vamos mostrar que a Definição Sade 
está satisfeita. Consideremos as somas de Riemann 


DECS 


Se nenhum dos números é,, &,; ..., €, for nulo, então a soma de Riemann se- 
rá zero. Vamos supor que &, = O. Então, 


D fE)Ax=1:Ap 


Em qualquer um dos casos, 





H Sé) Aux 





Logo, 


se I|A||<e então 


< |] 





É 16) Am — o <e 


Comparando o resultado acima com a Definição 5.5.1 onde ô = ce L = 0, 
vemos que f é integrável em [a, 5]. 


Observe que a função f do Exemplo 2 tem um número finito (somente 1) de 
descontinuidades em [a, b]e |f(x) | < 1 para todo x em [a, b]. Essa função 
f pertence ao conjunto das funções que são integráveis em um intervalo fecha- 
do. Outras três funções desse conjunto estão nos Exercícios 36 - 38. 








EXERCÍCIOS 5.5 


Nos Exercícios de 1 a 9, ache a soma de Reimann para a função 
no intervalo, usando a partição A dada e os valores de E, dados. 
Faça um esboço do gráfico da função no intervalo dado e mos- 
tre os retângulos cujas medidas de área são os termos da soma 
de Riemann. (Veja a Ilustração 1 e 2 Figura 2.) 


1. fl)=x],0<x<3; paraA:x,=0,x,=1,x,= 14, 
X3=24X,=3; Edo t=1,6=15, 6 =2 

2. fo)=x",0<x<3paraA: x, =0,x,=%x=1,.. 
Xx3=2, x, = 24, X5 =3; É => =, és = lá, és = 24, 
és = 2% 


3. fo)=1I/x, |I<xx<3 para A: xo=1,x, =13,x,=24, 
O Ho 23, &a = 24 

4. fo)=x), -I<xx<2;paraA: xy=—1, x =), x, =), 
x=1, x=1 x,=2 &=—3 6=0, t3=5 =], 
és = 15 


Ss. fo)=x"-x+1,0<x<l;para4A:x,=0,x,=0,2, 
x2 = 0,5,x3 = 0,7,x4 = 1: 8, =0,1,€,=0,4,€; = 0,6, 

64 = 0,9 

6. fo)=1Mx+2) —-I<xx<3 paras: x,=—1, x = —1, 
x» =0, x=% x=1h,x=2,x0=-2),x,=2%x=3 
pio eta Saias silo o 
= 


7. fo)=senx, O<xx<mparaA: x,=0, x,=d7, à SS 
xs = 47, E a US X5 = R, é = Mr, és =n, Es=, 
UA a US 

8. f(x)=3cosijx, —n<xx<7m;paraA: x)=—n, x, = —igz, 


X2 = 51, X3 = 57, X4 = 12%, Xs = 7; é = — 3%, 
= —37,6,=0, Ca=0,E,=37 

9. fo)=[x]+2,-3<xx<3;paraA:x,=—3,x,=-—|1, 
x=0,x=2,x=3 &=-2,5,6=-0,5,6,=1, 
Ca = 2,5 


Nos Exercícios de 10 a 18, ache o valor exato da integral defini- 
da. Use o método do Exemplo 1 desta secção. 


10. E 3x dx 1. fo x? dx 12. fix dx 
13. [7º dx 14. fo (x? — 1)dx 

15. E (x? + 4x + S)dx 16. Iê (x? + x — 6)dx 
17. [º,0º + Ndx 18. | ,x*dx 


Nos Exercícios de 19 a 28, ache a área exata da região da seguin- 
te forma: (a) expresse a medida da área como o limite de uma 
soma de Riemann com partições regulares, (b) expresse esse li- 
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mite com a notação de integral definida; (c) calcule a integral 
definida pelo método desta secção e faça uma escolha adequada 
de &,. Desenhe uma figura mostrando a região. 


19. 


20. 


21. 


22. 


23. 


24. 


25. 


26. 


27. 


28. 


Limitada pela reta y = 2x — 1, pelo eixo x e pelas retas 


=1]e6X=5. 


Limitada pela reta y = 2x — 6, pelo eixo x e pelas retas 
Xx=40€x= 1, 

Limitada pela reta y = —3x + 2, pelo eixo x e pelas retas 
x= -Sex= -l. 

Limitada pela reta y = 3x + 2, pelo eixo x e pelas retas 
x= -4ex=-l. 

Limitada pela curva y = 4 — x, pelo eixo x e pelas retas 


XE Ex = 2. 


Limitada pela curva y = (x + 3)”, pelo eixo x e pelas retas 
x= -Jex=0. 

Limitada pela curva y = 12 — x — x?, pelo eixo x e pelas 
retas x = -Jex=2. 


Limitada pela curva y = 10 + x — x?, pelo eixo x e pelas 
retas x —-Zex=3. 


Limitada pela curva y = x* — 4, pelo eixo x e pelas retas 
Xx= -Zex= -l. 
Limitada pela curva y = 6x + x? — xº, pelo eixo x e pelas 


retas x —-lex=3. 


nm 
o AA ooo 


Nos Exercícios de 29 a 32, dê O “valor aproximado da integral 
definida, usando uma calculadora para determinar, até quatro 
casas decimais, a soma de Riemann correspondente, com uma 
partição regular de n subintervalos e &, como o extremo esquer- 
do ou direito (conforme estiver indicado) de cada subintervalo. 


29. 


5 1 ; ras a 
|, > dx,n=09, é, é o extremo direito. 
X 


30. 


31. 
32. 


33. 


34. 


35. 


36. 


37. 
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41 : 
|; — dx, n = 10, é, é o extremo esquerdo. 
x 
n/3 , 
l 13 SEC X dx, n = 8, é; é o extremo esquerdo. 
io 
— 1/6 


Expresse como uma integral definida: 


tg xdx, n= 6, É; é o extremo direito. 


lim gs 


dn id SET 


gestão: considere a função f para a qual f (9) = x2) 


Tº (Su- 


a (Su 





Expresse como uma integral definida: lim >» 


n> +00; = 1 


l | 
gestão: considere a função f para a qual f(x) = Es em [l, 2].) 


n 


n 

Expresse como uma integral definida: lim ————. 
: E l 

(Sugestão: considere a função f para a qual f(x) = E em 


[1, 2).) 

Seja [a, b] qualquer intervalo tal que a < O < b. Prove que 
mesmo que a função escada unitária (Exercício 24 nos Exer- 
cícios 2.3) seja descontínua em [a, b)], ela será integrável nesse 


b 
intervalo e | ul)dx = 
a 
Prove que a função sinal é descontínua em [—1, 1] e mes- 
mo assim é integrável nesse intervalo. Mostre também que 


|É, sen x dx = 0. 


. Prove que a função maior inteiro é descontínua em [0, 5] e 


mesmo assim é integrável nesse intervalo. Mostre tam- 


Ê 3/2 E o 
bém que |; fx) dx = 5. 








0.6 


PROPRIEDADES DA O cálculo de uma integral definida a partir da definição, determinando real- 


INTEGRAL DEFINIDA mente o limite de uma soma conforme fizemos na Secção 5.5, em geral é muito 
trabalhoso e, frequentemente, impossível. Para estabelecer um método mais sim- 
ples, precisamos desenvolver antes algumas propriedades da integral definida. 
Em primeiro lugar precisamos dos teoremas a seguir, sobre as somas de Riemann. 


5.6.1 TEOREMA 


Se A for qualquer partição do intervalo fechado [a, b], então 


e Soledad 


aifro 


Prova 


b» Ax—(b-—a)= 


(b — a) 


=0 





— (b— a) 


Logo, para todo «e > 0, qualquer escolha de ô > O garante que 


se |Alj<ô então 





> Ax—(b—a) 
= 


<e€ 
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FIGURA 1 


5.6.2 TEOREMA 


5.6.3 TEOREMA 


5.6.4 TEOREMA 


Integração e a Integral Definida 


Assim, pela Definição 5.5.1. 


H4ll>0 i=1 


Se f for definida no intervalo fechado [a, b], e se 


lim DD Hex 


Halt=0;=1 


existe, onde A é qualquer partição de [a, b], então se k for uma constante 
qualquer, 


lim 3 KHE) Ax = E a Ly (6) A;x 


Hatl>0 d=1 s|-0i=1 





A demonstração desse teorema será deixada como exercício (veja o Exercício 
43). 


b ILUSTRAÇÃO 1 Consulte a Figura 1. Se k > 0, a integral definida E k dx 


dará a medida da área da região sombreada, que é um retângulo cujas dimen- 
sões são k unidades e (b — a) unidades. Este fato é uma interpretação geomé- 
trica do teorema a seguir, quando k > 0. « 


Se k for qualquer constante, então 


| k dx = kb -'a) 





Prova Pela Definição 5.5.2, 


fi fo)dx= lim S fé) ax 
A HAJ>0 i=1 
Se f(x) = k para todo x em [a, b], temos dessa equação 


[pk dx = lim S k4p 


HAlj>0 i=1 


= k lim 3 A;x (pelo Teorema 5.6.2) 





AH>0 i=1 
=kb-—a) (pelo Teorema 5.6.1) a 
EXEMPLO 1 Calcule 
IH * 4 dx 
= 
Solução Aplicamos o Teorema 5.6.3. 
5 
[Es4de=4[5—(-3] 
= 4(8) 
= 32 


Se a função f for integrável no intervalo fechado [a, be e se k for uma constante 
qualquer, então | 


| kf09 dx = k |; fQ) dx 





5.6.5 TEOREMA 
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Prova Como f é integrável em [a, b), lim 2 Í(&) A;x existe; assim, pelo 
al|-07= 


Teorema 5.6.2, 1 


lim > WED = k tim > fé) Ax 


Malt>0 i= 


Logo, 
I; kf(x) dx = k [o So) dx | ou 


' Note a semelhança entre o teorema a seguir e o Teorema 4 (2.2.4), relativo 
ao limite da soma de duas funções. Note também a semelhança entre as demons- 
trações de ambos os teoremas. 


Se as funções feg forem integráveis em fa, b), então f+ g será infegrávei em 


la, é e 








Prova As funções fe q são integráveis em [a, b]; seja então 
[o fo) dx=M e | 90)dx="N 


Para provar que f + q é integrável em [a, b) e que |: [fO) + gO) dx = 


= M + N, precisamos mostrar que para todo «e > 0 existe um é > O tal que 
para todas as partições A e para todo é, em [x,.,, x), se |A| < ô, então 


a 


> UG) + 906] 4x —(M + N) 








Como 


M= lim SftAx e N=limS ge 


JA|j>0 i=1 HA|J>0 i=1 


segue que para todo « > O existe um ô, > 0 e um 6, > 0 tais que para todas 
as partições A e para qualquer é, em [x, ,, x]se |A| < ô,e |A| < 6,, então 


Dita -M|<5 e |Dat)sa- N so 








Logo, se ô = min(ó,, ó,), então para qualquer e > 0, para todas as partições 
A e para qualquer E, em [x, .,, dps se |JA| < 6, 


— E € 
à HE) Ai — Mi + gt) A — n|<$+5-« (1) 
Pela desigualdade triangular, temos 


(> NE) x — + + [5 g(E) A — n) 


SE) A — M|+|X g(E Ap — N (2) 


er 
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FIGURA 2 





Integração e a Integral Definida 


Das desigualdades (1) e (2), temos 


< e 3) 








E F(€;) Ax + E g(E;) ax) —(M + N) 
Do Teorema 5.4.4, 


É SED 4+ alt) sm = 5 LHE) + a(6)] Ag 


Assim, substituindo essa igualdade em (3) podemos concluir que para todo 
e > 0, para todas as partições A e para qualquer E, em [x, ,, x;)),se |A| < 6 
onde ô = min(ó,, ó,), então 


n 


> Lê) + g(é)] Ax — (M + N) 


i=1 


< € 








Isso prova que f + q é integrável em [a, b] e que 
[o Li) + 969] dx = |" fo) dx + |! g60) dx E 


O sinal mais (+) do enunciado do Teorema 5.6.5 pode ser substituído por 
um sinal menos (—), como resultado da aplicação do Teorema 5.6.4, onde 
8 

O Teorema 5.6.5 pode ser estendido a qualquer número de funções. Isto é, 
se as funções f,, fo, ... , f, forem todas integráveis em [a, b), então 
G+tfsL+.. + f,) será integrável em fa, b] e 


[LAGO E 09) +... fi] dx = [5h69 dx + [55509 dx £...+ [1409 dx 


EXEMPLO 2 ' Use o resultado do Exemplo 1, Secção 5.5 e o fato de que 


| x dx = 4 para calcular |; (3x? — 5x + D dx. 
Solução No Exemplo 1, Secção 5.5, tinhamos o resultado 
IE x? dx = &£ 
Das propriedades da integral definida, 
IN (3x? — 5x + Ddx= IE 3x? dx — F 5x dx + I; 2 dx 
=3 [/x?dx—s5 [Ux dx + 23 — 1) 


= 308) — 5(4) +4 
=26-2044 
= 10 


D ILUSTRAÇÃO 2 Uma interpretação geométrica do Teorema 5.6.6, a seguir 
é mostrada na Figura 2, onde f(x) > 0. Para todo x em [a, b], a medida da 
área da região limitada pela curva y = f(x) e o eixo x de a até b é igual à soma 
das medidas das áreas das regiões de a até c e de c até b. 4 


5.6.6 TEOREMA 
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e y função / for integrável nos intervalos fechados [a, b). [a, c] e [c, b), então 


E SO) dx = a! fo) d dx + fofo dx. 





Prova Seja A uma partição de [a, b). Vamos formar a partição A” de [a, b] 
como segue. Se c for um dos pontos da partição A (isto é, c = x, para algum 
i), então A” será igual a A. Se c não for um dos pontos da partição A, mas 
estiver contido no subintervalo [x, .,, x,], então a partição A” terá como pon- 
tos todos os pontos da partição A e mais o ponto c. Logo, os subintervalos 
da partição A” serão os mesmos de A, com exceção do subintervalo [x,. ,, x,] 
de A que fica dividido em [x, ..,, cje [c, xjJ. 
Se |A'| for a norma de A' e se |A]| for a norma de A, então 


IA'| < JA] 


Se na partição A * o intervalo [a, c] for dividido em r subintervalos e o intervalo 
[c, b] for dividido em (n — 1) subintervalos, então a parte da partição A* de 
a até c dará uma soma de Riemann da forma 


Hed) A 


4 


e a outra parte da partição A”, de c até b, dá a soma de Riemann da forma 


> fes 


i=r+1 


Usando a definição de integral definida e as propriedades da somatória, temos 


freodx= tim 5 ré)as 
á ll4ll=>0 i=1 


JAlj->0 [Li=i i=r+1 


= lim PE fe)Ax+ > SE) ay] 


é DECOTE lim S res 


HAJ|>0 i= i=r+1 
Como 0 < |A'| < [A], podemos substituir |A| > 0 por |[A'| > 0, dando | 


foros dx = lim ) SED Mx + lim > féAx 


]>0 i= A'||>0 i=r+1 


Aplicando a definição de integral definida ao segundo membro da expressão 
acima, teremos 


Jo 109 de = fi f09 dx + [P ro) dx 2. 


O resultado do Teorema 5.6.6 é verdadeiro para qualquer ordenação dos nú- 
meros a, b e c. Isto será enunciado como um outro teorema. 


336 





Ó a 
FIGURA 3 


5.6.7 TEOREMA 


Integração e a Integral Definida 


Se f for integrável num intervalo fechado contendo os números a, b e c, então 


|; f09 dx = | “fO9 dx + | f09 dx | (4) 


não importando a ordem de a, bec. 





Prova Sea, bec forem distintos, existirão seis maneiras possíveis de ordena- 
ção dessesnúmeros:a<b<ca<c<bb<a<cb<c<ac<ac<b, 
ec<b<a. A segunda ordem,a < c< b, é o Teorema 5.6.6. Vamos usá-lo 
para provar que (4) é válida para outras ordenações. 

Suponha que «a < b < c; então, do Teorema 5.6.6, temos 


l * f(x) dx + |; “fo)dx= ij * f(x) dx (5) 
Da Definição 5.5.5, 
fi 10) dx = — [" f60) dx 


Substituindo-a em (5), obtemos 


fo 09 dx — [o So) dx = [ótoo dx 


Assim, 
| fo) de= [o 109 dx + fé f09 dx 


que é o resultado desejado. 

As demonstrações para as quatro outras ordenações são semelhantes e serão 
deixadas como exercícios (veja os Exercícios de 44 a 47). 

Há também a possibilidade de que dois dos três números sejam iguais; por 
exemplo, a = c < b. Então 


| 10) dx = [º 169 dx 


= 0 (pela Definição 5.5.6) 


Também, como qa = c, 


[o fog dx = |? ft) dx 
Logo, 


[Soy dx + |" fo) dx =0+ |" f69 dx 


que é o resultado desejado. ms 


D ILUSTRAÇÃO3 Na Figura 3, f(x) > g(x) > 0 para todo x em [a, b). A inte- 
gral definida |: fO) dx dá a medida da área da região limitada pela curva 
» = f(x), pelo eixo x e pelas retas x = ae x = b; |; g(x) dx dá a medida 


da área da região limitada pela curva y = g(x), pelo eixo x e pelas retas x = a 
ex = b. Na figura, vemos que a primeira área é maior do que a segunda. Te- 
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mos a interpretação geométrica do teorema a seguir, quando f(x) e g(x) são não- 
negativas em [a, b). 






Se as funções f e g forem integráveis no intervalo fechado [a, b] e se 
f6Q) > 9(x) para todo x em [a, b), então 


| 109 de > |" 909 dx 


5.6.8 TEOREMA 






Prova (Como feg são integráveis em [a, 5), |: flo) dx e | g(x) dx, ambas 


existem. Logo, 
b b b b 
) flx) dx — E g(x) dx = |, f(x) dx + IR [—g(x)] dx (pelo Teorema 5.6.4) 
= |: f(x) — g(x)] dx (pelo Teorema 5.6.5) 


Seja h a função definida por 
hoo) = SO) — g(x) 
Então h(x) > O para todo x em (a, b], pois f(x) > g(x) para todo x em (a, b). 
Queremos provar que |: h(x) > 0. Como 
[ino)dx= lim SS Hé) Ax 
E IAH=0 51 


vamos supor que 


lim 5 hé)Ax=L<O0 (6) 
HAJt=>0 i=1 
Então, pela Definição 5.5.1, com e = —L, existe um 6 > 0, tal que 
se |Al|<ô, então |3 h(€) Ax — Ê <-L (7) 
i=l 





Mas como 


> HE) 4x — L< | > hé) 4x — Ê 


de (7), temos que 


se |Al|<ô, então 5 hHE)Ax—-L<-L 
=] 


<> se |Al|<ô, então 3 Hé)Ax<O 
i=1 


Mas essa afirmativa é impossível, pois A(é,) é sempre não-negativo e A,x > 0; 
assim, temos uma contradição à nossa hipótese (6). Assim sendo, (6) é falsa e 


lim x h(6,) A;x > 0 


HAl>0 i=1 


|in9)>0 
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Como h(x) = f(x) — g(x), segue que 
fo LíG) — gl] dx >0 
[o fo) dx— [" ao) dx>0 
fo fe) dx > [o 969 dx 





D ILUSTRAÇÃO 4 Na Figura 4, f(x) > 0 para todo x em (a, b], me M são, 
respectivamente, os valores mínimo e máximo absolutos de f em [a, b). A integral 


| f() dx dá a medida da área da região limitada pela curva y = f(x), pelo 


eixo x e pelas retas x = ae x = b. Essa área é maior do que a do retângulo, 
cujas dimensões são m e (b — a) e menor do que a do retângulo cujas dimen- 


FIGURA 4 sões são Me (b — a). Assim, temos a interpretação geométrica do próximo teo- 
rema se f(x) > O para todo x em (a, b). 


5.6.9 TEOREMA | Vamos supor que a função f seja continua no intervalo fechado [a, b]. Sem 
e M forem, respectivamente, os valores mínimo e máximo absolutos de f em 


la, b], ou seja 
m<f0)<M paraa <x<ob5 
então, 


= 


m(b — a) < | fc) dx < Mtb - a) 


Prova Como fé continua em (a, b], o teorema do valor extremo garante a exis- 


tência dem e de M. 
Pelo Teorema 5.6.3, 


[imdx=mb-a) 


|; Mdx=Mb—a) 


Como f é contínua em [a, b], segue do Teorema 5.5.3 que f é integrável em 
[a, b]. Então, como f(x) > m para todo x em [a, b), temos do Teorema 5.6.8 


I; fl) dx > [; m dx 
- e de (8), segue que 
| fe dx > m(b — a) 


Da mesma forma, como M > f(x) para todo x em [a, b], segue do Teorema 


5.6.8 que | 
| Mdx> | ft) dx 
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e de (9), segue que 
M(b — a)> |; f(x) dx 


Combinando essa desigualdade com (10), temos 


mb —a)< [  fo)dx<M(b-—a) | m 


EXEMPLO 3 Aplique o Teorema 5.6.9 para encontrar um intervalo fechado 
contendo o valor de a (x* — 6x? + 9x + 1) dx. Use os resultados do Exem- 


plo 1, Secção 4.4. 


Solução Se 


fo)=x)-—- 6x? +9x+1 


do Exemplo 1, Secção 4.4, f tem um valor mínimo relativo de 1 em x = 3 e 
- um valor máximo relativo deS em x = 1.f(5) = Se f(4) = 5. Logo, o valor 
“mínimo de fem [5, 4]é 1 e o valor máximo é 5. Tomando m = 1eM = 5no 
Teorema 5.6.9, segue que 


(4 — D< |; 


qo — 62 + 9x + 1) dx <5(4 — 3) : 


4 
3< |, 0º — 6x2 + 9x + 1) dx < > 


Logo, o intervalo fechado [5, =] contém os valores da integral definida. No 


Exemplo 2, Secção 5.8, mostramos que o valor exato da integral definida é 
+79 
ra 


| EXEMPLO 4 Aplique o Teorema 5.6.9 para encontrar um intervalo fechado 
“contendo o valor de E sen x dx. 


Solução Se f(x) = «/sen x, então 
Cos x 


24 fsen x 


Para x em [4, =], f(x) = 0sex = %. Como f'(x) > 0 quando 4 < x< £ 
ef'(x) < 0 quando 7 < x < “Z, segue que f tem um valor máximo relativo 
em 3, ef(Z) = 1. Além disso, (2) = 42//2 = 0,841 efC7) = 0,841. Assim, 
em [3, *=] o valor mínimo absoluto de f é 0,841 e o valor máximo absoluto 
é 1. Assim, com m = 0,841 e M = 1 no Teorema 5.6.9, 


0,841[r — ir] < oa vsenx dx < 1[Br — ix] 
0,4207 < o Jsenx dx < 0,57 


1,32 < |; Pd Jenx dx 1:57 


O valor da integral definida está, portanto, no intervalo fechado [1,32, 1,57]. 


fo) = 
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EXERCÍCIOS 5.6 


Nos Exercícios de 1 a 6, calcule a integral definida. 


1. h 4 dx 


4. lo 6 dx 


Nos Exercícios de 7 a 18, calcule a integral definida usando os 


resultados: 


x? dx =3 fóxdx= 


f 


7 JÍ, (2x2? — 4x + 5) dx 
9. E (2 — 5x + 1x2) dx 


11. E 


“(2x + 1? dx 


13. [2 (x — IX2x + 3) dx 


15. fo (2senx + 3 cos x + 1) dx 16. fo 3 cos? x dx 


2. [1,7dx 


So las 








2 2? x+5 
a | sd 2 | - a dx 
2 -1X a Roça 
Ei / 2 J5 dx n/2 3 n/2 3 
33. E. (4 cos" x — 9 cos x) dx 34. Ria 3 senº x dx 
6 dx 
J Nos Exercícios de 35 a 38, use o Teorema 5.6.8 para determinar 


quais dos símbolos > ou « devem ser inseridos onde indicado. 
f “(2 — 6) dx 
Ih x — 2 dx 





35. E (2x? — 4) dx 


fo sen x dx =2 36. fe /6— x dx 











cos x dx = 0 já sen? x dx = x | 37. Tosa sen? x dx 5, a cos? x dx 
8. [ E (8 — x?) dx 38. o Cos x dx o sen x dx 
10. | E (3x? — 4x — 1) dx 39. Mostre que se f for contínua em [—3, 4], então 
2. [Pra | So)dx+ fi fo)dx+ | fo)dx+ [TU rodar =0 
14. ho 3x(x — 4) dx 40. Se f for contínua em [—1, 2], então 


17. Iê (cos x + 4)? dx 


Nos Exercícios de 19 a 34, aplique o Teorema 5.6.9 paraencon- 42. 
trar um intervalo fechado contendo o valor da integral definida 


dada. 


19. IN 2xdx 2. E 3x dx 


23. Ro (3 + x dx 

25. fe — 8x2 + 16) dx 
27. aa sen x dx 

29. [| — 2] dx 


Jó, feo dx + fo fo dx + fo f(x) dx + | fo)dx=0 


ia E Re. 
IS. fº OR dm 41. Mostre que |. xdx > > ix dx, mas | x dx < ns dx, 


sem calcular as integrais definidas. 
Se f for contínua em [a, b], prove que 


|] se) dx| < F |f(x)] 





21. h x? dx 22. e x? dx (Sugestão: —|IfO)| < SO) < ISO.) 


24. e (x + 123 dx 


43. Prove o teorema 5.6.2. 


Nos Exercícios de 44 a 49, prove que o Teorema 5.6.7 é válido 


26. /: | O — 8x? + 16) dx para a ordenação dada de a, be c; em cada caso, use o Teorema 
28, E ER 5.6.6. 

Bda 44. b<a<c 4. b<c<a 46. c<a<b 
30. [2 X2+5 dx 4. c<b<a 48. a<c=b 49. a=b<c 








5,7 O TEOREMA DO VALOR Continuaremos a tratar das propriedades da integral definida nesta secção, com 
MÉDIO PARA INTEGRAIS o zeorema do valor médio para integrais. Esse teorema é relevante na prova do 





FIGURA 1 


y = f(x) 


primeiro teorema fundamental do Cálculo (Teorema 5.8.1), que é importante, 
pois leva-nos a um método para avaliar integrais definidas. Começamos com 
uma ilustração que dá uma interpretação geométrica do teorema do valor mé- 
dio para integrais. 


D ILUSTRAÇÃO 1 Considere f(x) > O para todos os valores de x em [a, b). 
Então, | f(x) dx dá a medida da área da região limitada pela curva cuja equa- 


ção é »y = f(x), pelo eixo x e pelas retas x = ae x = b. Veja a Figura 1. O 
teorema do valor médio para integrais estabelece que existe um número y em 
la, b] tal que a área do retângulo AEFB com altura f(x) unidades e compri- 
mento (b — a) unidades seja igual à área da região ADCB. « 


5.7.1 TEOREMA 
Teorema do Valor Médio 


para Integrais 
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Se a função f for contínua no intervalo fechado [a, b], existe um número x em 
la, b) tal que 


(E ICO de = SON — a) 


Prova Como fé contínua em [a, b], do teorema do valor extremo, f tem valo- 
res máximo e mínimo absolutos em [a, b). 
Seja m o valor mínimo absoluto ocorrendo em x = x,. Assim, 


foem=m a<xm<b (1) 
Seja M o valor máximo absoluto ocorrendo em x = xy. Assim, 

foen)=M a<xxy<b | —- Q 
Temos, então, | 

m<fi)<M para todo x em [a, b] 
Do Teorema 5.6.9, segue que | 

m(b — a) < |, flo) dx <M(b— a) 


Dividindo por (b — a) e observando que b — a é positivo, pois b > a, obtemos 


too ax 


mi 
b-—a 
Mas de ()e(2), m = flx)eM = f(x), assim temos 
|, So) dx 


a 


fm) 22 < Sua) 


Dessa igualdade e do teorema do valor médio existe algum número y num 
intervalo fechado contendo x, e xy, tal que 


[É 109 dx 
A ES 
o [ fodx=fwb-a axy<b E 


O valor de y no Teorema 5.7.1 não é necessariamente único. O teorema não 
dá um método para o cálculo de x, mas estabelece que um valor de x existe 
e esse fato é usado, para provar outros teoremas. Em alguns casos podemos achar 
o valor de x garantido pelo teorema, como no exemplo a seguir. 





EXEMPLO 1 Ache o valor de x tal que Ç fo) dx = IB - 1) se 
TO) = x?. Use o resultado do Exemplo 1 da Secção 5.5. 


Solução No Exemplo 1 da Secção 5.5, obtivemos 


3 
f x? dx = + 


1 
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Logo, queremos encontrar x, tal que 


fg) - (2) = & 


Isto é, 
g = 
x = +3V39 


Rejeitamos — 4/39, pois não está no intervalo (1, 3], e temos 


[E 109 dx = 16396 — 1) 





O valor f(x) dado pelo Teorema 5.7.1 é chamado de valor médio (ou valor 
intermediário) de f no intervalo [a, b]. É uma generalização da média aritméti- . 
ca de um conjunto finito de números. Isto é, se [ f(x), SO), -.. » f(X,)) for um 
conjunto de n números, então a média aritmética será dada por 


b f(x; 
n 


Para generalizar essa definição, consideramos uma partição regular do interva- 
lo fechado [a, b], que é dividido em n subintervalos de igual comprimento 
Ax = (b — a)/n. Seja E, qualquer ponto no i-ésimo subintervalo. Formamos 
a soma: 


DEI(O 


n 


(3) 
Esse quociente corresponde à média aritmética de n números. Como Ax = 
= (b — a)/n, temos 


BR ob 4 
— Ax (4) 


Substituindo (4) em (3), obtemos 
pá Héi) b» Fé) Ax 
ba  b-al. 

Ax 


Tomando o limite quando n >. +00 (ou Ax > 0) temos, se o limite existir, 


Srta fProgar 








lin É==s 
n> +00 b—a b-—a 


Isso nos leva à definição a seguir. 


Se a função f for integrável no intervalo 
la, b] será | o 


rodo 


& 


ER 





(3V/39,0) 
FIGURA 2 
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EXEMPLO 2 (a) Se f(x) = x, ache o valor médio de f no intervalo [1, 3]. 
(b) Interprete geometricamente o resultado da parte (a). 


Solução 
(a) No Exemplo 1, Secção 5.5, obtivemos 


3 
f xº dx = *& 
Assim, se V.M. for o valor médio de f em [1, 3], teremos 
8 


V.M. = 
M — 1 





a 


pa 


3 
- (b) No Exemplo 1 encontramos para essa função 


16/39) = 
Logo, o valor médio de f ocorre em 1/39. Na Figura 2 há um esboço 
do gráfico de f em [1, 3] e o segmento de reta do ponto E(39, 0) so- 
bre o eixo x ao ponto F(1/39, “) no gráfico de f. A área do retângulo 
AGHPB tendo altura & e comprimento 2 é igual à área da região ACDB. 
Conseqientemente, a área da região sombreada CGF é igual à área da re- 
gião sombreada FDH. ' 
Uma aplicação do valor médio de uma função ocorre em Física e Engenha- 
ria, em conexão com o conceito de centro de massa. Esse assunto será discutido 
no Capítulo 6. 


Nos Exercícios de 1 a 8, ache o valor de x que satisfaz o teorema 
do valor médio para integrais. Para os valores da integral defi- 
nida, use o resultado do exercício indicado nos Exercícios 5.5. 
Faça uma figura ilustrando a aplicação do teorema. 


1. | f E x? dx; Exercício 11 A |: E x? dx; Exercício 12 
3. [ | x? dx; Exercício 13 4. fo (x3— 1) dx; Exercício 14 
s, | É (x? + 4x + 5) dx; Exercício 15 

6. fo (x? + x — 6) dx; Exercício 16 

7. e (x? + 1) dx; Exercício 17 

8. f = x* dx; Exercício 18 | 


Nos Exercícios de 9 a 12, use o teorema do valor médio para in- 
tegrais, para provar a desigualdade. 


9 al lhes 10 dx <1 
k —— dx S -— À —— dx < 
o x2+4 2 3x2+6 


n/6 x = 
11. | cos x? dx < 5 12. Ih senvx dx <7 


= x/6 


Nos Exercícios de 13 a 16, use o teorema do valor médio para 
integrais e o Teorema 5.6.8 para provar a desigualdade. 


9 
14. 0< | 
5 


16. 0< [. 


dx < 2 





Rs l 
13. 0< | —— dx<- 

2X +1 3 x—1 
p2 


< 
a cos nx < 1 


15. 0 < a sen jax dx < 2 


17. Dado que 


identidade no intervalo [— 1, 2]. Ache também o valor de x 
no qual ocorre o valor médio. Dê uma interpretação geomé- 
trica dos resultados. 


2 F a Ed 
x dx = 5, ache o valor médio da função 
l 


— 


18. Ache o valor médio da função f definida por f(x) = x? no 
intervalo [— 1, 2], dado que V x2 dx = 3. Ache tam- 


bém o valor de x no qual ocorre o valor médio. Dê uma in- 
terpretação geométrica dos resultados. | 
19. Dado que ) sen x dx = 2, ache o valor médio da função se- 
no no intervalo [0, x]. Ache também o menor valor de x on- 
de ocorre o valor médio. Dê uma interpretação geométrica 
dos resultados. | | 
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20. Ache o valor médio da função f definida por f(x) = sec? x 


no intervalo [0, 4], dado que di sec? x dx = 1. Ache tam- 


bém o valor de x onde ocorre o valor médio. Dê uma inter- 
pretação geométrica dos resultados. 

21. Suponha que uma bola saia do repouso e após t s sua veloci- 
dade seja vy m/s. Desprezando a resistência do ar, expresse 
v em termos de t como v = f(t) e ache o valor médio de f 
em [0, 2). (Sugestão: ache o valor da integral definida 
interpretando-a como a medida da área da região contida num 
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26. O seguinte teorema é uma generalização do Teorema do va- 
lor médio para integrais: se fe g forem contínuas no interva- 
lo fechado (a, b] e g(x) > 0 para todo x no intervalo aberto 
(a, b), então existirá um número x em [a, b] tal que 


Ta SOJAoO dx = FG) [7 al) dx 


Prove esse teorema por um método semelhante ao do Teore- 
ma 5.7.1: obtenha a desigualdade m < fO) < Me então 
conclua que mg(x) < fO)g(x) < Mg(x); aplique o Teorema 


triângulo.) 


22. Ache o valor médio da função f definida por f0) = 2? 
= /49- x? no intervalo [0, 7]. Faça uma figura. (Sugestão: 
ache o valor da integral definida, interpretando-a como a me- 

dida da área da região encerrada por um quarto de círculo.) 

23. Ache o valor médio da função f definida por f(x) = 
= 16 — x? no intervalo [—4, 4]. Faça uma figura. (Su- 
gestão: ache o valor da integral definida, interpretando-a co- 
mo a região encerrada por um semicírculo.) 

24. Suponha que f seja integrável em [— 4, 7]. Se o valor médio 


ache o fO) dx. 


“f (x) dx = 0, prove que exis- 


de f no intervalo [—4, 7] for “7, 


25. Se f for contínua em [a, b) e 


te pelo menos um número c em [a, b] tal que f(c) = 


5.6.8 e prossiga como na demonstração do Teorema 5.7.1. 
Mostre que se g(x) = 1, o teorema do Exercício 26 torna-se 
o teorema do valor médio para integrais. 


Nos Exercícios de 28 a 32, use o teorema do Exercício 26 para 
provar a desigualdade. 
1 
1 qi 
29. 1 < to X* dx 


4 x dx 
2. | E a x dx 
1/2 


0 
-1/2 


x? dx 
1x2 pd 
30. fo x senx dx < ho x dx 


1/2 | 
31. I- ha sen? xx COS 1X dx < cos xx dx 


x cos x) 
32. < x dx 
sre<h 











h.8 OS TEOREMAS 
FUNDAMENTAIS 
DO CÁLCULO 


Historicamente, os conceitos básicos da integral definida foram usados pelos 
antigos gregos, principalmente Arquimedes (287—212 A.C.), há mais de 2000 
anos, muito antes da formulação do cálculo diferencial. 

No século dezessete, quase simultaneamente mas trabalhando independente- 
mente, Newton e Leibniz mostraram como o Cálculo poderia ser usado para 
se encontrar a área de uma região limitada por uma curva ou um conjunto de 
curvas, determinando uma integral definida por antidiferenciação. O procedi- 
mento envolve o que é conhecido como os teoremas fundamentais do Cálculo. 
Antes de enunciar e prová-los, vamos discutir as integrais definidas com um 
limite superior variável. 

Seja f uma função contínua no intervalo fechado [a, b]. Então o valor da 
integral definida |: f(x) dx depende somente da função f e dos números a e b, 
não do símbolo x usado aqui como variável independente. No Exemplo 1, 
Secção 5.5, encontramos o valor de | x? dx, que é . Qualquer outro símbolo 


poderia ter sido usado no lugar de x; por exemplo, 
3 3 
|, t? dt = *£ f. u” du = 2É 


Se f for continua no intervalo fechado [a, b], então, pelo Teorema 5.5.3 a inte- 
gral definida |: J(t) dt existe. Vamos primeiramente estabelecer que se uma 


integral definida existir, então ela será um único número. Se x for um número 


em (a, b), então f será contínua em [a, x], pois é contínua em (a, b]. Conse- 
quentemente, RjU dt existe e é um número cujo valor depende de x. Logo, 


j J(t) dt define uma função F tendo como seu domínio todos os números no 
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5.8.1 TEOREMA | 


Primeiro Teorema Fundamental 


do Cálculo | - 
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intervalo fechado [a, b] e cujo valor funcional em qualquer número x de [a, b] 
é dado por 


F(x) = ; ft) dt (1) 


Segundo a convenção notacional, se os limites de uma integral definida fo- 
rem variáveis, deverão ser usados símbolos diferentes para esses limites e para 
a variável independente no integrando. Assim, em (1), como x é o limite supe- 
rior, usamos a letra t como a variável independente no integrando. 

Se, na expressão (1), f(t) > O para todos os valores de t em [a, b], então os 
valores funcionais de F(x) poderão ser interpretados geometricamente com a 
medida da área da região limitada pela curva cuja equação é y = f(t), pelo eixo 


tepelasretast = aet =x. (Veja a Figura 1). Note que F(a) = E SÍ) dt, 
“o que pela Definição 5.5.6 é igual a 0. 


Vamos agora enunciar e provar um teorema importante que dá a derivada 
da função F definida como uma integral definida tendo um limite superior va- 
riável. Esse teorema é chamado de primeiro teorema fundamental do Cálculo. 


Seja f uma função contínua no intervalo fechado [a, b] e seja x qualquer núme- 
ro em fa, b). Se F for a função definida por 


F() = f fo de 


então, 


Pça = - SO) Ea “E E . O 





em 2) a ser a derivada a ua ) 


Prova Considere dois números x, e x, + Ax em [a, b]. Então 


Fic) = [so de 
(o) 
F(x, + AX) = |; “HA fe dt 


então, 


Flu + 4x) — Fix) = [0 rt de — [ro de (3) 


Pelo Teorema 5.6.7, 


[ro d+ Io “Ho po de = [2º (0) dt 
Us fo) dt — [O soda = [reg at 


Substituindo essa igualdade em (3), obtemos 
x, + Ax 
Fa + 43) — Fox) = [rey de (4) 


Pelo teorema do valor médio para integrais (5.7.1) existe um número x no 
intervalo fechado limitado por x, e x, + Ax tal que 


[7% re de = fG) Ax 
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Dessa relação e de (4), obtemos 
Fix, + Ax) — F(x,) = f(x) Ax 


F(x, + Ax) — F(x,) + 


re SC) 


Tomando o limite quando Ax tende a zero, temos 


lim Po + 4x) — Fix) lim f(x) (5) 


Ax>0O Ax Ax—0 


O primeiro membro de (5) é F'(x,). Para determinar lim f(x), lembre que 
Ax>0 


x está no intervalo fechado limitado por x, e x, + Ax, e como 


im x, =x, € lim (x, + Ax) = x, 
Ax>0 Ax— O 


segue do teorema do “Sanduíche” (2.8.1) que lim x = x,. Assim, temos 


Ax>0 
lim f(x) = lim f(x). Como f é contínua em x, lim f(x) = f(x); assim 
8x-0 X — X) X =X] 
hm f00) = f(x) e de (5) temos que 
Ax>0 
F(x1) = flx1) (6) 


Se a função f não estiver definida para valores de x menores do que a, mas 
for contínua à direita de a, então na argumentação acima, se x, = a em (5), 
Ax precisa tender a O pela direita. Assim, o primeiro membro de (6) será 
F", (x,). Analogamente, se f não estiver definida para valores de x maiores do 
que b, mas for contínua à esquerda de b, então sex, = b em (5), Ax deve ten- 
der a zero pela esquerda. Logo, teremos F”. (x,) no primeiro membro de (6). 

Como x, é um número qualquer em [a, b], a igualdade (6) estabelece o que 
queríamos provar. 


O Teorema 5.8.1 estabelece que a integral definida E ft) dt, com limite su- 
perior variável x, é uma antiderivada de f. É 


A equação (2) do teorema pode ser escrita da seguinte forma, substituindo 
F'(9 por L E fo dt: 
dx Ja 


d 
= Sd =10 | (1) 





EXEMPLO 1 Calcule as seguintes derivadas: 


d (tt 1 Ei 
(a) — dt (b) E (cos t dt 
dx dx |3 


4 
Solução 
(a) De (7) com f(t) = =. temos 
d(* 1 Í 


— | =— dt = 
dx 1, t +41 a | 





5.8.2 TEOREMA 
Segundo Teorema 
Fundamental do 
Cálculo 
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(b) Usamos a regra da cadeia com u = x”, e temos 
; RA fã d (” | du 
—— costdt=-— | «(cost dt: — 
ax | cos Er | cos FR 
De (7) com f(t) = «(cos t e como e = 2x, temos 


— E t dt = cosu (2x) 
= 2x «(cos x? 


Vamos usar agora o Teorema 5.8.1 para provar o segundo teorema funda- 


mental do Cálculo. 


Seja f uma dida contínua no intervalo fechado la, b] e seja q uma. função 


"tal que 


90) = 0) = | (8) 


para todo x em [a, b). Então, 


j.% fo dt = 9(b) — g(a) 


(Sex = a,a derivada em (8) podes ser uma derivada a direita, e se ge -b,a 
derivada em (8) pode ser uma derivada à esquerda. jr ap 





Prova Se ffor contínua em todos os números em [a, b], sabemos do Teorema 
5.8.1 que a integral definida N f(£t) dt, com o limite superior variável x, defi- 
a 


ne uma função F cuja derivada em [a, b] é f. Como, por hipótese, g' (x) = f(), 
segue do Teorema 5.1.2 que 


gt) = ) “fudt+k 


onde k é uma constante. Tomando x = be x = a, sucessivamente, nessa equa- 
ção, obtemos 


gb) = [o St) dt + k 9) 


ata) = [o f(o dt + k 10) 
De (9) e (10), 
a(b) — ala) = |; flo dt — [o sto de 
Mas, pela Definição 5.5.6, | f(t) dt = 0; assim 
g(b) — g(a) = |, f(t) dt 


que é o que queríamos provar. . 
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Se f não estiver definida para valores de x maiores do que b, mas for contí- 
nua à esquerda de b, a derivada em (8) será a derivada à esquerda, e teremos 
g' (b) = F'(b), de onde segue (9). Da mesma forma, se f não estiver definida 
para valores de x menores do que a, mas for contínua à direita de a, então a 
derivada em (8) será a derivada à direita e teremos g/(a) = F'.(a), de onde se- 
gue (10). E 


Estamos agora em posição de encontrar o valor exato de uma integral defini- 
da, aplicando o Teorema 5.8.2. Quando aplicarmos esse teorema, usaremos a 
notação 


[a(b) — g(a)] por g(x)], 


Db ILUSTRAÇÃO 1 Vamos aplicar o segundo teorema fundamental do Cálculo 
para determinar 


Iê x? dx 


Aqui f(x) = x2. Uma antiderivada de x? é 4 x3. Daí escolhemos 
E | 


g(x) = E 


Logo, do Teorema 5.8.2, 


3» P 
|, x ix] 


1 


No 


Qojt=s 


IN 


Compare esse resultado com o do Exemplo 1, Secção 5.5. «4 


Devido à conexão entre integrais definidas e antiderivadas, usamos o sinal 
de integral | para a notação | f(x) dx de antiderivada. Vamos dispensar agora 
a terminologia de antiderivadas e antidiferenciação e começaremos a chamar 
| f(Q:d) dx de integral indefinida. O processo de cálculo de uma integral indefini- 


da ou definida é chamado de integração. 
Deve ser enfatizada a diferença entre uma integral indefinida e definida. A 


primeira, | f6) dx, foi estabelecida como sendo uma função g tal que sua deri- 
vada D,[9(%)] = f(x). Por outro lado, a segunda | fQ) dx, é um número 


cujo valor depende da função fe dos números a e b e foi definida como o limite 
de uma soma de Riemann. A definição de integral definida não faz nenhuma 
referência à diferenciação. | 

A integral indefinida envolve uma constante arbitrária; por exemplo, 


3 
fxdx=5 +c 


A constante arbitrária C é chamada de constante de integração. Ao aplicar o 


segundo teorema fundamental do Cálculo não é preciso incluir a constante ar- 
bitrária € na expressão de g(x), pois o teorema permite-nos escolher qualquer 
antiderivada, inclusive aquela para a qual € = 0. 
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EXEMPLO 2 Calcule 
4 


Cá (x* — 6x2 + 9x + 1) dx 


Solução 
4 = 4 3 4 2 4 : 4 
[ 0º? — 6x? 49x + Dde= [1 x dx—6 [ix dx +9 xdx+ ['. dx 


1/2 1/2 


os DARE aih RAR o 2 
| S 3 2 1/2 
=(64-128+72+49)-(&-1+2+)) 
— 679 
— 64 
EXEMPLO 3 Calcule 
PE, (et + 4x1) dx 
Solução 
[., (x*'3 ds 4x1/3) dx = 3x7/3 +4: nd 
qo 903) 





EXEMPLO 4 Calcule 
Ff: 2x2 x) + 1 dx 
Solução | 
adia 
h 2x) /x* + 1 dx = | Vxº + 1 (3x? dx) 
o 


2 (63 + a 


Ex 3 


2 


o | 


0 
8 + 1)*2 —- 0 + 1)? 
27 =1) 


[RR 
a Dj O]p> 
rá pm mm, 


o 





EXEMPLO 5 Calcule 


E x/1 + x dx 


Solução Para calcular a integral indefinida | xV1 + x dx, seja 


u=/I+x uv =1+x x=u — 1 dx = 2u du 
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Substituindo, teremos 


fai + x dx = fe — Du(2u du) 
=2 [(u* — u?) du 
=u"—-Su"+C 
=H1+m0)*2-S1+x2 +C 
Logo, a integral definida 


A xl +xdx=1+x2- 1 + a 
= 2(4)5/? = 2(4)*2 2(1)5/2 + 2(1)312 


Outro método para calcular a integral definida do Exemplo 5 é o fornecido 
por uma fórmula que decorre dos Teoremas 5.8.2 e 5.2.1 (a regra da cadeia 
para antidiferenciação). Desses teoremas, se F for uma antiderivada de f, 


l; Hg6)g'(x) dx = F(g(x)) |, 
- fº fgC))a (o) dx = F(g(b)) — F(g(a)) 
Assim, 


À * Hat) dx = F(u PO 


g(a) 


[º reacna'co dx = [PO reu du (1) 





Para aplicar (11), mude as variáveis na integral dada, tomando u = g(x). Lo- 
go, du = g' (x) dx. Mude, então, os limites em x de integração a e b pelos limi- 
tes de integração em u, que são g(a) e g(b). 


D ILUSTRAÇÃO 2 Para calcular a integral do Exemplo 5, sejjau = Vl + x, 
x=u” —- ledx = 2u du. Além disso, quando x = 0,u = 1 e quando x = 
=3,u = 2. Assim, de (11), temos 


E xl +xdx=2 IN (u! — u?) du 
2 


EXEMPLO 6 Calcule 
ho sen? x cos x dx 


Solução Seja 


u=senx du = cos x dx 
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Quando x = 0, u = 0; quando x = 5, u = 1. Portanto, 


n/2 i 
Ih sen? x cos x dx | u* du 


| 


pp o 
Jmhs 


dajm A | E 


EXEMPLO 7 Calcule 
4 
[És le + 2] dx 
Solução 


e + 2] = —x—2 se x<-2 
x+2 se—-2<x 


Do Teorema 5.6.7, 
4 g = . 
[iile+2] de= ["(-x=2dx+ [É (x + 2) dx 


o 52 = 4 
=|-1 -9 so 
| > *| .+|5 +2) 


=[(-2+9-(-3+9]+[6+8-2-4)] 


=3+ 18 
=:37 
aa 
EXEMPLO 8 Dada f(x) = sec? x. Ache o valor médio de f no intervalo 
4» 4]. 


[— + ne 
+ 


Solução Seja V.M. o valor médio de fem [—-Z, Z]. Da Definição 5.7.2, 


1 n/4 
V.M. = E AS 52 sec? x dx 
qm — (—4n) — n/4 
2 n/4 
E x [ts Xi 
2 
=—-|1—-(—1 
[1] 
4 
q 
EXERCÍCIOS 5.8 
Nos Exercícios de 1 a 36, calcule a integral definida. 3. E (x? — 2x) dx ú Ff, (3x? + 5x — 1) dx 





1 


dE ca + 1 $ 
1. fo (3x2 — 4x + 1) dx 2 |, (3 -x? + 1) dx s. | PE 6. [.,0?—4y)dy 
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: Zz 4 
7 rt 8. Í, Jx(2 + x) dx 
9. fo 5x — 1 dx 10. [o et + td 
0 5 ' dy 
n. [.,3wV4—w? dw 2. | Dam 
-=1 
13. id sen 2x dx 14. E cos 4x dx 


AR e x dx 
15. [VP +I dx 16. |, CERTO 





i 2 a 
RO 18. |, Ea 
o 3/y*' +3y2 +4 2 W 
15 wdw 5 
19. ——— a 20. 2lx-—4d 
À (1 + mf aii 
21. ds |x — 3| dx 22. e |x — 2] dx 


23. | bjx dx 24. 
25. fo (x + Dx + 1 dx 26. 


1 3 
1 
n | ças 
o X+1 


(Sugestão: divida o numerador pelo denominador.) 
4x — x 64 F: 1 af 
28. ——— dx 29. ( t—-—+ di) 
| 3x? | NA 
30. fo dx 1 + xx dx 


2 a 2x? 2 
31 | di o 
1 
| 3x* — 24x? + 48x +55 


(x + 172 
Pi x? — 8x + 16 
(Sugestão: nos Exercícios 31 e 32, divida o numerador pelo 
denominador.) 


fÊ., 3 + |x| dx 
na (x + Dx + 3 dx 


32. dx 


2 
33. o sen xx cos nx dx 34. ho sec? Imt tg ànt dt 


35. [; E 3 cosec? 2x dx 36. fer (sen 2x + cos 3x) dx 


Nos Exercícios de 37 a 46, calcule a derivada. 


x d x 
37. | V4 + 1º dt 38. — | 
0 


dt 
dx |, tt +4 
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3 d 3 
39. =| sent dt 40. =| Vl + tt dt 
x X x 





d (* | d |* 
41. = 42. — 2 + Ddt 
E LST dt metes cos(t* + 1)d 
a (” 1 
43. — “aa 1 dt 44. — dt 
dx Jo Vtt+41 
d [ter 1 do qe q 
o —— 46. — —— dt 
Ei dx Re” dx |. l—t? 


Nos Exercícios de 47 a 50, ache o valor médio da função f no 
intervalo la, b]. Nos Exercícios 47 e 48, ache o valor de x onde 
ocorre o valor médio de f e faça um esboço. 


47. flx)=9— x?;[a,b] =: [0,3] 
48. f(x) = 8x — x? [a, b] = [0,4] 


49. f(x) = 3x x? — 16; [a, b] = [4,5] 


50. f(x) = x?/x — 3; [a, b] = [7, 12] 


51. Num circuito elétrico, suponha que a força eletromotriz seja 
E volts em tse que E = 2 sen 3 t. Ache o valor médio de 
Edet=0at ==> 

52. Para o circuito elétrico do Exercício 51, ache a raiz quadra- 
da do valor médio de E, det = 0at = 2. (Sugestão: use 
a identidade sen? x = z (1 — cos 2 x). E 

53. Uma bola cai do ao e após ts sua velocidade é v m/s. 
Desprezando a resistência do ar, mostre que a velocidade mé- 
dia durante o primeiro 4T s é um terço da velocidade du- 
rante o 5T s seguinte. 

54. Uma pedra é atirada para baixo com uma velocidade inicial 
de vo m/s. Despreze a resistência do ar. (a) Mostre que se 
v m/s for a velocidade da pedra após cair s m, então 
v = vz + 2 gs. (b) Ache a velocidade média nos primei- 
ros 30 m de queda, se a velocidade inicial for 15 m/s.(Tome 
g = 10e a direção positiva para baixo.) 


16 
55. Ache | D. IM (2t — 1) a dx. 
4 


56. Seja f uma função cuja derivada f' é contínua em ([a, b). Ache 
o valor médio da inclinação da reta tangente ao gráfico de 
fem fa, b] e dê uma interpretação geométrica do resultado. 








5.9 ÁREA DE UMA 
REGIÃO PLANA 


Na Secção 5.4 definimos a área de uma região plana como o limite de uma so- 
ma de Riemann, e na Secção 5.5 aprendemos que tal limite é uma integral defi- 


nida. Agora que dispomos de técnicas para calcular integrais definidas, consi- 
deraremos mais problemas envolvendo áreas de regiões planas. 

Nos exemplos a seguir expresse primeiro a medida da área procurada como 
o limite de uma soma de Riemann para reforçar o procedimento de construção 
dessas somas, pensando em futuras aplicações. 





pa 
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EXEMPLO 1 Ache a área da região no primeiro quadrante, limitada pela curva 


y=xvyx2+5 


pelo eixo x e pela reta x = 2. Faça um esboço. 


Solução Veja a Figura 1, que mostra a região, bem como um dos elemen- 
tos de área retangular. | 

Tomamos uma partição do intervalo [0, 2]. O comprimento do i-ésimo 
retângulo é A,x e a altura é EE? + 5 unidades, onde E, é qualquer número 
no i-ésimo subintervalo. Logo, a medida da área do elemento retangular é . 
ENE? + S Ax. A soma das medidas das áreas de n de tais retângulos é 


» ENE? +SAx 
= 


que é uma soma de Riemann. O limite dessa soma quando [A| tende a zero 
dá a medida procurada da área. O limite de uma soma de Riemann é uma inte- 
gral definida que calculamos pelo segundo teorema fundamental do Cálculo. 
Seja 4 unidades quadradas a área da região. Então, 


A= lim > evE7+ + 5 A;x 


H4l=0 i= 


- E xx2 + 5 dx 
Eu h Jx2 + 5 (2x dx) 
= a pel 
= [992 — (52] 
= (27 — 545) 


x 5,41 


Assim sendo, a área é :(27 — 5v5) unidades quadradas ou, aproximadamente, 
5,27 unidades quadradas. 


Até então consideramos a área de uma região para a qual os valores funcio- 
nais são não-negativos em [a, b]. Suponhamos agora que f(x) < O para todo 
x em [a, bl. Então, cada /(€;) é um número negativo; assim, definimos o nú- 
mero de unidades quadradas da região limitada por y = f(x), pelo eixo x e pe- 
las retas x = a ex = b como 


lim 3 [=f(69] Ax 


IAH =0 i= 


o que é igual a 


— [o ft) dx 


EXEMPLO 2 Ache a área da região limitada pela curva 
y=xº— 4x 


pelo eixo x e pelas retas x = lex = 3, 
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Solução A Figura 2 ilustra a região e um elemento de área retangular. 

Vamos tomar uma partição do intervalo [1, 3]; o comprimento do i-ésimo 
retângulo é A;x. Como x? — 4x < O em [1, 3], a altura do i-ésimo retângulo 
é —(t — 4E) = 4E, — E2. Logo, a soma das medidas das áreas de n retângu- 
los é dada por 


> 46 E) Ap 


A medida desejada da área é dada pelo limite dessa soma quando |A| tende 
a O; assim, se 4 unidades quadradas for a área da região, 


A= lim 53 (46 — E) Ax 


H4||>0 i=1 


= f: (4x — x?) dx 





(6;, €? — 4€;) E 
FIGURA 2 = 2xº — de | 
— 22 
e, ay 


Então, a área da região é 2 unidades quadradas. 





EXEMPLO 3. Ache a área da região limitada pela curva 
y=x)-2x] —5x+6 | 

pelo.eixo x e pelas retas x = —lex = 2. 

Solução A região está na Figura 3. Seja 


fo)=x)-—-2xº — 5x + 6 


Como f(x) > 0 quando x está no intervalo fechado [— 1, 1] e f(x) < 0 quando 
x está no intervalo fechado [1, 2], separamos a região em duas partes. Seja 4, 
o número de unidades quadradas na área da região quando x estiver em 
[— 1, 1] e seja 4, o número de unidades quadradas na área da região quando 
x estiver em [1, 2). Então, 


A= lim 5 f(é)Ap 


HAJ|>0 i=1 
= [ fo) dx 


=[ (03-22 —-5x+ 6) dx 





A= lim 5 [SE As 


[IA|j>0 i=1 


— IN —(xº — 2x? — 5x + 6) dx 


(65, 1(8:)) 
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Se 4 unidades quadradas forem a área de toda a região, então 
A=A,+A, 

[qtas + dx [03-20 — 5x + 6) dx 

=[bt d+ 6x] [bet bb? + 6x], 


=[4-4-3+9-4+3-3-0]-[4-18-10+17)-(4-3-3+6] 


A área da região é, portanto, “> unidades quadradas. 


Consideremos duas funções fe g contínuas no intervalo fechado [a, b] e tais 
que f(x) > g(x) para todos x em [a, b]. Queremos encontrar a área da região 
limitada por duas curvas y = f(x) e» = g(x) e pelas retas x = ae x = b. Tal 
situação está mostrada na Figura 4. 

Tome uma partição do intervalo [a, b], com o i-ésimo subintervalo tendo um 
comprimento A;x. Em cada subintervalo, escolha um ponto &,. Considere o re- 
tângulo tendo altura [f(£;) — g(&;)] unidades e comprimento A,x unidades. Um 
retângulo é mostrado na Figura 4. Há n de tais retângulos, cada um associado 
FIGURA 4 a um subintervalo. A soma das medidas das áreas desses n retângulos é dada 
pela seguinte soma de Riemann: 





É Lt) - até] As 


Esta soma é uma aproximação do que intuitivamente pensamos ser o número 
representando a ''medida da área”” da região. Quanto menor o valor de |A|, 
melhor será a aproximação. Se 4 unidades quadradas for a área da região, de- 
finimos 


A= lim 5 [/6)— g(é)] A (1) 
HAl|>0 i=1 | 


Como fe g são continuas em [a, b), assim também será f — g; logo, o limite 
em (1) existe e é igual à integral definida. 


[o Lito) — 99] dx 


EXEMPLO 4 Ache a área da região limitada pelas curvas y = xº e 





p= -x + 4x. 
Solução Para encontrar os pontos de intersecção das duas curvas resolve- 
| | mos simultaneamente as equações e obtemos os pontos (0, 0) e (2, 4). A região 
Ting di está na Figura 5. 
Á;x Seja 


FIGURA 5 | fl) = —xº + 4x g(x) = x? 
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FIGURA 6 


y 


(E;, g(E;)) 





(E; 4 fa (E; )) 
FIGURA 7 
y 





FIGURA 8 
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Logo, no intervalo [0, 2] a curva y = f(x) está acima da curva y = g(x). Traça- 
mos um elemento de área retangular tendo [AE;) — g(&,;)] unidades de altura 
e Ax unidades de comprimento. Então, a medida da área desse retângulo é da- 
da por [M&;)) — g(E)] Ax. A soma das medidas das áreas de n desses retângu- 
los é dada pela soma de Riemann. 


2 [ré — a(6)] A 
Se 4 unidades quadradas for a área da região, então 


A= lim 5 Lig) aê) As 


Há4I|-+O 


e o limite da soma de Riemann será uma integral definida. Logo, 
go 
já Ih LO) — g(x)] dx 
DR 2 2 
=. [(—x* + 4x) — x?) dx 
= fo (— 2x? + 4x) dx 
= [3x + 2x? | 
=-2+8-0 


2 
0 


tatoo 


A área da região é 5 unidades quadradas. 


EXEMPLO 5 Ache a área da região limitada pela parábola y? = 2x — 2 e 
pela reta y = x — 5. 


Solução As duas curvas interceptam-se nos pontos (3, — 2) e (9, 4). A re- 
gião está mostrada na Figura 6. 
A equação y? = 2x — 2 é equivalente às equações 


y=v2x—2 e y=-—-V2x-—-2 


e da primeira equação obtemos a metade superior da parábola, enquanto que 
da segunda equação resulta a outra metade da parábola. Se pusermos f(x) = 
= 2x -—- 2e f(x) = —./2x — 2, a equação da metade superior da parábola 
será y = f(x), enquanto que y = f(x) é a equação da outra parte. Se puser- 
mos g(x) = x — 5, a equação da reta será y = g(x). 

Na Figura 7 vemos dois elementos retangulares de área. Cada retângulo tem 
a base superior na curva »y = f(x). Como a base inferior do primeiro retân- 
gulo está na curva y = f(x), a altura será [f(€) — f.(€,)] unidades. Como a 
base inferior do segundo retângulo está sobre a curva y = g(x), sua altura será 
[f,(6) — g(6)] unidades. Se desejarmos resolver esse problema usando elemen- 
tos verticais e retangulares de área, precisamos dividir a região em duas regiões 
separadas, por exemplo, R, e R, onde R, é a região limitada pelas curvas y = 
= f0Q)ey = f(X)e pela reta x = 3, onde R, é a região limitada pelas curvas 
y=flQ)ey = g(x)e pela reta x = 3 (veja a Figura 8). 
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Se 4, for o número de unidades quadradas da área da região R,, temos 


A, = Ra A [fi(6) — fé)] Ax 


HAI 


= fo [f 10x) — f. 2(x)] dx 

= f; [V2x—2+ 2x- 2] dx 
o, IN dx od 

32x — 212º 


16 
3 


Se 4, for o número de unidades quadradas da área da região R,, temos 


À, = Rd z Lh(é) — g(6)) A;x 


HAI — 


= [5 Li) — 99] dx 

= [ [V2x-2-(x— 5)Jdx 

= [HM2x — 23º — x? + 5x], 
&-Sr4s]-B-3+15] 


I 


tua 


Logo, 4, + 4, = ** + &. Assim, a área de toda a região é 18 unidades qua- 
dradas. 





EXEMPLO 6 Ache a área da região do Exemplo 5, tomando elementos de área 
retangulares horizontais. | 


Solução A Figura 9 ilustra a região com um elemento de área retangular 
horizontal. | 

Se nas equações da parábola e da reta resolvermos em x, 

x=5()/+2) x=y+5 
Tomando d() = (yº + DeMD) =y+ 5, a equação da parábola pode 
ser escrita como x = &(y) e a da reta como x = A(y). Considere o intervalo 
fechado [ — 2, 4] no eixo y e tome a partição desse intervalo. O i-ésimo subinter- 
valo terá um comprimento de A,y. No i-ésimo subintervalo [y; — 1, yj, esco- 
lha um ponto &, Então, o comprimento do i-ésimo elemento retangular é 


[A (6) — &(€)] unidades e a largura é A,y unidades. A medida da área da re- 
gião pode ser aproximada pela soma de Riemann 


A LM6;) — (6) Ay 
Se 4 unidades quadradas for a área da região, então 


A= E E [M6) — A6:)] Ay 


358 


FIGURA 10 


EE 
LES 
Za 
o 
E 
E 
E 
ENA 
Ja 
E A 
as E F 
4 ç 
EA 
4 3 
Í + 
| E 
E E 
É 4 ss 
“E. 
4. 
+os 





A,+A, 


Integração e a Integral Definida 


Como À e é são contínuas em [—2, 4], então À — & também será, e o limite 
da soma de Riemann é uma integral definida: 


A = [* 00) - ó0)dy 


= [L [0+9-402+2]4y 


4 


3) ,(-y)+2y+8)dy 


=3[-º +92 + 8] 
[(-$+ 16+32)- (844 16)] 
8 


2 


1 
2 
1 


Comparando as soluções nos Exemplos 5 e 6, vemos que no primeiro caso 
temos que calcular duas integrais definidas, enquanto que no segundo caso há 
somente uma. Em geral, se possível, devemos escolher elementos de área retan- 
gulares de forma a obter uma única integral definida. O seguinte exemplo ilus- 
tra uma situação onde são necessárias duas integrais definidas. 


EXEMPLO 7 Ache a área da região limitada pelas curvas 
y=x)— 6x + 8xey =x] — 4x. 


Solução Os pontos de intersecção das duas curvas são (0, 0), (3, —-3) e 
(4, 0). A região está na Figura 10. 
Seja 


fo)=x)— 6x2 +8x  gx)=x?-—4x 


No intervalo [0, 3], a curva y = f(x) está acima da curva y = g(x), e no interva- 
lo [3, 4], a curva y = g(x) está acima da curva y = f(x). Dessa forma, a região 
precisa ser dividida em duas regiões separadas R, e R,, onde R, é a região li- 
mitada pelas curvas no intervalo [0, 3] e R, é a região limitada pelas curvas no 
Intervalo [3, 4]. Se 4, unidades quadradas for a área de R, e 4, unidades qua- 
dradas for a área de R,, 


A= dim É Lt aa  A= lim 5 [até fam 
assim sendo, 
= [Do - 6 +89)-(º — 4m]dx+ IN [(x2 — 4x) — (x? — 6x2 + 8x)] dx 


= ho (x) — 7x2 + 12x) dx + [; (—xº + 7x? — 12x) dx 


Bj 


3 
x* — Sxº + 6x2 5 + [dx + 3xº — SR 


Ea 
+ 12 


EDS 


a | 
preco 


| 
a 


Logo, a área pedida é | unidades quadradas. 





5.10 Integração Númérica 
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EXERCÍCIOS 5.9 


Nos Exercícios de 1 a 38 ache a área limitada pelas curvas da- 
das. Em cada problema, faça o seguinte: (a) desenhe uma figura 
mostrando a região e um elemento de área retangular; (b) ex- 
presse a área da região como o limite de uma soma de Riemann; 
(c) ache o limite na parte (b), calculando uma integral definida 
pelo segundo teorema fundamental do Cálculo. 


1.» =4-—- x?; eixo x 
2.yp=x]-2x+3;eixox;x=-2;)x=1 
3.» =4x —- x; eixox;x = 1;x=3 
4.y=6-x-— x2; eixo x 

5. y = 4x + l;eixo x; eixo y; x = 8 
6.)= — Meixox;x=2;x=õ3 

7.) =x? + x- 12;eixo x 

8.y =x] —- 6x + 5; eixo x 
9.y=senx;eixox;x=57;x=5A 

10. y = cos x; eixo x; eixo y; x = 54 

11.y = sec? x; eixo x; eixo y; x = 574 

12.) = cosec? x;eixo x; x = 7;X = 57 
13.xº2 = —-y;y=—4 

14.72 = -x,x= —-2;x= —4 

15.x2 +» + 4=0;y = —8. Tome os elementos de área per- 


pendiculares ao eixo 7. 
. A mesma região do Exercício 15. Tome os elementos de área 
paralelos ao eixo . 
7.x?-y+1=0;x-y+ 1 = 0. Tome os elementos de 
área perpendiculares ao eixo x. 
18. A mesma região do Exercício 17. Tome os elementos de área 
paralelos ao eixo x. 


pnmá 
Ga 


21. y=2-x!;y=—x 22. y=x; y=X 

23. y)=x—1;x= 24. y=x);x]=18-—y 
25. y=Vx;y= x 26. x=4-y;x=4-4y 
27. y=x;x—-3y+4 = 


31. y=2x*—-3x? — 9x; y=xº — 2x? — 3x 

32. 3y=x)—2x2 — 15x; y=x) — 4x? — 1x + 30 
33. y=x)+3x] + 2x; y= 2x? + 4x 

34. y=|x-1]+3y=0,x=-2x=4 

35. y=cosx—senx;x=0;y=0 


39. 


40. 


41. 


42. 


43. 


44. 


45. 


46. 


47. 


48. 


49. 


50. 


51. 


52. 


53. 


54. 


. y=senx;y=-—senx;x=-Smx=51 
37. 
38. 


p=bdiy=x"—-1;x=—1;x=1 
p=|x+I|+|x|y=0,x=—2x=3 


Ache, por integração, a área do triângulo tendo vértices 
(5, D, (1,3), e(-1, —2). 

Ache, por integração, a área do triângulo tendo vértices 
G, 4), 2, 0), e (0,1). 

Ache a área da região limitada pela reta x = 4e pela curva 
x) — x? + 2xy — y? = 0. (Sugestão: resolva a equação cú- 
bica em y em termos de x e expresse y como duas funções 
de x.) 


Ache a área da região limitada pelas três curvas y = x, 
x=y,ex+y=2. 
Ache a área da região limitada pelas três curvas y = x?, 


y=8-x?,e4x —- y+ 12=0. 

Ache, por integração, a área do trapézio tendo vértices 
(— = 1), (2, 2), (6, 2) Elis 1). 

Ache a área da região limitada pela curva y = sen x, pela 
reta »y = 1,e pelo eixo y à direita do eixo 7. 

Ache a área da região limitada pelas curvas y = sen x e 
y = cos x entre dois pontos de intersecção consecutivos. 
Ache a área da região limitada pela curva y = tg? x, pelo 
eixo x e pela reta x = 47. 


Ache a área da região acima da parábola x? = 4py e 
dentro do triângulo formado pelo eixo x e pelas retas 
y=x+ 8pey= -x+ 8p. 

Ache a área da região limitada pelas parábolas 

y2? = 4pxex” = 4pp. 

Ache a taxa de variação da medida da área do Exercício 48 
em relação a p quando p = 5. 


Ache a taxa de variação da medida da área do Exercício 49 
em relação a p quando p = 3. 
Determine m de tal forma que a região acima da reta 
= mx e abaixo da parábola y = 2x — x? tenha uma área 
de 36 unidades quadradas. 
Determine m de tal forma que a região acima da curva 
y = mxXm > 0), à direita do eixo y e abaixo da reta y = m 
tenha uma área de K unidades quadradas, onde K > 0. 
Se A unidades quadradas for a área da região limitada pela 
parábola y? = 4xe pela reta y = mx(m > 0), ache a taxa 
de variação de 4 em relação a m. 








5.10 INTEG RAÇÃO Quando aplicamos o segundo teorema fundamental do Cálculo para avaliar uma 
NUMERICA integral definida, é necessário obter uma integral indefinida. Na Secção 5.8 cal- 

culamos a integral indefinida com as técnicas apresentadas nas Secções 5.1 e 

5.2. Embora você vá aprender métodos adicionais para a obtenção de integrais 

indefinidas no Capítulo 9, ainda restarão algumas funções para as quais uma 

integral definida não pode ser calculada com exatidão, se forem usadas funções 
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elementares. Exemplos de tais integrais definidas são 


h 1 + x* dx f sen x? dx 


Outros exemplos encontram-se nos exercícios. Nessa Secção vamos aprender 
dois métodos para calcular um valor aproximado de uma integral definida de 
uma função que é contínua num intervalo fechado. Esses métodos frequente- 
mente dão uma precisão razoavelmente boa e variações deles são usadas para 
o cálculo de integrais definidas em computadores e calculadoras programáveis. 
O primeiro método é conhecido como regra do trapézio. 

Seja f uma função contínua no intervalo fechado [a, b]. A integral defini- 


b a E a . , 
a | f() dx é o limite de uma soma de Riemann; isto é 


Jo fedds= tim 5 re) a 


HA|j>0 i=1 


A interpretação geométrica da soma de Riemann 
2 SE) 4 


é que ela é igual à soma das medidas das áreas dos retângulos que estão acima 
do eixo x, mais o negativo da medida das áreas dos retângulos que estão abaixo 
do eixo x (veja a Figura 3 da Secção 5.5). 

Para aproximar a medida da área de uma região usaremos trapézios em vez 
de retângulos. Vamos também usar partições regulares e valores funcionais em 
pontos igualmente espaçados. 


Assim, para a integral definida U f(9 dx, dividimos o intervalo [a, b] em 


n subintervalos cada um com comprimento Ax = (b — a)/n. Obtemos os se- 
guintes pontos (n + D:xw =x =a+ Ax,w=a+2Ax,...,X=a + 


+IAX, o, X ,=2a+(n-— DAx,x, = b. Então, a integral definida E Fx) dx 


pode ser expressa como a soma de n integrais definidas da seguinte maneira: 


Jo s09 dx = [º fo) dx + oro) ax +... + [E ro)de ++ [O foddx (1) 


Para interpretar (1) geometricamente, consulte a Figura 1, na qual f(x) > O 
para todo x em [a, b]; contudo, (1) é válida para toda função contínua em (a, b). 


Então, a integral E SO) dx é a medida da área da região limitada pelo eixo 
x, pelas retas x = ae x = x, e pela parte da curva de P,a P,. Esta integral 


y 





O 


= X1  X2 X3 Xi Xi Xn-2 Xn—s 
a— Xo Xn=b 


FIGURA 1 


[too dx x 3 f(xo) + ft] Ax + Hf(x,) + f(x5)] Ax +. 


Tabela 1 

| X; 

0 0 

1 0,5 
2 | 

3 1,5 
4 2 

5 2,5 
6 3 


f(x) 


0,0625 
0,0615 
0,0588 
0,0548 
0,0500 
0,0450 
0,0400 


5.10.1 TEOREMA 
A Regra do Trapézio 


nu. 


k 
1 
2 
2 
2 
2 
2 
1 


k; Sci) 


0,0625 
0,1230 
0,1176 
0,1096 
0,1000 
0,0900 
0,0400 


À tuftx) = 0,6427 
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pode ser aproximada pela medida da área do trapézio formado pelas retas 
x=a,x = x, PP, e pelo eixo x. Por uma fórmula da Geometria, a medida 
da área desse trapézio é 


(xo) + f(x1)] Ax 


Analogamente, as demais integrais do segundo membro de (1) podem ser apro- 
ximadas pela medida da área de um trapézio. Para a i-ésima integral, 


[E so dx = Hf6r) + ft] Ax 


Assim sendo, se usarmos essa expressão para cada uma das integrais do se- 
gundo membro de (1), teremos 


+ f(xn-2) e SO 1)] Ax + AS (xa 1) E S(x)] Ax 
Logo, 
Je 109 dx x SAL Ato) + 2064) + 21060) +00. 4 Pla 1) + SO] 


Essa fórmula é conhecida como a regra do trapézio e vamos enunciá-la formal- 
mente no teorema a seguir. 


Se a a f for contínua no intervalo fechado [a, b] e os números a = Xo» 
Xis Xi. Rr 


o X = E formarem, uma pac dido, de la, b),. então 


E voo + Seu E - 2/66) +... +2f E ) + Nel 





| fig dx = 


EXEMPLO 1 


* dx 
o 16 + x? 


usando a regra do trapézio com n = 6. Expresse o resultado com três casas 
decimais. 


Ache uma aproximação para 





Solução Como fa, b] = [0,3] en = 6, 
b-—a b-a 3-0 
Ax = = 
jo n 2n 12 
3-0 = 0,25 
6 
= 0,5 
Logo, 


* d 
| Es = 0,25 f(xo) + 2f(x1) + 2f(x2) + 2f(x3) + 2f(x04) + 205) + Flx6)] 


onde f(x) = 1/(16 + x?). O cálculo da soma entre colchetes acima está na Ta- 
bela 1, cujos valores podem ser obtidos usando uma calculadora. Assim, 


a OG 
dado JO, ) 
x 0,1607 
x 0,161 
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Para obter um valor exato dessa integral definida é necessária uma técnica que 
você aprenderá na Secção 8.3. O valor exato até quatro casas decimais é 0,1609. 





Para considerar a precisão da aproximação de uma integral definida pela re- 
gra do trapézio, devemos ter em mente dois tipos de erros. Um deles é cometido 


quando aproximamos o gráfico da função por segmentos de retas. O termo er- 


ro de truncamento é usado para denominá-lo. O outro tipo de erro, que é inevi- 
tável, é o chamado erro de arredondamento. Ele surge porque números com 
finitas casas decimais são usados para aproximar números reais. À medida que 
o valor de n (número de subintervalos) aumenta, a precisão de aproximação 
da área da região por áreas de trapézios é maior, assim o erro de truncamento é 
reduzido. Porém, à medida que aumenta n, são necessários mais cálculos, O 
que acarreta um aumento no erro de arredondamento. Através de métodos de 
análise numérica é possível, num dado problema, determinar o valor de n que 
minimiza os erros combinados. Obviamente, o erro de arredondamento é afe- 
tado pela maneira como são realizados os cálculos. O erro de truncamento po- 
de ser estimado por um teorema. Provamos primeiro que quando Ax tende a 
zero e n aumenta indefinidamente, o limite da aproximação pela regra do tra- 
pézio é o valor exato da integral definida. Seja 


T=1A flo) + x) +... + (x) + f(x] 
Então, 


f= Lite) + flo) +... + Slcm)] Ax + 5[ flxo) — fc] Ax 
= T= 5 ft) Ax+4Lta — f(b)] Ax 


Logo, sen > +00 e Ax50, 


lim T= lim z Ff(x;) Ax + dim ali(a) — f(b)] Ax 


Ax> O Ax>O0 i= 


Il; fo) dx +0 


Assim, podemos tornar a diferença entre T e o valor da integral definida tão 
pequena quanto desejarmos, tomando n suficientemente grande (e, em conse- 
quência Ax suficientemente pequeno). 

O teorema a seguir, provado em análise numérica, fornece um método para 
estimar o erro de truncamento cometido quando usamos a regra do trapézio. 
Vamos denotar o erro de truncamento por e,. 


l 


Seja f uma função contínua no intervalo fechado [a, bl, ef' ef” ambas exis- 
tem em (a, b]. Se 


er = [109 dx -T. 


onde 7 é o valor aproximado de | f(x) dx encontrado pela regra do trapézio, 


então existe algum número 7 em [a, b)] tal que 


er= 7 (b- a) f(m) (A? | —-Q 





EXEMPLO 2 Ache um intervalo em que se situa o erro de truncamento no 
resultado do Exemplo 1. 
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Solução Encontramos primeiro os valores máximo e mínimo absolutos de 
S” 6º) em T0, 3). 


(9) = (16 + x"! 
flO)= —2x(16 + x?) ? 
f(x) = 8x4(16 + x)" — 2(16 + x)? 
= (6x2 — 32X16 + x"? 
— 6x(6x? — 32X16 + x?) * + 12x(16 + x2)7? 
24x(16 — x?(16 + x?) 74 


fo) 


Como f” (x) > 0 para todo x no intervalo aberto (0, 3), então f” é crescente 
no intervalo aberto (0, 3). Logo, o valor mínimo absoluto de f” em [0, 3] é 
f” (0), e o valor máximo absoluto de f” em [0, 3] é f”(3).. 


; vas 
dano il nao CEDO 
MO = ag DO = 15.625 


Tomando 7 = 0 no segundo membro de (2), obtemos 





3 em 1 
121 128/4 2.048 
Tomando 7 = 3 no segundo membro de (2), obtemos 


3 22 4 11 
2 (15853) 4 125.000 
Assim, sendo e; o erro de truncamento no resultado do Exemplo 1, encon- 
tramos 
8! ds 
“125.000 STS 2048] 


— 0,0001 < ey < 0,0005 


Se no Teorema 5.10.2 f(x) = mx + b, então f” (x) = O para todo x. Logo: 
er = O; assim, pela regra do trapézio temos o valor exato da integral definida 
de uma função linear. 

' Outro método para aproximar o valor de uma integral definida é dado pela 
regra de Simpson (chamada algumas vezes de regra parabólica), em homena- 
gem ao matemático britânico Thomas Simpson (1710-1761). Para uma dada par- 
tição do intervalo fechado [a, b], a regra de Simpson dá usualmente uma me- 
lhor aproximação do que a regra do trapézio. Na regra do trapézio, pontos su- 
cessivos no gráfico de y = f(x) são conectados por segmentos de reta, enquan- 
to que na regra de Simpson os pontos são conectados por segmentos de parábo- 
las. Antes de desenvolver a regra de Simpson, vamos enunciar e demonstrar 
um teorema que será necessário. 





Se Po(Xos Yo) Pi(X:Y1) e P;(X,, Y) forem três pontos não-colineares sobre a 
parábola com a equação y = 4x? + Bx + C,ondey 20, >z0€ey2>60, 
xXx =X + hex, = x, + 2h, então a medida da área da região limitada pela 
parábola, pelo eixo x e pelas retas x = x) e x = x, será dada por 


5h (Do + 4) + Ya) 


5.10.3 TEOREMA 










364 Integração e a Integral Definida 


y (x2, 42) Prova A parábola cuja equação é y = 4x? + Bx + C tem um eixo vertical. 
ne So dp, Veja a Figura 2, que mostra a região limitada pela parábola, pelo eixo x e pelas 
; retas x = X€Xx = X. 

Como P,, P, e P, são pontos sobre a parábola, suas coordenadas satisfazem 
a equação da parábola. Assim, quando substituímos x, por xy + he x, por 


Xo + 2h, temos 





(Xo, Yo) 
B 


Yo — Axo” + Bxo + C 


yi=4(xo+h2 + B(xo+h)+C 
= A(xo” + 2hxo + h?) + B(xo + h)+C 


x y2 = A(xo + 2h) + Bixo +2h)+C 
h h 
FIGURA 2 = A(xo” + 4hxo + 4h?) + B(xo + 2h) + C 
Logo, 
Vo + 4), + y; = A(6xo” + 12hxo + 8h?) + B(6xo + 6h) + 6C 3) 


Agora, se K unidades quadradas for a área da região, então K poderá ser 
calculado como o limite de uma soma de Riemann e teremos 


K= lim S (46? + BE, +C)Ax 


H4|+0 i=1 
= prt (Axº + Bx + C) dx 
xo 


2h 
= 3Axº + 4Bx” + ER 
xo 


= 3A(xo + 2h) + 5B(xo + 2h)? + C(xo + 2h) — (54x9? + 1Bxo? + Cxo) 
= Ih[A(6xo? + 12hxo + 8h?) + B(6xo + 6h) + 6C] 


Substituindo, de (3), nessa expressão, para K obtemos 


K = 3h(Yo + 4: + Ya) ms 


Seja f uma função continua no intervalo fechado [a, b]. Consideremos uma 
partição regular do intervalo [a, b] com n subintervalos, onde n é par. O com- 
primento de cada subintervalo é dado por Ax = (b — a)/n. Vamos denotar 
os pontos sobre a curva y = f(x), cujas abscissas são os pontos da partição 
Polo Yo), PX Yi)...» Pi(X, Y,); veja a Figura 3, onde f(x) > O para todo 
x em [a, b). 





Õ de CO RR CE E RE E É RD AR o 


FIGURA 3. 
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Aproximamos o segmento da curva y = f(x) de P, a P, pelo segmento da 
parábola com eixo vertical e passando pelos pontos P,, P, e P,. Então, pelo 
Teorema 5.10.3, a medida da área da região limitada por essa parábola, pelo 
eixo x e pelas retas x = xw ex = x, com A = Ax, é dada por 

3 Axo + 491 +72) OU SAX fixo) + 4f(x1) + S(x9)] 


Analogamente, aproximamos o segmento da curva y = f(x) de P, a P, pelo 
segmento da parábola com eixo vertical e que passa pelos pontos P,, P, e P,. 
A medida da área da região limitada por essa parábola, pelo eixo x e pelas retas 
x =xex = x, é dada por 

34xy> +4y3 +34) OU SAx[ f(x) + 4f(x3) + f(x9)) 

Esse processo continua até que se obtenha 5-n de tais regiões e que a medida 
da área da última região seja dada por | 

3 Ax(Yn-2 EE 4)n-1 + Ya) ou 3 Ax[ f(x, - 2) ER 4f(Xn-1) E F(x,)] 

A soma das medidas das áreas dessas regiões aproxima a medida da área da 


região limitada pela curva cuja equação é y = f(x), pelo eixo x e pelas retas 
x = aex = b. A medida da área dessa região é dada pela integral definida 


| f0) dx. Então, temos uma aproximação da integral definida. 
3 Axl flo) + lc) + Slxa)] + 3 Axl fo) + 4f(x3) + flcg)] +... 
e 3 Ax[ f(Xn-4) + (Km 3) a f(x 2)] o 3 Ax[ (x, - 2) + f(x 1) EE F(x,)] 
- Assim, 
Il: fl) dx = À Ax[ fixo) + flo) + 21000) + Sf(xs) + fla) +... + Woo) + Flo) + f(x] 


onde Ax = (b — a)/n. 
Essa fórmula é conhecida como regra de Simpson. Seu enunciado formal se- 
rá dado no próximo teorema. 






5.10.4 TEOREMA “Se a função f for contínua no intervalo fechado [a, b), n for um inteiro par 
Regra de Simpson |.e.os números a = xo, Xi Xp» +.» Xn-1» Xp = b formarem uma partição regular 
“dela, b], então e | 





= 







PRA? dx = E a (Oo) + 4f(X) + 2$ 06) + 4f00) + 2109) + ... 


o + 21(%,-2) Es Wa Ea FCc)] 

















EXEMPLO 3 Use a regra de Simpson com n = 4 para aproximar o valor de 
“(2 dx 
o Xx+1 
Solução Aplicando a regra de Simpson com n = 4, temos . 
PAR Ai b-a 1-0 
n 3n 3(4) 
“1-0 = 4 
4 
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Tabela 2 
i X; 
O O 

1 0,25 
2 0,5 
3 0,75 
4 l 


f(x) 


1,00000 
0,80000 
0,66667 
0,57143 
0,50000 


k 


eua 


l 
4 
2 
4 
l 


k; f(x; 


1,00000 
3,20000 
1,33334 
2,28572 
0,50000 


4 
S kf(x;) = 8,31906 
i=0 
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Logo, se f(x) = 1/(x + 1), 





1 dx | 

[5555 = BU) + 40) + 2069 + At) + e] 
O 

Os resultados da expressão entre colchetes no segundo membro, obtidos com 

uma calculadora, estão na Tabela 2. Portanto, 


* dx | 
0 


x 0,69325* 


Arredondando o resultado para quatro decimais, obtemos 
É aid 
| = 0,6933 
o X+1 


Na Secção 7.1 você aprenderá a calcular o valor exato dessa integral definida 
com aproximação de até quatro casas decimais, que é 0,6931. Nossa aproxima- 
ção coincide com o valor exato nas primeiras três casas e o erro de aproximação 
é — 0,0002. | 


Ao aplicar a regra de Simpson, quanto maior tomarmos o valor de n, menor 
será o valor de Ax e assim, geometricamente parece evidente que menor será 
o erro de truncamento da aproximação, pois a parábola, passando por três pon- 
tos de uma curva que estão próximos um do outro, está próxima da curva em 
todo subintervalo de comprimento 24x. 

O teorema a seguir provado em análise numérica, apresenta um método para 
determinar o erro de truncamento ao aplicar a regra de Simpson. Esse erro será 
denotado por es. 


Seja f uma função continua no intervalo fechado la o, eras Í "efvto-. 
das existem em [a, 5]. ne 


- [É SC) dx - 8 


onde S é o valor aproximado de |; SO) dx encontrado pela regra de Simpson, 


então existe algum número n em [a, b] tal que 





es=—lb-— a) SA (4 
EXEMPLO 4 Ache um intervalo em que se situa o erro de truncamento no 
Exemplo 3. 

Solução 


fo) = (e + 1) 

fo)=-—Hx+ D7 
TO) = Ux + 17º? 
fo) = —6(x + 7 
fo) = 24(x + 1)7$ 
1x) = — 120(x + 1)7$ 
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Como f( (x) < O para todo x em [0, 1], fi? é decrescente em [0, 1]. Assim 
o valor mínimo absoluto de fi? está no extremo direito 1, e o valor máximo 
absoluto de fi”? em [0, 1] está no extremo esquerdo 0. 


MO =24 e feN)=3 
Substituindo no segundo membro de (4) n por 0, obtemos 
—ao(b — a) fOAONAx)* = — ho(24)()* 
x — 0,00052 
Substituindo no segundo membro de (4) 7 por 1, obtemos 


(tags = 3 (1 
= 00 ad = =. (5) 


Assim: x — 0,00002 


— 0,00052 < es < — 0,00002 
Essa desigualdade está de acordo com a discussão do Exemplo 3, com res- 


peito ao erro na aproximação de |; dx/(x + 1) pela regra de Simpson, pois 
— 0,00052 < —0,002 < — 0,00002. 





Se f(x) for um polinômio de grau três ou menos, então fi” (x) = 0 e, por- 
tanto, es = O. Em outras palavras, a regra de Simpson dá um resultado exato 
para um polinômio do terceiro grau ou menor. Essa afirmativa é geometrica- 
mente óbvia se f(x) for do segundo ou do primeiro grau, pois no primeiro caso 
o gráfico de y = f(x) é uma parábola e no segundo, é uma reta. 


, pa « . b 
Os métodos numéricos podem ser aplicados para aproximar | J() dx, mes- 
a 


mo quando não conhecemos uma fórmula para f(x), contanto que, é claro, te- 
nhamos acesso a alguns valores de função. Tais valores são, muitas vezes, obti- 
dos experimentalmente. O exemplo a seguir envolve essa situação: 





EXEMPLO 5 Uma partícula movendo-se ao longo de uma reta horizontal tem 
uma velocidade de v(í) m/s em ts. A Tabela 3 apresenta valores de v(t) para 
intervalos de tempo de + s, num período de 4 s. Use esses valores e a regra de 
Simpson para determinar a distância aproximada que a partícula percorre du- 
rante 4 s. 


Tabela 3 | 
t 0 0,5 1,0 1,5: 2,0 2.9 3,0 3,5 4,0 
v(t) 0 0,15 0,35 0,55 0,78 1,02 1,27 | 1,57 1,90 


Solução O número de metros que a partícula viaja durante 4 s é E v(g) dt. 
Da regra de Simpson com n = 8, temos 
b—a b—-a 4-0 


-—o a 


n 3n 24 
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Portanto, 


A v(t) dt = 
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+ [v(0) + 4v(1) + 2v(2) + 4V(3) + 2v(4) + 4V(5) + 2(6) + 4v(7) + v(8)] 


= [0+ 4(0,15) + 2(0,35) + 4(0,55) + 2(0,78) + 4(1,02) + 2(1,27) + 4(1,57) + 1,90] 


= | [19,86] 
=3,31' 


Assim, a partícula percorre aproximadamente 3,31 m durante 4 s. 








EXERCÍCIOS 5.10 


Nos Exercícios de 1 a 12, calcule o valor aproximado da integral 
definida dada pela regra do trapézio com o valor de n indicado. 
Expresse o resultado com três casas decimais. Nos Exercícios de 
lag, ache o valor exato da integral definida e compare-o com 
a aproximação. 


Ee 
nd dx; n = 4 


2. fo x./4 — x? dx;n = 8 


4. o senxdx;n=6 
joe 10 d 

— n=5 6 | o mà 

1 2 1+x 

dx 3 

—— e n = 8. | JI+x?dxn=6 

f V1 + x? ), 
3n/2 

9. | E dxn=6 10. E VI+xºdxn=4 


n/2 
nz | EO eso 
o 1+x 


11. Ia Jitx!dxn= 6 


3: | o COS x dx; n=4 


do 








Nos Exercícios de 13 a 18, ache um intervalo em que se situa O 
erro de truncamento na aproximação do exercício indicado. 


15. Exercício 3 
18. Exercício 8 


14. Exercício 4 ' 
17. Exercício 5 


13. Exercício 1 
16. Exercício 6 


2 ' Ri 
19. Aproxime o x) dx com três casas decimais pela regra de 


Simpson, com n = 4. Compare o resultado com aquele ob- 
tido no Exercício 1, e observe que a regra de Simpson leva 
a resultados mais precisos do que a regra do trapézio com 
o mesmo número de subintervalos. 


“ K A . . 
20. Aproxime |; sen x dx com três casas decimais pela regra de 


Simpson, com n = 6. Compare o resultado com aquele ob- 
tido no Exercício 4 e observe que a regra de Simpson leva 
a resultados mais precisos do que a regra do trapézio com 
o mesmo número de subintervalos. 


Nos Exercícios de 21 a 24, aproxime a integral definida pela re- 
gra de Simpson com o valor indicado de n. Expresse o resultado 
com três casas decimais. 


Q d 0 
a. | E ind 22, 
“1 1—x 


dx 
= hn = 
EETE VA E a 





od 2d 
23. | E mn=a dj): eg 
o X +x+1 (x+1 


Nos Exercícios de 25 a 28, ache limitantes para o erro de trunca- 
mento na aproximação do exercício indicado. 


25. Exercício 19 26. Exercício 20 
27. Exercício 21 28. Exercício 24 


Cada uma das integrais definidas nos Exercícios de 29 a 34 não po- 
de ser calculada exatamente em termos das funções elementares. 
Use a regra de Simpson com o valor indicado de n, para encon- 
trar um valor aproximado da integral definida dada. Expresse 
o resultado com três casas decimais. 


3n/2 
o. | RO 6 30. ho t+ xt den=6 

n/2 X 
31. for Vi+x dxn=4 32. jh VI-xº dxn=4 

2 dx n/2 
33. ——— on =8 34. senx dx;n = 6 

| VI + x j 

35. Mostre que o valor exato da integral E J4-—- x dxéga, 


interpretando-a como a medida da área de uma região. Apro- 
xime a área integral definida pela regra do trapézio com n=8. 
Dê o resultado com três casas decimais e compare o valor 
assim obtido com o valor exato. 





36. Mostre que o valor exato da integral 


| ; 

: ml —- x dxé x 
interpretando-a como a medida da área de uma região. Use 
a regra de Simpson com n = 6 para obter uma aproximação 
do valor da integral definida com três casas decimais. Com- 
pare os resultados. 


Nos Exercícios 37 e 38, os valores das funções f(x) foram obti- 
dos experimentalmente. Com a hipótese de que f é contínua em 


[0, 4, aproxime A ftx) dx por (a) a regra do trapézio e (b) a 


regra de Simpson. 


0,50 1,00 1,50 2,00 2,50 3,00 3,50 4,00 


37. x 10 
fO) | 3,25 4,17 4,60 3,84 3,59 4,23 4,01 3,96 3,75 
38. x |0 0,4 0,8 1,2 1,6 20 24 2,8 3,2 3,6 4,0 
f0) 18,44 8,81 7,9 7,5 7,6 7,2 6,8 6,3 6,5 6,0 5,7 








Nos Exercícios 39 e 40, use a regra de Simpson para aproximar 
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a área da região sombreada na figura. 


39. y 





41. Uma mulher levou 10 min para dirigir de sua casa ao super- 
mercado. A cada intervalo de 1 min ela olhava o velocime- 
tro, e suas leituras são dadas na tabela a seguir, onde v(1) 
quilômetros por hora foi a leitura t min depois que ela saiu 
de casa. Use a regra de Simpson para aproximar a distância 


(4, 2,7) 








da casa da mulher até o supermercado. 
Ss 6 7/8 


t O 1 2/3 
v(M) |O 30 33 41 


38 32 42 45 4] 


42. A forma de um estacionamento é irregular e o comprimento 
do terreno de oeste a leste é 240 m. No extremo oeste do ter- 
reno a largura é de 150 m e no extremo leste é de 175 m. Em 
40, 80, 120, 160 e 200 m do extremo oeste, as larguras são 
154, 158, 165, 163 e 172 m, respectivamente. Use a regra de 
Simpson para aproximar a área do estacionamento. 

43. Ache a área da região limitada pelo laço da curva cuja equa- 
ção é y? = 8x? — x$. Calcule a integral definida pela regra 
de Simpson com n = 8 e expresse o resultado com três casas 
decimais. 

44. Aplique a regra de Simpson para a integral definida E 109) dx, 
onde f(x) é um polinômio de terceiro grau, para provar a fór- 
mula prismoidal: 


b — 
| fog =200 o +4 (5º) + sto | 


Nos Exercícios de 45 a 48, calcule a integral definida por dois mé- 
todos: (a) use a fórmula prismoidal dada no Exercício 44; (b) use 
o segundo teorema fundamental do Cálculo. 


45. f “(ac — 3x2 + dx 46. E (2x3 — 2x — 3) dx 

47. [Pr 32x 6)dx 48. fis + x? - 4x — 2)dx 

49. Suponha que f seja uma função contínua no intervalo fecha- 
do [a, b]. Sejam Te S os valores aproximados de |: SO) dx 


pelas regras do trapézio e de Simpson, respectivamente, usan- 
do para ambas a mesma partição do intervalo [a, b]. Mostre 
que 


S = LT + Axl) + fc) + Ste) +... + fl 1)] 


onde n é par. 
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Nos Exercícios de 1 a 24, execute a antidiferenciação, isto é, cal- 


cule a integral indefinida. 


1. fes — xº + 3) dx 
3. |(4y + 6,9) dy 


5. | sen 31 dt 


a | 


j fcos? x sen x dx 


P, 5 
. [(a-S)a 


11. J Sx(2 + 3x2)8 dx 


No 


2. [sat +3x— dx 


4 


6. 


8 


10. | [if e? dt 


12 


: [seas 

sen vw 
jd 
[+ 2?) dx 


dw 





: fat — 1 dx 


13. | ( 3x + =) dx 14. Jay tw + 3 dw 
5x 


E x) + x 16. fes + x)/x? + 3 dx 


|—————— d: 
(x* + 2x?) 


17 18. fi sec? 1º dt 


S 
| -—— ds 
[= 


19. Il te? 38 do 20. ) (3cotg?2x — 2cosec? 3x) dx 


2”. | Scostx- 3tgx, 22. [sen 20 cotg 28 do 


Cos x 
3 
x) +2 l 
Ê x—— dx 





a 


23. fax +36 + dx + 
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Nos Exercícios de 25 a 28, ache o valor exato da integral definida 
usando a definição; não use o teorema fundamental do Cálculo. 


25. fo (3x? — 1) dx 26. l: (2x? + 4x + dx 
27. [= 03 +25) dx 28. [RR (x2 — 12 dx 


Nos Exercícios de 29 a 38, calcule a integral definida, usando o 
segundo teorema fundamental do Cálculo. 


5 dy 
29. f (3 — 3t) dt 30. | Ro dem 
se 2v— | 
1/2) 
12x dx 5 5/02 
1 [ RETO 32. [| ,2 AX +2dx 


n/6 2 
sai | sen 26 dê 


ais 21 1 
o cos? 20 34. E sen? lt cos tt dt 








E 2 
35. | E 36. | da 
-“1N/x+2 1/5—y 
37. a (tg? ;x + sec? Ix)dx 38. (A = (1 —- cos9)cosec2 0 dB 


Nos Exercícios de 39 a 42, ache a solução completa da equação 
diferencial dada. 


d d? 
39, Py = (— 12 40. Ta — 12x? — 30x 


d? fito 
41. 5 =V2x—1 + im 
dx dx y/2x +41 


43. Calcule | (x? + 1)xº dx por dois métodos: (a) tome 


= xº + 1; (b) calcule primeiro (xº + 1). Compare -os 
resultados e explique a diferença na aparência das respos- 
tas obtidas em (a) e (b). 


44. Calcule | (0º)4x dx como | uº du e como | 4xº' dx, e 
compare os resultados. 


45. A inclinação da reta tangente num ponto (x, y) de uma cur- 
va é 10 — 4x e o ponto (1, —1) está na curvà. Ache uma 
equação da curva. 

46. A função custo marginal para determinada mercadoria é da- 
da por C'(x) = 6x — 17. Se o custo de produção de 2 uni- 
dades for 825, ache a função custo total. 

47. A função rendimento marginal para certo artigo é dada por 
R'(%9) = 4x? — 10x + 12. Ache (a) a função rendimento 
total e (b) uma equação envolvendo p e x (a equação de de- 
manda) onde x unidades são demandadas quando p for o 
preço por unidade. 

48. A matrícula em certa universidade vem crescendo a uma ta- 
xa de 1.000 (t + 1)! estudantes por ano desde 1985. Se 
a matrícula em 1988 foi de 10.000, (a) qual foi a matrícula 
em 1985 e (b) qual será a matrícula em 1993 se é esperado 
que ela cresça à mesma taxa? 

49. O volume de um balão está crescendo de acordo com a fór- 


mula so =t+1+ É, onde V cm” é o volume do 


balão em ts. Se V = 33 quando t = 3, ache (a) a fórmula 
para V em termos de t; (b) o volume do balão em 8 s. 

50. Suponha que determinada empresa estime o crescimento de 
sua receita devido às vendas pela fórmula = Mt IPS, 
onde S milhões é a receita bruta das vendas daqui a t anos. 
Se a receita bruta das vendas do ano corrente for de 8 mi- 
lhões, qual deverá ser a receita bruta esperada daqui a 2 anos? 

51. É 31 de julho e um tumor vem crescendo dentro do corpo 
de uma pessoa de tal forma que t dias desde 1º de julho 
o volume do tumor estará aumentando a uma taxa de 
“o (t + 6)/2 cm? por dia. Se o volume do tumor em 4 de 
julho era de 0,20 cm”, qual será o volume hoje? 

52. Depois de pesquisar, certo fabricante determinou que se x 
unidades de um dado artigo forem produzidas por dia, o custo 
marginal será dado por C'(x) = 0,3x — 11 onde Cy) é O 
custo total da produção de x unidades. Se o preço de venda 
do artigo for fixado em $19 por unidade e o custo geral for 
$100 por dia, ache o lucro máximo diário que poderá ser 
obtido. 

53. Um fabricante de brinquedos tem um novo brinquedo para 
lançar no mercado e deseja determinar o preço de venda pa- 
ra O brinquedo, tal que o lucro total seja máximo. Pela análise 
do preço e da demanda de outro brinquedo similar, ele previu 
que se x brinquedos forem demandados quando p for preço 


unitário, então a = — Oo e a demanda deverá 


ser 1.800 quando o preço for $10. Se C(x) for o custo total 
da produção de x brinquedos, então C(x) = x + 7.500. 
Ache o preço que deverá ser fixado para que o lucro do fa- 
bricante seja máximo. 


Nos Exercicios 54 e 55 uma partícula move-se em linha reta, s cm 
é a distância orientada da partícula à origem em ts, v cm/séa 
velocidade da partícula em tse a cm/S é a sua aceleração em ts. 


S4.a =3t+ 4;v=5Ses=ãêgO, quando tr = 0. Expresse ve 
s em termos de t. 

55.a = 6cos2t;v = 3es = 4, quando t = 5. Expresse ves 
em termos de t£. 

56. Desprezando a resistência do ar, se um objeto cai de um avião 
a uma altura de 9.000 m acima do nível do mar, quanto tem- 
po levará para o objeto atingir a água? 

57. Suponha que uma bala seja disparada verticalmente para bai- 
xo pelo avião mencionado no Exercício 56, com uma veloci- 
dade na boca da arma de 750 m/s. Desprezando a resistên- 
cia do ar, quanto tempo levará para a bala atingir a água? 

58. Uma bola é atirada verticalmente para cima do telhado de 
uma casa, 19 m acima do solo, com uma velocidade inicial 
de 14 m/s. (a) Quanto tempo levará para a bola atingir a al- 
tura máxima, e (b) qual será a altura máxima? (c) Quanto 
tempo levará para a bola atingir o solo e (d) com que veloci- 
dade ela o atingirá? 

59. Suponha que a bola do Exercício 58 seja atirada para baixo 
com uma velocidade inicial de 14 m/s. (a) Quanto tempo 
irá decorrer até a bola atingir o solo e (b) com que veloci- 
dade ela o atingirá? 
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60. Suponha que a bola do Exercício 58 caia de cima da casa. 
(a) Quanto tempo irá decorrer até ela atingir o solo e (b) com 
que velocidade ela o atingirá? 


Nos Exercícios 61 e 62, ache as somas. 
100 41 
61. o 2i(iº — 1) 62. a (V3i—-1—-93i+2) 
i=1 i=1 


63. Prove que p> 


ds 2 
PP = ( 2 ) , € verifique a fórmula 
Rea 


paran = 1,2€e3. 


64. Expresse como uma integral definida e calcule: 
n 


lim | » 


(8/i/n'2) (Sugestão: considere a função 
ns +00 


f tal que f0) = %. 


65. Mostre que cada uma das desigualdades é válida: 


es | a z 2 ' 
a a Cm o. 
-2X—3 casta 2 e: [X—3 


5 5 
o | di > faaid 








a Xx—3 4 X 
66. Se 
O sea<x<c 
fO)=4k sex=c 


| sec<x<b5, 
prove que f é integrável em [a, b) e E fQ) dx = b — e, não 


importando o valor de k. 


Nos Exercícios 67 e 68, aplique o Teorema 5.6.9 para achar um 
intervalo fechado contendo o valor da integral definida dada. 


67. ("e cost dt 68. |, DPI + T dx 
Nos Exercícios 69 e 70, calcule a integral definida. 


69. | ,|x— 2P dx 70. [É, xx — 3J dx 


Nos Exercícios de 71 a 74, calcule a derivada. 


d (4 A 

MA —| QU-4? dt — | — > dt 
a ) dx SR 
d (41 

73. — — dt x>0 
Da Ré 
d sec XxX 

4 — vtt-ld O<x<dz 
X J1 


75. Ache o valor médio da função co-seno no intervalo fechado 
la, a + 271]. 

16. Interprete o teorema do valor médio para integrais Dota), 
em termos do valor de uma função média. 

77. Se fO) = x? x — 3, ache o valor médio de fem [7, 12]. 

78. (a) Ache o valor médio da função f definida por f(x) = 1/x? 
no intervalo [1, 7]. (b) Se 4 for o valor médio encontrado 
na parte (a), ache lim 4. 


FP -—s +00 
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79. Um corpo cai do repouso e percorre uma distância de s m 
antes de atingir o solo. Se a única força agindo sobre ele 
é a da gravidade, o que lhe dá uma aceleração de g m/s? 
em direção ao solo, mostre que o valor médio da velocida- 
de expresso como uma função da distância, enquanto ele 
percorre essa distância, é + V2gs m/s e que essa velocidade 
média é dois terços da velocidade final. 

80. Suponha que uma bola caia do repouso e que t s depois, 
sua distância orientada do ponto de partida seja s m e sua 
velocidade seja v m/s. Desprezando a resistência do ar, 
quando t = t,,S=s/ev= vv, (a)expresse v como uma 
função de £ quando v = f(t) e ache o valor médio de f em 
[O, t]. (b) Expresse v como uma função de s quando 
v = h(s) e ache o valor médio de h em [0, s,]. (c) Escreva 
os resultados das partes (a) e (b) em termos de £, e deter- 
mine qual velocidade média é maior. 


Nos Exercícios de 81 a 88, ache a área da região limitada pelas 
curvas e retas dadas. Faça uma figura mostrando a região e um 
elemento retangular da área. Expresse a medida da área como 
o limite de uma soma de Riemann e depois com a notação de 
integral definida. Calcule a integral definida pelo segundo teo- 
rema fundamental do Cálculo. 


81.» =9 —- x?; eixo x; eixo y; x = 3 
82.y=3cos;xeixox;x= -1mx=ir 
83. y =2/x- 1I;eixox;x=5;x=h17 
84. y = 16 — x?; eixo x 
85.y = xvx+ 5S;eixox,x= -—-|I;x=4 

4 : 
86.) = — — Xeixo x; x = —2 x = —1 

x 


87.x2 +) -5=0;y=-4, 

88. y =x? -—- 7x;eixox;x=2:;x=4 

89. Ache a área da região limitada pelas curvas x = ye x = y2. 

90. Ache a área da região limitada pelas curvas y = sen 2x e 
»y=senxdex=Oatéx =. 

91. Ache a área da região limitada pelas curvas y = cos xe 
y=senxdex=çratéx= dz. 

92. Ache a área da região limitada pelo laço da curva 
yº = x44 — ». 

93. Ache a área da região no primeiro quadrante limitada pelo 
eixo y e pelas curvas y = sec xe y = 2tg?x. 

94. Um automóvel rodando a uma velocidade constante de 
80 km/h por uma estrada reta não obedece a um sinal de 
parada. Se 3 s mais tarde o carro da polícia rodoviária esta- 
cionado no sinal de parada parte com uma aceleração cons- 
tante de 3 m/s, quanto tempo irá levar para alcançar o au- 
tomóvel e a que distância isto irá ocorrer? Determine tam- 
bém a velocidade do carro da polícia quando ele ultrapassar 
o automóvel. 

95. Suponha que num dado dia, numa certa cidade, a temperatu- 
ra fahrenheit seja f(t) graus, t horas depois da meia-noite e 


ft) = 60 — ISsenjr(8-) 0O<xt<24 


(a) Faça um esboço do gráfico de f. Ache a temperatura à 
(b) meia-noite; (c) 8 da manhã; (d) meio-dia; (e) 2 da tarde 
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e (f) 6 da tarde. (g) Ache a temperatura média entre 8 da 
manhã e 6 da tarde. (Para reduzir graus fahrenheit a centí- 
grados subtraia 32 e multiplique por 5/9. (N.7T).) 


o . ... Rn 
- Sen for um inteiro positivo, prove que E sen? nx dx = 


nd 
=, an. 


Nos Exercícios 97 e 98, ache um valor aproximado para a inte- 
gratl, usando a regra do trapézio com n = 4. Expresse o resulta- 
do até três casas decimais. 


97. fo VI + x? dx 98. a V! + xº dx 


Nos Exercícios 99 e 100, ache um valor aproximado para a inte- 
gral do exercício indicado, usando a regra de Simpson com n = 4. 
Expresse o resultado até três casas decimais. 


99, Exercício 97 100. Exercício 98 
101. Ache um valor aproximado da seguinte integral, até três ca- 
sas decimais, por dois métodos: (a) use a regra do trapézio 
com n = 4; (b) use a regra de Simpson com n = 4: 


1/2 cos x 
| — — dx 
mio X 
Os fatores funcionais de f(x) na tabela a seguir foram obti- 
dos experimentalmente com a hipótese de que f é contínua 





102. 


em [i, 3], aproxime |; f(x) dx pela (a) regra do trapézio 


e (b) regra de Simpson. 





1 1,2 1,4 1,6 1,8 2,0 2,2 24 2,6 2,8 3,0 


f0)|52 575,8 63 61 64 60 65 68 67 64 


103. Calcule [cos x + 3/dx. 


104. Formule um exemplo de uma função descontínua para a 
qual o teorema do valor médio para integrais (a) não se apli- 


ca e (b) se aplica. 
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Nos Exercícios 105 e 106, use o segundo teorema fundamental 
do Cálculo para calcular a integral definida. Então, encontre o 
valor de x que satisfaça o teorema do valor médio para integrais. 


105. ho (x? + 1) dx 


107. 


108. 


109. 


110. 


11. 


106. f x dx 


Seja f continua em ([a, b]) e | f(t) dt * O. Mostre que pa- 
ra qualquer k em (0, 1) havérá um número c em (a, b) tal que 
E ft) dx = k |: f() dt. (Sugestão: considere a função 
F paia a qual F (x) = | Je) dt / E f(t) dt, e aplique o 
teorema do valor intermediário.) . 


Dada F(x) = a — dtex > 0. Prove que F é uma função 
X 


constante, mostrando que F'(x) = 0, (Sugestão: use o pri- 
meiro teorema fundamental do Cálculo (5.9.1) após escre- 


ver a integral dada como a diferença de duas integrais.) 
Sefo)=x+|x—1le 


x sex <l 
F(x) = 
(x) dai sel <x 


mostre que F é uma antiderivada de f em (— c0, + 00). 
Seja fe g duas funções tais que para todo x em (— co, + 00), 
f O) = g0)eg'0) = — x). Depois, suponha que /(0) = O 
e g(0) = 1. Prove que 


LP + [go)P = 1 


(Sugestão: considere as funções Fe G onde F(x) = [f(9)] 


e G(x) = — [g(O]”, e mostre que F'(x) = G' (x) para to- 
do x.) 
Dada a integral o (º + bx + c) dx, onde db, ce d são 


constantes. Suponha que essa integral seja aproximada pe- 
la regra do trapézio com n = k. (a) Mostre que o erro na 
aproximação é exatamente — 36/k?. (b) Qual é o menor va- 
lor de k tal que a aproximação seja exata até uma casa 
decimal? 
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As possibilidades de aplicação do Cálculo Integral em Geometria, Física e En- 
genharia são demonstradas neste Capítulo. — 

Nas Secções 6.1 e 6.2 aplicamos a integral definida para calcular os volumes 
de vários tipos de sólidos. Usamos cortes, discos e anéis circulares na Secção 
6.1 e invólucros cilíndricos na Secção 6.2. Mostramos na Secção 6.3 como a 
integral definida pode ser usada para calcular o comprimento de arco do gráfi- 
co de uma função entre dois pontos. | 

As aplicações físicas de integração aparecem nas outras quatro secções. De- | 
terminamos centros de massa de barras na Secção 6.4 e centros de massa de 
regiões planas na Secção 6.5. O trabalho realizado por uma força variável atuan- | 
do sobre um objeto é calculado na Secção 6.6. A Secção Suplementar 6.7 trata 


e aa .- 
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da aplicação de integrais definidas para determinar a força causada pela pres- 
são líquida, tal como a pressão da água contra o lado de um recipiente. 








6.1 VOLUMES DE SÓLIDOS A definição de área de uma região plana nos levou à definição da integral defi- 
POR CORTES, DISCOS E nida. No desenvolvimento, usamos a fórmula para a área de um retângulo, da 
ANEIS CIRCULARES Geometria Plana. Usamos um processo similar para obter volumes de determi- 
nados tipos de sólidos. Um deles é um cilindro reto. Note que neste capítulo 
um cilindro é considerado sólido, enquanto que mais adiante, no Capítulo 15, 
definimos um cilindro como uma superfície. 

Um sólido será um cilindro reto se for limitado por duas regiões planas con- 
gruentes R, e R,, situadas em planos paralelos e por uma superficie lateral ge- 
rada por um segmento de reta, tendo seus extremos sobre os limites de R, e R,, 
que se move de modo que seja sempre perpendicular aos planos de Re R,. A 
Figura 1 mostra um cilindro reto. A altura do cilindro é a distância perpendicu- 
lar entre os planos de Re R,e a base é R, ou R,. Se a base do cilindro reto 
for uma região encerrada por um retângulo, teremos um paralelepípedo retan- 
gular, que aparece na Figura 2, e se a base for uma região encerrada por um 

círculo, temos um cilindro circular reto, como mostra a Figura 3. 








FIGURA 1 FIGURA 2 FIGURA 3 


Se a área da base de um cilindro reto for 4 unidades quadradas e a altura 
for h unidades, então, da geometria dos sólidos, se V unidades cúbicas for o 
volume 


V = Ah 


Usaremos essa fórmula para obter um método de calcular a medida do volu- 
me de um sólido para o qual a área de qualquer secção plana (uma região plana 
formada pela intersecção de um plano com o sólido) que é perpendicular a um 
eixo, seja uma função da distância perpendicular da secção plana de um ponto 
fixo sobre o eixo. A Figura 4 mostra tal sólido S que se situa entre planos per- 
pendiculares ao eixo x em a e b. Seja A(x) unidades quadradas a área da secção 
plana de S que é perpendicular ao eixo x em x. Exigimos que 4 seja continua 
FIGURA 4 em fa, b]. 


Seja A uma partição do intervalo fechado [a, b], dada por 





Aa=Xo<X<X<...<x,=bD 


Existem, então, n subintervalos da forma [x,.,, x], onde i = 1,2,..., n, sen- 
do A,x = x; — X;. | O comprimento do i-ésimo subintervalo. Escolhemos qual- 
quer número É, com x, ., < & < x; em cada subintervalo, e construímos os 
cilindros retos com A;x unidades de altura e a área das secções planas igual a 
A(£,;) unidades quadradas. A Figura 5 mostra o i-ésimo cilindro reto, que cha- 
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maremos de elemento de volume. Se A;V unidades cúbicas for o volume do 
i-ésimo elemento, então 


A;V = A(6i) Ax 


À soma das medidas dos volumes de n elementos é 
DAV=> A) Ax (1) 
i=1 i= | 


que é a soma de Riemann. Essa soma é uma aproximação do que intuitivamen- 
te pensamos ser o número de unidades cúbicas no volume do sólido. Quanto 
menor tomarmos a norma [A| da partição, maior será n e mais perto estare- 
mos da aproximação do número V que queremos designar para a medida do vo- 
lume. Portanto, definimos V como o limite da soma de Riemann em (1) quando 
|A| aproxima-se de zero. Esse limite existe, pois 4 é contínua em la, 6). 
Temos, então, a definição a seguir. 


Seja S um sólido tal que S esteja entre planos perpendiculares ao eixo x em a 


“eb. Se a medida da área da secção plana de S no plano perpendicular ao eixo 
x em x for dada por A(x), onde A é contínua em [a, b], então a medida do | 


volume de S será dada por 


V=lm SE Ata 


HAl>0;=1 - 


/ A(x) dx | 





A terminologia corte é usada quando aplicamos a Definição 6.1.1 para en- 
contrar o volume de um sólido. O processo é similar a cortar um pão em fatias 
bem finas, de modo que todas elas juntas componham um pão inteiro. Na ilus- 
tração a seguir mostramos que a Definição 6.1.1 é consistente com a fórmula 
da geometria dos sólidos para o volume de um cilindro circular reto. 


D ILUSTRAÇÃO 1 Na Figura 6 há um cilindro circular reto que tem A unida- 
des de altura e r unidades de raio da base, sendo os eixos coordenados escolhi- 
dos de modo que a origem esteja no centro de uma base e a altura seja medida 
ao longo do eixo positivo x. Uma secção plana a uma distância de x unidades 
a partir da origem tem uma área de A(x) unidades quadradas, onde 


A(x) = nr? 


Um elemento de volume, mostrado na Figura 6, é um cilindro reto cuja área 
da base é A(&;) unidades quadradas e uma espessura de A ,x unidades. Assim, 
se V unidades cúbicas for o volume do cilindro circular reto. 


V= lim YAé)Ax 


HAj|=>0 i=1 
- E A(x) dx 
= h nr? dx 

0 
2 


h 
= TF X 
0 


= nr>h <q 
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FIGURA 9 
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Na Definição 6.1.1 substituímos x por y. Em tal situação, S é um sólido si- 
tuado entre planos desenhados perpendicularmente ao eixo yem ce d, e a me- 
dida da área da secção plana de S, traçada perpendicularmente ao eixo y em 
» é dada por A()), onde A é contínua em [c, d]. Então, a medida do volume 
de S é dada por 


n 


V= lim > At) 


alj->-0 i=1 


= [Ag dy 


EXEMPLO 1 Use um corte para achar o volume de uma pirâmide reta cuja 
altura é h unidades e cuja base é um quadrado com s unidades de lado. 


Solução A Figura 7 mostra uma pirâmide reta e os eixos coordenados es- 
colhidos, de modo que o centro da base esteja na origem e a altura seja medida 
ao longo do lado positivo do eixo y. A secção plana da pirâmide traçada per- 
pendicularmente ao eixo y em (0, y) é um quadrado. Se o comprimento de um 
lado desse quadrado for z unidades, então, pelos triângulos similares (veja a 
Figura 8) 


1 1 


2 38 
h—-y nh 
S 

=, (h—3) 


Portanto, se A(y) unidades quadradas for a área da secção plana 


s2 
AG) = 57 (h — 9? 


A Figura 9 mostra um elemento de volume que é um cilindro reto de área A(€,) 
unidades quadradas e uma espessura de A,y unidades. Assim, se V unidades 
cúbicas for o volume da pirâmide reta 


V= lim 5 AGA) 


HAJ|>0 i=1 


= Jo 40) dy 


hç2 
- | wa (h — É dy 
O 
SI ht 
—h 3 di 


s? hº 
-p[0+5] 


Agora mostramos como a Definição 6.1.1 pode ser aplicada para encontrar- 
mos o volume de um sólido de revolução que é um sólido obtido com a rotação 
de uma região num piano em torno de uma reta no plano, chamada de eixo 
de revolução, o qual pode ou não interceptar a região. Por exemplo, se a região 





x = a 
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á 
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FIGURA 10 FIGURA 11 


limitada por um semi-círculo e seu diâmetro for girada em torno do diâmetro, 
uma esfera será descrita (veja a Figura 10). Um cone circular reto é gerado se 
a região limitada por um triângulo retângulo for girada em torno de um de seus 
catetos (veja a Figura 11). o» 

Consideremos, em primeiro lugar, o caso em que o eixo de revolução é uma 
fronteira da região que gira. Seja f uma função continua no intervalo fechado 
[a, b] e suponha que f(x) > O para todo x em [a, b]. Seja R a região limitada 
pela curva y = f(x), pelo eixo x e pelas retas x = ae x = b. A Figura 12 mostra 
a região R e o i-ésimo retângulo. Quando o i-ésimo retângulo é girado em torno 
do eixo x, obtemos um elemento de volume que é um disco cuja base é um cir- 
culo de raio f(£,) unidades e cuja altura é A,x unidades, como é mostrado na 
Figura 13. Se A,V unidades cúbicas for o volume desse disco, 


A;V = nl f(E)]? A;x 


Como temos n retângulos, iremos obter n discos circulares dessa forma, e a so- 
ma das medidas dos volumes desses n discos circulares será 


n 


bh AV => Sé] Ax 


i=l 


Essa é uma soma de Riemann da forma (1) onde A(£,) = x[f(£;))?. Portanto, 
se V unidades cúbicas for o volume do sólido de revolução, segue da Definição 
6.1.1 que V será o limite dessa sóma de Riemann quando |A| aproximar-se 
de zero. Esse limite existe, pois f2 é contínua em ([a, bj, já que supusemos que 
f seja contínua nesse número. Temos então o teorema a seguir. 


Seja f uma função contínua em fa, b] e suponha que f(x) > O para todo x em 


[a, b]. Se S for o sólido de revolução obtido pela rotação efetuada, em torno 
do eixo x, da região limitada pela curva y = f(x), pelo eixo x e pelas retas 
x=aex=b,eseVfor o número de unidades cúbicas no volume de S, então 


Bá 


lim” > miHEN Ax 


Hall > 0 i= 


m |. LIGOP dx 


D ILUSTRAÇÃO 2 Vamos encontrar o volume do sólido de revolução gerado 
quando a região limitada pela curva y = x?, pelo eixo x e pelas retas x = 1 
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FIGURA 14 


FIGURA 15 
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ex = 2 for rotacionada em torno do eixo x. Consulte a Figura 14, que mostra 
a região e um elemento retangular de área. A Figura 15 mostra um elemento 
de volume e o sólido de revolução. A medida do volume do disco circular é 
dada por 
AV = (6,7)? Ax 
= né“ Ax 


Então, 
n 


V= lim 3 nétAx 


Ha||>0 i=1 


2 
r Í, x* dx 


a 
pra, 
tnjs 

x 

tn 

e” 
E | 
"on 


Logo, o volume do sólido de revolução é “ix unidades cúbicas. 4 


Um teorema analógo ao Teorema 6.1.2 aplica-se quando tanto o eixo de re- 
volução quanto o limite de uma região rotacionada forem o eixo y ou qualquer 
reta paralela ao eixo x ou ao eixo 7. | 


EXEMPLO 2 Ache o volume do sólido gerado pela rotação em torno da reta 
x = 1, da região limitada pela curva 


(x— 1)2=20-—4y 
e pelas retasx = 1,y = ley =3€eaàadireitadex = 1. 


Solução A região, bem como um elemento retangular de área, estão na Fi- 
gura 16. Um elemento de volume e o sólido de revolução aparecem na Figura 17. 
Vamos resolver em x a equação da curva. obtendo 


x=/20-4y+1 


Seja g(y) = 20 — 4y + 1. Tomamos uma partição do intervalo [1, 3] no eixo y. 





FIGURA: 17 
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FIGURA 19 





FIGURA 20 
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Então, se A,V unidades cúbicas for o volume do i-ésimo disco circular, 


A;V = n[g(6) — 1] A; 
= n[(V20 — 46, +) —1P Ay 


= n(20 — 4€) A;y 


Se V unidades cúbicas for o volume do sólido de revolução, 


V= lim > m420-46)4,; 


HIAH>0 i=1 


=7 |, (20-4ydy 

= [20y — 27º |, 

= r[(60 — 18) — (20 — 2)] 
= 247 


O volume do sólido de revolução é, portanto, 247 unidades cúbicas. 


Suponha, agora, que o eixo de revolução não esteja na fronteira da região 
a ser rotacionada. Sejam f e g duas funções contínuas no intervalo fechado 
[a, b] e suponha que f(x) > g(x) > O para todo x em (a, b). Seja R a região 
limitada pelas curvas y = f(x) ey = g(x)e pelas retas x = ae x = b. A região 
R e o i-ésimo retângulo são mostrados na Figura 18, e o sólido de revolução 
aparece na Figura 19. Quando o i-ésimo retângulo gira em torno do eixo x, um 
anel circular (ou arruela) é obtido, conforme mostra a Figura 20. O núme- 
ro que dá a diferença das medidas das áreas das duas regiões circulares é 
nif(6)) — ng (6)] e a espessura é A;x unidades. Logo, a medida do volume 
do anel circular é dada por: | 


AV = (LHE) — La(é)]) 4x 


A soma das medidas dos volumes dos n anéis circulares formados pela rotação 
dos n elementos retangulares de área em torno do eixo x é 


+ 


Dav= 5 LHE — [ate dx 


Essa é a soma de Riemann da forma (1) onde A(£) = r[f(£)] — nl9(E))-. 
Da Definição 6.1.1, o número de unidades cúbicas no volume do sólido de re- 
volução é definido como sendo o limite dessa soma de Riemann, quando |A | 
tende a zero. O limite existe desde que f? — g? seja contínua em [a, b], pois 
feg são contínuas nesse intervalo. Temos, então, o teorema a seguir. 


Sejam f e g funções contínuas no intervalo fechado [a, b] e suponha que | 
SO) > 9(%) > 0 para todo x em [a, b). Então, se V unidades cúbicas for o volu- 
me do sólido de revolução gerado com a rotação, em torno do eixo x, da região 


limitada pelas curvas y = f(x) ey = g(x) e pelas retas x = ae x = b, 


V= lim XY - (E) Ax 


HAll>0i=1 





=7 | (UP — [ot dx 
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FIGURA 21 





FIGURA 22 





FIGURA 23 
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Como antes, uma definição similar aplica-se quando o eixo de revolução for 
O eixo y ou qualquer reta paralela aos eixos x ou 7. 





EXEMPLO 3 Ache o volume do sólido gerado pela rotação, em torno do 
eixo x, da região limitada pela parábola y = x? + lepelaretay = x + 3. 


Solução Os pontos de intersecção são (— 1, 2) e (2, 5). A Figura 21 mostra 
a região e um elemento de área retangular. Um elemento de volume e o sólido 
de revolução estão na Figura 22. 

Sef(0O) =x + 3eg(x) = x? + 1, a medida do volume do anel circular é 


AV = LIC) — Lo(6)]? Aux 


Se V unidades cúbicas for o volume do sólido, então 


V= dim 5 dLNE — [96]? A 


IAH=>0 i=1 


| 


n [4 (LC9] — [gt]? dx 


= qo [lx + 3)? — (x2 + 12] dx 


Ti [-x*-x2+6x+8]dx 


| 


2 
n| —+xº — 3xº + 3x? + 8x)". 


=[(-32-8+12+16)-(14+1+3-8)] 


= 112 7 


Logo, o volume do sólido de revolução é L?7 unidades cúbicas. 








EXEMPLO 4 Ache o volume do sólido gerado pela rotação, em torno da 
reta x = —4, da região limitada pelas parábolas x = y — y2ex = y? -3. 
Solução As curvas interceptam-se nos pontos (—-2, —-D)e(— 4, 5). A re- 


gião, bem como um elemento de área retangular, estão na Figura 23. A Figura 
24 mostra o sólido de revolução, e também um elemento de volume, que é um 
anel circular. 

Seja F(y) = y — y?e G()) = y? — 3. O número de unidades cúbicas no 
volume do anel circular é 


A;V = r([4 + F(é,)] E: [4 Ei G(é;)]?) A; 





FIGURA 24 
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Assim, 


V= lim DS n[4+ FP — [4 + GEP) A 


HA||>0 i=1 
3/2 
=n[C[4+y-yP-(4+y-3]ady 
o a (-2)3) —-9y2 + 8y+ 15)dy 


2 
i 


T [—3y* —3y*) + 4yº + 15y]" 


O volume do sólido de revolução é, então, S?7 unidades cúbicas. 


Como vimos, o cálculo de volumes por discos e anéis circulares constitui um 
caso particular do cálculo de volumes por corte. Agora daremos outro exemplo 
para achar um volume, através de um corte. 


EXEMPLO 5 Uma cunha é tirada de um cilindro circular reto com um raio 
de r cm por dois planos, um perpendicular ao eixo x do cilindro e o outro inter- 
ceptando o primeiro ao longo de um diâmetro da secção plana circular, a um 
ângulo cuja medida é 60º. Ache o volume da cunha. 


Solução A cunha está na Figura 25. O plano xy é tomado como o plano 
perpendicular ao eixo do cilindro, e a origem está no ponto de perpendiculari- 
dade. Uma equação da secção plana circular é, então, x? + y? = r2. Toda sec- 
ção plana da cunha perpendicular ao eixo x é um triângulo retângulo. Um ele- 
mento de volume é um cilindro reto, com A,x cm de altura e a área da base 
dada por +/3[ f(£)]? cm2, onde f(x) é obtido ao resolvermos a equação do cír- 
culo em y, tomando y = f(x). Logo, temos f(x) = Vr? — x2. Assim, se V cm? 
for o volume da cunha, | 


V= lim 54% - EA 





IS||>0 i=1 
=13 [12 x?) dx 
E a Y F: 
FIGURA 25 = 1/3 [rx E be 


Logo, o volume da cunha é 237º cm'. 





EXERCÍCIOS 6.1 


1. Deduza a fórmula para o volume de uma esfera de raio r uni- 3. Ache o volume do sólido de revolução gerado quando a re- 
dades por meio de um corte. gião limitada pela curva y = xº, pelo eixo x e pelas retas 
| x = lex = 2 é rotacionada em torno do eixo x. 
2. Deduza a fórmula para o volume de um cone circular réto 4. Ache o volume do sólido de revolução gerado quando a re- 
com h unidades de altura e a unidades de raio da base, usan- gião limitada pela curva y = x? + 1, pelo eixo x e pelas re- 
do um corte. tas x =2ex = 3 for rotacionada em torno do eixo x. 
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Nos Exercícios de 5 a 12, ache o volume do sólido de revolução 
descrito quando a região dada da figura for rotacionada em tor- 
no da reta indicada. Uma equação da curva na figura é y? = xº. 


5. OAC em torno do eixo x. 
6. O4C em torno da reta 4C. 
7. OAC em torno da reta BC. 
8. OAC em torno do eixo ). 
9. OBC em torno do eixo 7. 
10. OBC em torno da reta BC. 
11. OBC em torno da reta AC. 
12. OBC em torno do eixo x. 


Nos Exercícios de 13 a 16, ache o volume do sólido de revolução 
gerado pela rotação, em torno da reta indicada, da região limi- 
tada pela curva y = x, pelo eixo x e pela reta x = 4. 


14. o eixo x 
l6.aretay = 2 


13. aretax = 4 
15. o eixo » 


17. Deduza a fórmula para o volume de uma esfera, rotacionando 
a região limitada pela circunferência x? + y? = r2 e pelo 
eixo x em torno do eixo x. 

18. Deduza a fórmula para o volume de um cone circular reto 
com A unidades de altura e a unidades de raio da base, rota- 
cionando a região limitada pelo triângulo retângulo em tor- 
no de um de seus catetos. 

19. Deduza a fórmula para o volume do tronco de um cone cir- 
cular reto, rotacionando o segmento de reta de (0, b) a 
(A, a) em torno do eixo x. | 

20. Ache, por meio de um corte, o volume do tetraedro com três 
faces mutuamente perpendiculares e três arestas mutuamen- 
te perpendiculares, cujos comprimentos são 3, 4e 7 cm. 

21. A região limitada pela curva y = sec x, pelo eixo x, pelo ei- 
xo y e pela reta x = 4 gira em torno do eixo x. Ache 
o volume do sólido gerado. | 

22. Ache o volume do sólido gerado pela rotação da região limi- 
tada pela curva y = cosec x, pelo eixo x, e pelas retas 
x= Sex =%emtornodo eixo x. 

23. Ache o volume do sólido gerado pela rotação da região limi- 
tada por um arco da curva do seno em torno do eixo x. (Su- 
gestão: use a identidade sen? x = 5(1 — cos 2x.) 

24. A região limitada pelo eixo y e pelas curvas y = sen xe 
) = cosxpara0 «< x < 4 égiradaem torno do eixo x. 
Ache o volume do sólido gerado. (Sugestão: use as seguintes 
identidades: sen? x = 1 — cos 2x) e cos*x = EO + cos 2x).) 

25. Ache o volume do sólido gerado se a região do Exercício 23 
girar em torno da reta y = 1. | 

26. Ache o volume do sólido gerado se a região do Exercício 24 
girar em torno da reta y = 1. 
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27. A região limitada pela curva y = cotg x, pela reta x = 57, 
e pelo eixo x é girada em torno do eixo x. Ache o volume 
do sólido gerado. 

28. A região limitada pela curva y = tgx,aretax = 37 €0 
eixo x é rotacionada em torno do eixo x. Ache o volume do 
sólido gerado. 

29. Ache o volume do sólido gerado pela rotação, em torno da 
reta x = —4, da região limitada por aquela reta e pela pará- 
bolax =4+ 6 + 272. 

30. Ache o volume do sólido gerado pela rotação, em torno do 
eixo x, da região limitada pela parábola y? = 4x e pela re- 
ta y =x. 

31. Ache o volume do sólido gerado pela rotação, em torno da 

reta x = 4, da região do Exercício 30. 

Ache o volume do sólido gerado pela rotação, em torno do 

eixo y, da região limitada pela reta que passa por (1, 3) e 

(3, 7)epelasretasy =3,y=7ex=0. 

33. Ache o volume do sólido gerado pela rotação, em torno da 
reta y = —3, da região limitada pelas parábolas y = x? e 
vy=1l+x-— x2. 

34. Ache o volume do sólido gerado pela rotação, em torno do 
eixo x, da região limitada pelo laço da curva cuja equação 
é2y2 = x(x? — 4). 

35. Ache o volume do sólido gerado pela rotação, em torno do 
eixo x, da região limitada pelo laço da curva cuja equação 
éx?y? =(x2-—- 91 — x2. 

36. Um tanque de óleo na forma de uma esfera tem um diâme- 
tro de 18 m. Quanto óleo o tanque contém se a profundida- 
de do óleo é de 7 m? 

37. Um parabolóide de revolução é obtido fazendo girar a pará- 
bola y? = 4px em torno do eixo x. Ache o volume limitado 
por um parabolóide de revolução e um plano perpendicular 
a seu eixo, se o plano estiver a 10 cm do vértice e se a secção 
plana de intersecção for um círculo com um raio de 6 cm. 

38. A região do primeiro quadrante, limitada pela curva 
y = sec x, pelo eixo y e pela reta y = 2 faz uma rotação 
em torno do eixo x. Ache o volume do sólido gerado. 

39. A região limitada pela curva y = cosec x e pelas retas 
y=2,x=E,x= = é girada em torno do eixo x. Ache 
o volume do sólido gerado. 

40. A região no primeiro quadrante, limitada pelos eixos coor- 
denados, pela reta y = 1 e pela curva y = cotg x, faz uma 
rotação em torno do eixo x. Ache o volume do sólido gerado, 

41. Um sólido de revolução é formado pela rotação, em torno 
do eixo x, da região limitada pela curva y = /2x + 4, pelo 
eixo x, pelo eixo y, e pela reta x = c(c > 0). Para que valor 
de c o volume será de 127 unidades cúbicas? 

42. A base de um sólido é a região encerrada por um círculo com 
2 unidades de raio. Ache o volume do sólido se todas as sec- 
ções planas perpendiculares a um diâmetro fixo da base fo- 
rem quadrados. | 

43. A base de um sólido é a região encerrada por um círculo com 
7 cm de raio. Ache o volume do sólido, se todas as secções 
planas perpendiculares a um diâmetro fixo da base forem 
triângulos equiláteros. 
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44. 


45. 


46. 
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A base de um sólido é a região encerrada por um círculo com 
um raio de 4 cm, e cada secção plana perpendicular a um 
diâmetro fixo da base é um triângulo isósceles com 10 em 
de altura e uma corda do círculo como base. Ache o volume 
do sólido. 

A base de um sólido é a região do Exercício 43. Ache o volu- 
me do sólido se todas as secções planas perpendiculares a um 
diâmetro fixo da base forem triângulos isósceles de altura 
igual à distância da secção plana do centro do círculo. O la- 
do do triângulo situado na base do sólido não é um dos la- 
dos de igual comprimento. 

A base de um sólido é a região encerrada por um círculo com 
um raio de r unidades, e todas as secções planas perpendicu- 
lares a um diâmetro fixo da base são triângulos retângulos 
isósceles, com a hipotenusa no plano da base. Ache o volu- 
me do sólido. 
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47. Resolva o Exercício 46, se os triângulos retângulos isósceles 


tiverem um dos catetos no plano da base. 


48. Dois cilindros circulares retos, cada um tendo um raio de r 


unidades, têm seus eixos interceptando-se em ângulos retos. 
Ache o volume do sólido comum aos dois cilindros. 


49. Uma cunha é cortada de um sólido com a forma e um cilin- 


dro circular reto, o qual tem um raio de r cm, por um plano 
através de um diâmetro da base e inclinado em relação ao 
plano da base segundo um ângulo cuja medida é 45º. Ache 
o volume da cunha. 


50. Uma cunha é cortada de um sólido com a forma de um cone 


circular reto tendo um raio da base com 5 cm e uma altura 
de 20 cm, por dois planos contendo o eixo do cone. O ângu- 
lo entre os planos tem uma medida de 30º. Ache o volume 
da cunha. 








6.2 VOLUMES DE SÓLIDOS Na secção precedente encontramos o volume de um sólido de revolução, to- 
POR INVÓLUCROS CILÍNDRICOS mando elementos retangulares de área perpendiculares ao eixo de revolução e 
o elemento de volume era um disco circular ou um anel circular. Para alguns 

sólidos de revolução esse método pode não ser viável. Por exemplo, suponha 

que desejemos encontrar o volume do sólido de revolução obtido pela rotação, 

em torno do eixo y, da região limitada pelo gráfico de y = 3x — x3, pelo 

eixo y e pela reta y = 2. A Figura 1 mostra a região. Se um elemento de área 

for perpendicular ao eixo y, como mostra a figura, o elemento de volume será 

um disco circular e para determinar o volume do sólido de revolução 


usamos uma integral da forma E A()) dy. Mas para obter uma fórmula para 


A ()) é necessário resolver a equação cúbica y = 3x — x? para x em termos 
de y, a qual é muito trabalhosa. Logo, discutiremos agora um procedimento 
alternativo para calcular o volume de um sólido de revolução, que é mais fácil 
de aplicar nesta e em outras situações. 

O método envolve tomar elementos retangulares de área, paralelos ao eixo 
de revolução. Então, quando um elemento de área for rotacionado em torno 
do eixo de revolução, obteremos um invólucro cilíndrico, ou seja, um sólido 
contido entre dois cilindros, com o mesmo centro e eixo. Tal invólucro cilíndri- 


co está na Figura 2. 


y 
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Se o invólucro cilíndrico tiver um raio interno com r, unidades, um raio ex- 
terno com r, unidades e uma altura com A unidades, então o seu volume de V 
unidades cúbicas será dado por 


V=mr,2h-arh “1 


Seja R a região limitada pela curva y = f(x), pelo eixo x e pelas retas x = a 
ex = b, onde f é continua no intervalo fechado [a, b] e f(x) > O para todo 
x em (a, b]. Além disso, suponha que q > 0. Tal região é ilustrada na Figura 
3. Se R girar em torno do eixo y, um sólido de revolução S será gerado. Tal 
sólido é mostrado na Figura 4. Para encontrar o volume S quando os elementos 
de área são tomados paralelamente ao eixo y, prosseguimos da seguinte maneira: 





FIGURA 4 | 


Seja A uma partição do intervalo fechado [a, b], dada por 
A=X,<X<X<...<X- 1, <X=b 


Seja m, O ponto médio do i-ésimo subintervalo [x,. ,, x). Temos, então, que 
m,; = 5(X;. 1 + x). Considere o retângulo tendo altura f(m,) unidades e com- 
primento A,x unidades. Se esse retângulo girar em torno do eixo y, um invó- 
lucro cilíndrico será obtido. A Figura 4 mostra o invólucro cilíndrico gerado 
pelo elemento retangular de área. 

Se A,V der a medida do volume desse invólucro cilíndrico, temos, da fórmu- 
la (1), onde r, = Xx..,nmn=xeh = fm), 

AV = nx/f(m;) — nx;-1"f(m;) 

AV = (x? — x;-49)f(m,) 

A;V = (x; — Xx;-9)x; + x;-)f(m)) 

Como x, —- x,., = A;xe como x, + x,., = 2m,, então dessa equação, 

A;V — 2nm;f(m,) A,;x 

Se n elementos retangulares de área girarem em torno do eixo y, serão obti- 
dos n invólucros cilíndricos. A soma das medidas dos volumes é 


2nm;f(mi) Ax 


Es 
E 
| 

[Da 


t=1 i=1 


que é uma soma de Riemann. O limite dessa soma quando |A| aproxima-se 

de zero existe, pois se f for contínua em [a, b), então, a função com valores 

2nxf(x) também será. O limite é a integral definida |: Anxi(x) dx, e dá o 
q 

volume do sólido de revolução. Esse resultado é resumido no teorema a seguir. 


FIGURA 6 


6.2.1 TEOREMA 
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' Seja f uma função continua no intervalo fechado [a, b], onde a > 0. Suponha 

que f(x) > O para todo x em [a, b). Se R for a região limitada pela curva | 
Y = f(), pelo eixo x e pelas retas x = ae x = b, se S for o sólido de revolução | 
obtido pela sua rotação R em torno do eixo y e se V unidades cúbicas for o. 
volume de S, então | 











lim DS 2amftm) Ax 


laf-0;=1 
b 
27 | xf0O) dx 


Enquanto a validade do Teorema 6.2.1 deveria parecer plausível, tendo em 
vista a discussão que precedeu o seu enunciado; uma prova requer que mostre- 
mos que o mesmo volume seja obtido pelo método do disco do Teorema 6.1.2. 
No artigo de fevereiro de 1984 da American Mathematical Monthly (Vol. 91, nº 2) 
Charles A. Cable da Allegheny College apresentou uma prova usando a inte- 
gração por partes (discutida na Secção 9.1). 

A fórmula para a medida do volume do invólucro cilíndrico é facilmente lem- 
brada, notando que 27m,, f(m;) e A;x são, respectivamente, os números que 
dão as medidas da circunferência do círculo tendo por raio a média entre os 
raios interno e externo do invólucro, a altura e a espessura do invólucro. As- 
sim, o volume do invólucro é 


V 









27 (raio médio) (altura) (espessura) 





EXEMPLO 1 A região limitada pela curva y = x?, pelo eixo x e pela reta 
X = 2 gira em torno do eixo y. Ache o volume do sólido gerado. Tome os ele- 
mentos de área paralelos ao eixo de revolução. 


Solução A Figura 5 mostra a região e um elemento de área retangular. A 
Figura 6 mostra o sólido de revolução e o invólucro cilíndrico obtido, ào girar 
o elemento de área retangular em tornó do eixo ). 
O elemento de volume é-um invólucro cilíndrico cuja medida de volume é 
A;V = 2amím)) A;x 
= 2nm;) A;x 
Assim, 


IS||>0 i=1 


=2n E x> dx 
— Imalva P 
= 2n(8xº) |, 


= 87 
Logo, o volume do sólido de revolução é 8x unidades cúbicas. 





No exemplo a seguir, calculamos o volume do sólido de revolução discutido 
no início desta secção. 





EXEMPLO 2 Ache o volume do sólido gerado pela rotação, em torno do 
eixo y, da região limitada pelo gráfico de y = 3x — x?, pelo eixo y e pela reta 
Vs 


FIGURA 8 
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Solução Seja fc) = 3x — x?. A Figura 7 mostra a região e um elemento 

retangular de área paralelo ao eixo y. O sólido de revolução e um elemento de 

volume do invólucro cilíndrico aparecem na Figura 8. O raio médio do invólu- 

cro cilíndrico é m, unidades, a altura é [2 — f(m)] unidades e a espessura é A;x 

unidades. Portanto, se A;,V unidades cúbicas for o volume do invólucro, 
A;V = 2am//2 — f(m;)] Ax 


Assim, se V unidades cúbicas for o volume do sólido de revolução, 


V= lim S 2mm[2- f(m)]Ax 


Ia=0 i=1 
om h x[2 — f(x)] dx 
= 2n IR x(2 — 3x + xº*) dx 


er h (2x — 3x2 + x%) dx 


Portanto, o volume é <7 unidades cúbicas. 








EXEMPLO 3 A região limitada pela curva y = x? e pelas retas y = 1, x = 2 
gira em torno da reta y = —3. Ache o volume do sólido gerado, tomando ele- 
mentos de área retangulares, paralelos ao eixo de revolução. 


Solução A região e um elemento retangular de área são ilustrados na Figu- 
ra 9. 

A equação da curva é y = x?. Resolvendo em x obtemos x = + ./y. Como 
x > 0 para a região dada, x = v). 

O sólido de revolução, bem como um elemento de volume do invólucro cilin- 
drico, são mostrados na Figura 10. O raio externo do invólucro cilíndrico é 
(y; + 3) unidades e o raio interno é (y;.., + 3) unidades. Assim, a média en- 
tre o raio interno e o externo é (m, + 3) unidades. Como a altura e a espessu- 
ra do invólucro cilíndrico são, respectivamente, (2 — /m;) e A;y unidades, 


A;V = 2n(m, + 2 — Jm) Ay 


Logo, se V unidades cúbicas for o volume do sólido de revolução, 


V 


tim 5 2alim, + 32 — Jr) Ag 


I4/|>0 i=1 
= [5270 +32 — 9) dy 


= 2% Ff (—y*!? py = 3y'2 + 6) dy 


I 
ho 


n| 2%? +72)-2y2 4 6y| 


4 
1 


a 
la 


K 


Portanto, o volume é Sx unidades cúbicas. 


Exercícios 6.2 
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FIGURA 10 








EXERCÍCIOS 6.2 


1 — 12. Resolva os Exercícios de 5 a 16 da Secção 6.1 pelo mé- 
todo do invólucro cilíndrico. 


Na Figura abaixo, a região limitada pelo eixo x, pela reta x = 1 


e pela curva y = x? é denotada por R,; a região limitada pelas 


curvas y = xºe y? = x é denotada por R,; a região limitada 
pelo eixo y, pela reta y = 1 e pela curva y? = x é denotada por 
R3. Nos Exercícios de 13 a 20, ache o volume do sólido gerado 
pela rotação da região indicada em torno da reta dada. 





13. R, gira em torno do eixo y; os elementos retangulares são 
paralelos ao eixo de revolução. 

14. Igual ao Exercício 13, mas os elementos retangulares são per- 
pendiculares ao eixo de revolução. 


15. R, gira em torno do eixo x; os elementos retangulares são 
paralelos ao eixo de revolução. 

16. O mesmo que o Exercício 15, mas os elementos retangulares 
são perpendiculares ao eixo de revolução. 

17. R; gira em torno da reta y = 2; os elementos retangulares 
são paralelos ao eixo de revolução. 

18. O mesmo que o Exercício 17, mas os elementos retangulares 
são perpendiculares ao eixo de revolução. 

19. R, gira em torno da reta x = —2; os elementos retangula- 
res são paralelos ao eixo de revolução. 

20. O mesmo que o Exercício 19, mas os elementos retangulares 
são perpendiculares ao eixo de revolução. 


Nos Exercícios de 21 a 24, a região é limitada pelas curvas 
x=y!-2ex=6- y?gira em torno do eixo indicado. Ache 
o volume do sólido gerado. 


21. 0 eixo x 22. o eixo » 

23. aretax = 2 24. a reta y = 2 

25. Ache o volume do sólido gerado pela rotação da região limi- 
tada pela parábola y? = 4px(p > 0)e pela reta x = pem 
torno do eixo x = p. 

26. Ache o volume do sólido gerado se a região do Exercício 25 
for rotacionada em torno do eixo ). 


PR 
a 8 
re, Ca 


E 
o" 
4 
E 


388 


Zi. 


28. 
29. 


30. 


31. 


32. 


33. 


34. 


35. 


36. 


6.3 COMPRIMENTO DE ARCO 


Ache o volume do sólido gerado pela rotação, em torno do 
eixo y, da região limitada pelo gráfico de y = 3x — x?, pe- 
lo eixo x e pela reta x = 1. 

Ache o volume do sólido gerado pela rotação da região do 
Exercício 27 em torno da reta x = 1. 

Ache o volume do sólido gerado pela rotação da região do 
Exemplo 2 em torno da reta x = 1. 

Ache o volume do sólido gerado pela rotação, em torno do 
eixo y, da região limitada pelo gráfico de y = 4x — 7x*, 
pelo eixo x e pela reta x = 2. 

Ache o volume do sólido gerado pela rotação da região do 
Exercício 30 em torno da reta x = 2. 

Ache o volume do sólido gerado pela rotação da região limi- 
tada pelo gráfico de y = 4x — 7x*, pelo eixo » e pela reta 
y = 6 em torno da reta x = 2. 

Ache o volume do sólido gerado pela rotação da região do 
Exercício 32 em torno do eixo y. 

Ache o volume do sólido gerado pela rotação da região limi- 
tada pelas curvas y = x*e x = yº* em torno do eixo x. To- 
me os elementos retangulares de área paralelos ao eixo de 
revolução. 

Ache o volume do sólido gerado pela rotação da região limi- 
tada por aquela reta e pela parábola x? = 4y em torno da 
reta y = 1. Tome os elementos retangulares de área parale- 
los ao eixo de revolução. 

Ache o volume do sólido gerado pela rotação da região limi- 
tada pela curva x? + y23 = q? em torno do eixo 7. 
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37. Ache o volume do sólido gerado pela rotação da região li- 


38 


39 


40. 


41 


42. 


43. 


mitada pela curva y = sen x?, pelo eixo x e pelas retas 
x = vt ex = 7 em torno do eixo y. 

Ache o volume do sólido gerado pela rotação da região no 
primeiro quadrante limitada pela curva ) = cos x? e pelos 
eixos coordenados, em torno do eixo y. 

A região no primeiro quadrante, limitada pela curva 
x = cos y?, pelo eixo y, e pelo eixo x, onde O < x < 1 gira 
em torno do eixo x. Ache o volume do sólido gerado. 
Um buraco com 2 cm de raio é feito através de um sólido 
esférico com 6 cm de raio e o eixo do buraco é um diâmetro 
da esfera. Ache o volume da parte que sobra da esfera. 
Um buraco com 2/3 cm de raio é feito através do centro de 
um sólido esférico com 4 cm de raio. Ache o volume da par- 
te do sólido que foi cortada fora. 

Ache o volume do sólido gerado pela rotação em torno do 
eixo », da região limitada pelo gráfico de y = |x — 3]),e 
pelas retas x = 1,x = Sey = 0. Tome os elementos de área 
retangulares paralelos ao eixo de revolução. 

Um sólido de revolução é formado quando a região limitada 
pela curva y = Nx, pelo eixo xe pela reta x = c(c > 0) 
gira em torno do eixo y. Tome os elementos de área retangu- 
lares paralelos ao eixo de revolução e determine o valor de 
c que irá dar um volume de 127 unidades cúbicas. 

Ache o volume do sólido gerado pela rotação da região fora 
da curva y = x?eentreasretasy = 2x —- ley=x+2 
em torno do eixo 7. 


Outra aplicação geométrica da integral definida é feita no cálculo do compri- 
mento de arco do gráfico de uma função. Quando tratamos de áreas e volumes, 


usamos as expressões ''medidas da área?” e “'medidas do volume” para indicar 
um número sem quaisquer unidades de medida incluídas. Em nossa discussão 
sobre comprimento do arco usaremos a palavra ''comprimento””, em vez de 
““medida do comprimento””. Deve ser entendido, então, que o comprimento de 
um arco é um número puro, isto é, sem unidades de medidas. 

Seja f uma função contínua no intervalo fechado [a, b). Considere o gráfico ' 
dessa função definida pela relação y = f(x), cujo esboço está na Figura 1. A 
parte da curva do ponto A(a, f(a)) ao ponto B(D, f(b)) é chamada de arco. Que- 
remos atribuir ao arco um número o qual pensamos intuitivamente ser o seu 
comprimento. Se o arco for um segmento de reta do ponto (x,, Y)) ao ponto 
(x», Y>), da fórmula da distância entre dois pontos sabemos que seu comprimen- 
to será dado por (x, — x,))? + (Y, — Y;). Vamos usar essa fórmula para de- 
finir, em geral, o comprimento de um arco. Lembre-se, da Geometria, que a 
circunferência de um círculo é definida como o limite dos perimetros de poligo- 
nos regulares insçritos no círculo. Para outras curvas, procedemos de forma 


análoga. 


O 
FIGURA 1 





6.3.1 DEFINIÇÃO 





| la, b] seja verdade que 












Assim, escrevemos 
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FIGURA 2 


Seja A uma partição do intervalo fechado [a, b] formada ao dividirmos o 
intervalo em n subintervalos, escolhendo (n — 1) números intermediários entre 
aeb. Sejamx = aex, = Dex, X,...,X,- | números intermediários, de tal 


forma que X < x, <X.. <X,.. 1 < X, Então, o i-éimo subinterva- 
lo será [x,  ,, X]]; seu comprimento denotado por A;x será x, — x,..,, onde 
i = 1,2,...,n. Então, se |A| for a norma da partição A, cada A,x < |A|. 


RE sd do a cada ponto (x;, 0) no eixo x está um ponto P;(x,, f(x)) sobre a 
curva. Trace um segmento de reta de cada ponto P,., ao próximo ponto P, 
conforme mostra a Figura 2. O comprimento do segmento de reta deP, ,a 
P, é denotado por |P,. ,P,|, sendo dado pela fórmula 


P,. Pi = 











(x; — Xi-10)? + (O — Ji)? (1) 


A soma dos comprimentos desses segmentos de reta é 
PoP+IP,Pj+IPPij+.. + Po P]+...+|P,-,P,| 


que pode ser escrita como 


> [P=Pi 2) 


"Parece plausível que se n for suficientemente grande, a soma em (2) estará 
“próxima” do que intuitivamente pensamos ser o comprimento do arco AB. 
Assim, definimos o comprimento do arco como sendo o limite da soma (2) quan- 
do a norma de A tende a zero, e nesse caso n cresce sem limitação. Temos, en- 
tão, a definição a seguir. 


 uponiamos a que a função f seja contínua no intervalo fechado [a, b]. Além 
disso, suponhamos que exista um número L tendo as seguintes propriedades: | 
Para todo e > 0, existe um ô > 0 tal que para toda partição A do intervalo 






n 


se JA] <Gentão | DS |P. Bl -Li<e 
; l 


L= lim IP (3) 
: JjAl>0 i=1 


e L é chamado de comprimento do arco da curva y = f(x) do ponto A(a, S(a)) 
ao ponto B(b, f(b)). 
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Se o limite em (3) existir, dizemos que o arco é retificável. 

Vamos deduzir uma fórmula para encontrar o comprimento L de um arco 
retificável. A dedução exige que a derivada de f seja contínua em [a, b]; dize- 
mos que tal função é suave em [a, b). 

Consulte a Figura 3. Se P, .,, tiver coordenadas (x, . ,, Y;- 1) e P, tiver 
coordenadas (x, Y)), então o comprimento da corda P,. ,P, será dado pela fór- 
mula (1). 


(x, vi) 


(x i—l, Vi—) 





FIGURA 3 


Tomando x, — x,., = Axey;— Y-1 = À;y, temos 


PiaP,| a (A,x)? + (A;y)? 


ou, equivalentemente, como A;x = 0, 


PP Pi= + (RE ) ca (4) 


Como exigimos que f' seja contínua em [a, b], as hipóteses do teorema do 
valor médio (4.3.2) estão satisfeitas por f; assim, existe um número z, no in- 
tervalo aberto (x, . ,, x;) tal que 


SO) — FO) = fiz) — X;-1) 


Como A,y = TO) — f(x, Je AX =X — X-1 da equação acima, teremos 


A;y 
A,;x 





= fe) 


Substituindo essa equação em (4), obtemos 
Patria] = 1 +[f(2))º Ax 


Para cada i de 1 até n, existe uma expressão dessa forma, tal que 


|PiaP; o > vi+Ireo DJ? Ax 


Tomando o limite de ambos os membros dessa expressão quando |A| tende 
a zero, obtemos 


lim 5 [PoPl= lim by A+eP so (5) 


HAl>0 i=1 HAI 


1M4= 


se o limite existir. 


FIGURA 4 


6.3.2 TEOREMA 


6.3.3 TEOREMA 
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Para mostrar que o limite do segundo membro de (5) existe, seja F a função 
definida por 


Ft) = 1 +[7'CP 


Como estamos impondo que f” seja continua em [a, b)], F será contínua em 
la, b). Como x,., < z<x,parai = 1,2, -«» n, no lado direito de (5), 
temos o limite de uma soma de Riemann que é uma integral definida. Portanto, 
de (5) 


lim > Po PPil= |, /1+T")P dx 


HAJ|j>0 i=1 


De (3), o primeiro membro é L; portanto 
L= [1 + [FCP dx 


Dessa forma, provamos o teorema a seguir. 


Se a função f e sua derivada f” forem contínuas no intervalo fechado fa, b]; 
então o comprimento do arco da curva y = f(x) do Ponto (a, f(a)) ao Bono 
a S(b)) será dado por á 


f 


=|: Vir TFOR GP « dx 





Temos também o teorema a seguir, que dá o comprimento do arco de uma 
curva quando x é expressa como uma função de ». 


Se a função g e sua derivada g' forem contínuas no intérvalo fechado [c, d], 
então o comprimento do arco da curva x = ( y) do ponto (g (o), c) ao ponto 


(g(d), d) será dado por 


= 


L+ (T+ [OP dy 


A demonstração do Teorema 6.3.3 é idêntica àquela do Teorema 6. 3. 2; basta 
trocarmos x por y e f por g. 

A integral definida obtida quando aplicamos os Teoremas 6.3.2 ou 6.3.3, é 
frequentemente difícil de calcular. Como nossas técnicas de integração limitam-se 
à integração de potências e a algumas funções trigonométricas, encontraremos 
apenas as equações de curvas para as quais podemos calcular as integrais defi- 
nidas resultantes e achar o comprimento de um arco. 





EXEMPLO 1 Ache o comprimento do arco da curva y = x23 do ponto (1, 1) 
a (8, 4), usando o Teorema 6.3.2. 


Solução Veja a Figura 4. Como f(x) = x23, f(x) = x-13, Do Teo- 
rema 6.3.2, | 


P | 4 
- |. + am 


| [, 9x2 + 4 
| -=am 0% 
3), x 
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Para calcular essa integral definida, seja u = 9x2? + 4; então, du = 6x!” dx. 
Quando x = 1, u = 13 e quando x = 8, u = 40. Logo, 


40 
L= + |. ul!? dy 


40 
= [32 
= 4(40º/2 — 1332) 
x 7,6 
EXEMPLO 2 Ache o comprimento de arco no Exemplo 1, usando o Teore- 
ma 6.3.3. 
Solução Como y = x23 ex > 0, resolvemos em x obtendo x = y3?2. Va- 


mos tomar g(y) = )??2 e teremos g'()) = 5!?. Então, do Teorema 6.3.3, 
4 
L= |, vl+áy dy 

4 

=1["V4+9ydy 
4 

= [3H + 992 

= (4032 — 13312) 


Usando a notação de Leibniz para derivadas, as fórmulas dos Teoremas 6.3.2 
e 6.3.3 podem ser escritas como 


(6) 


Introduziremos agora a função comprimento de arco e a diferencial do compri- 
mento de arco, a qual fornece um recurso mnemônico para que essas fórmulas 
sejam lembradas. 


Se f' for contínua em [a, b], a integral definida U 1 + [f(0)]2 dt será uma 


função de x, e ela dará o comprimento do arco da curva y = f(x) do ponto 
(a, f(a)) ao ponto (x, f(x)), onde x é qualquer número no intervalo fechado 
[a, b). Seja s(x) o comprimento desse arco; assim, s é uma função comprimento 
de arco e 


s(x) = ; V1 + [ro] dt 
Do Teorema 5.8.1, 


0) = 1 + [fG)) 


ou, como s'(x) = ds/dx e f(x) = dy/dx, 


ds dy V 
de hs (2) 


Multiplicando a equação por dx, obtemos 


ds = 1 + (2) dx (7) 
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Da mesma forma, para o comprimento do arco da curva x = g()) de (9(c), c) 
a (90), )), 


ds= [1+ (5) dy (8) 


Observe que ds (a diferencial do comprimento de arco) é o integrando nas fór- 
mulas (6). Elevando os dois membros ao quadrado de (7) ou de (8) resulta 


(ds = (dx? + (dy) (9) 


Dessa equação temos a interpretação geométrica de ds, que está na Figura 5. 





FIGURA 5 








Na figura, a reta T é tangente à curva y = f(x) no ponto P. |PM| = Ax = dx; 
IMQ| = Ay; |MR| = dy; |PR|] = ds; o-comprimento do arco PQ é As. 
A Figura 5 fornece uma maneira fácil de lembrarmos (9), da qual as fórmulas 
(6) podem ser obtidas. 

EXERCÍCIOS 6.3 ) 

1. Calcule o comprimento do segmento da reta y = 3x do pon- 15. Ache o comprimento do arco da curva x? + y23 = Ino 
to (1, 3) ao ponto (2, 6) por três métodos: (a) use a fórmula primeiro quadrante, do ponto onde x = 4 ao ponto 
da distância; (b) use o Teorema 6.3.2; (c) use o Teorema 6.3.3. onde x = 1. 

2. Calcule o comprimento do segmento da reta x + 3y = 4do 16. Acheo comprimento do arco da curva x? + y23 = q23(a 
ponto (— 2, 2) ao ponto (4, 0) por três métodos: (a) use a é uma constante, a > 1) no primeiro quadrante do ponto 
fórmula da distância; (b) use o Teorema 6.3.2; (c) use o Teo- onde x = 1 ao ponto onde x = a. 
rema 6.3.3. 17. Ache o comprimento do arco da curva (x/0) + (y/b)2 = 

3. Calcule o comprimento do segmento da reta 4x + 9y = 36 = Ino primeiro quadrante, do ponto onde x = Za ao pon- 
entre os seus interceptos x e y por três métodos: (a) use o to onde x = a. 

Teorema de Pitágoras; (b) use o Teorema 6.3.2; (c)useo Teo- 18, Ache o comprimento da curva 972 = x42x + 3) no segun- 
rema 6.3.5. do quadrante, do ponto onde x = — 1 ao ponto onde x = 0. 

4. Siga as instruções do Exercício 3 para a reta Sx — 2y = 10. 19. Ache o comprimento da curva 9y? = x(x — 3) no primei- 

S. Ache o comprimento do arco da curva 9)? = 4x? da ori- ro quadrante, do ponto onde x = 1 ao ponto onde x = 3. 
gem ao ponto (3, 2/3). 20. Ache o comprimento da curva 9y? = 4(1 + x?) no primei- 

6. Ache o comprimento do arco da curva x? = (2y + 3) de ro quadrante, do ponto onde x = 0 ao ponto onde x = 2,2. 
(1, —1) a (17, 2). 21. Se fg) = A «(cos t dt, ache o comprimento do arco do grá- 

7. Ache o comprimento do arco da curva 8y = x* + 2x? do j 


fico de f do ponto onde x = O ao ponto onde x = 57. 


ponto onde x = 1 ao ponto onde x = 2. y pe . a 
(Sugestão: use a identidade cos” 5x =5(1 + cosx)e o Teo- 


8. Use o Teorema 6.3.2 para encontrar o comprimento do arco 


da curva y* = 8x? do ponto (1, 2) ao ponto (27, 18). “Tema 5.8.1.) 
9. Resolva o Exercício 8 usando o Teorema 6.3.3. 22. Se FO) = V sen t dt, ache o comprimento do arco do 
10. Ache o comprimento do arco da curva ) = 2 — 532 do gráfico de f do ponto onde x = O ao ponto onde x = dz. 
ponto onde x = 6 ao ponto onde x = 8. , (Sugestão: use a do Exercício 21 e a identidade sen x = 
11. Ache o comprimento do arco da curva y = +(x? + 2)? do = cos(jm — x).) 


ponto onde x = O ao ponto onde x = 3. 
12. Ache o comprimento do arco da curva 6xy = y! + 3 do 
ponto onde y = 1 âa0 ponto onde y = 2. 
13. Ache o comprimento do arco da curva y = SVx(3x — 1) 23.0 arco da curva seno, da origem ao ponto (7, 0). 
do ponto onde x = 1 ao ponto onde x = 4. 24. O arco da curva co-seno, da origem ao ponto (57, + À 
14. Ache o comprimento do arco da curva y = 7x? + 5x"! 25. O arco da curva y = xº da origem ao ponto (1, 4). 


do ponto (2, 5) ao ponto (5, “S). 26. O arco da curva y = tg x da origem ao ponto (7, 1). 


Nos Exercícios de 23 a 26, use a regra de Simpson com n = 8 
para aproximar até quatro casas decimais o comprimento de arco. 
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[=] ECC ee rr a 
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6.4 CENTRO DE MASSA 
DE UMA BARRA 


Na Secção 5.7 aprendemos que se uma função f for contínua no intervalo fe- 
chado [a, b], o valor médio de f em [a, b] será dado por 


[o So) dx 
b—a 


Uma aplicação importante do valor médio de uma função ocorre em Física, 
associada ao conceito de centro de massa. 

Para chegar a uma definição de massa, considere uma partícula que é coloca- 
da em movimento ao longo de um eixo por uma força exercida sobre ela. Supo- 
nha que todas as velocidades sejam pequenas, comparadas com a velocidade 
da luz. Assim, enquanto a força age sobre a partícula, a velocidade dela é cres- 
cente, isto é, a partícula é acelerada. A razão entre a força e a aceleração é cons- 
tante e independe da magnitude da força, e a essa constante chamamos de massa 
da partícula. Logo, se a força for F unidades, a aceleração for a unidades e 
a massa, m unidades, então 


F. 
qa 





M = 


Vamos medir a força, a massa e a aceleração em unidades do sistema métrico. 
Discutiremos essas unidades. 

O sistema métrico, que foi adotado oficialmente por todos os países com ex- 
ceção dos Estados Unidos, é o Sistema Internacional de Unidades, que abrevia- 
remos SI, do francês Systême International d'Unités. No Sl a unidade de massa 
é o quilograma (kg) e a unidade de aceleração é 1 metro por segundo ao qua- 
drado (m/s?). A unidade de força é 1 newton (N), sendo aquela força que, apli- 
cada a 1 kg, resulta numa aceleração de 1 m/s2. 


b ILUSTRAÇÃO 1 Uma partícula de massa 6 kg está sujeita a uma força hori- 
zontal de 3 N. Obtemos a aceleração da partícula dividindo a força pela massa 
e, portanto, 

BN 2 

6 kg — 0,5 m/s 


Em símbolos, se M kg for a massa, FN for a força e a m/s? for a aceleração, 
então como a = F/M,F=3eM=6a=o0s. «4 


No sistema SI, a aceleração da gravidade próximo da superfície da Terra 
é aproximadamente 9,81 m/s?. Se Mkg for a massa de um objeto e FN for 
a força exercida no objeto devido à gravidade perto da superfície da Terra, então 


F=981M 


Outro sistema métrico é o centímetro-grama-segundo, abreviado como CGS, 
onde a unidade de massa é o grama e 1 g = 0,001 kg. A unidade de aceleração 
no CGsS é 1 cm/s*. Logo, a unidade de força é aquela que dá a uma unidade de 
massa 1 g uma aceleração de 1 cm/s?. Essa força é chamada 1 dina. Como 


lkg =10g e 1m/sº =10cm/'s 
então, 


IN = 10 dinas 
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Um resumo das unidades no sistema métrico está na Tabela 1. 


Tabela 1 





Sistema de Unidades Aceleração 









newton (N) quilograma (kg) 
dina grama (2) 








E 
X 
ms ma Mm) mo m ; 
x 
X 3 O Xa X1 X > X; 
FIGURA 1 


Considere agora uma barra horizontal, com peso e espessura desprezíveis, 
colocada sobre o eixo x. Na barra está um sistema de n partículas, localizadas 
nos pontos x,, X», ..., X, À i-ésima partícula (i = 1,2, ..., n) está a uma 
distância orientada x;m da origem e sua massa é m, kg. Veja a Figura 1. O 


R 


número de quilogramas na massa total do sistema é >, m;. Definimos o 


it =1 

| número de quilogramas-metros no momento de massa da i-ésima partícula em 
relação à origem como m;x,, O momento de massa do sistema é definido co- 
mo a soma dos momentos de-massa de todas as partículas. Logo, se M, kg-m 
for o momento de massa do sistema em relação à origem, então 





Queremos encontrar um ponto x tal que se toda a massa do sistema estivesse 
concentrada nele, o seu momento de massa em relação à origem, seria igual 
ao momento de massa do sistema em relação à origem. Então, x deve satisfazer à 
equação 


n 
m, = » mx, 
ESA 


0) 





O ponto x é chamado de centro de massa do sistema, sendo o ponto onde o 
sistema estará em equilíbrio. A posição do centro de massa é independente da 
posição da origem; isto é, a localização do centro de massa relativamente à po- 
sição das partículas não se altera se mudarmos a origem. O centro de massa. 
é importante, pois o comportamento de todo um sistema de partículas pode ser 
descrito pelo comportamento do centro de massa do sistema. 
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EXEMPLO 1 Dadas quatro partículas com massas 2, 3, 1 e 5 kg localizadas 
no eixo x em pontos com as coordenadas 5, 2, —3e —4, respectivamente, onde 
a distância é medida em metros, ache o centro de massa desse sistema. 


Solução Se x for a coordenada do centro de massa, temos da fórmula (1) 


- UV+ID+ UNI + 564) 
PC COMER 


4 
E 


Assim, o centro de massa está a | m à esquerda da origem. 


Vamos estender a discussão precedente a uma barra rígida horizontal, tendo 
a massa continuamente distribuída. Dizemos que a barra é homogênea se ela 
tiver uma densidade linear constante, isto é, se sua massa for diretamente pro- 
porcional a seu comprimento. Em outras palavras, se um segmento da barra 
cujo comprimento é A,x m tiver uma massa de A,m kg e Am = k A;x, então 
a barra será homogênea. O número k é uma constante e k kg/m é chamada 
densidade linear da barra. | 

Vamos supor que tenhamos uma barra não-homogênea, em tal caso a den- 
sidade linear varia ao longo da barra. Seja L m o comprimento da barra e va- 
mos colocá-la sobre o eixo x, de tal forma que o extremo esquerdo da barra 
esteja na origem, enquanto que o extremo direito está em L. Veja a Figura 2. 


A;m = p(É;)A;x 


ES 
Te a pa ES 
O Xi-1 E; X i L 7 
E 
S;x 


FIGURA 2 


A densidade linear num ponto qualquer x da barra é p (x) kg/m, onde p é contí- 
nua em [0, L]. Para encontrar a massa total da barra vamos considerar uma 
partição A do intervalo fechado [0, L] em n subintervalos. O i-ésimo subinter- 
valo é [x,.,, x] e seu comprimento é A,x m. Se E, for um ponto qualquer em 
(x; - +, X;], uma aproximação da massa da parte da barra contida no i-ésimo 
subintervalo será A;m kg, onde 


Am = p(6;) Ax 


O número de quilogramas na massa total da barra é aproximado por 


Am = 
i=1 


[= 


p(G;) Ax 


i=1 


Quanto menor tomarmos a norma da partição A, mais próxima estará a so- 
ma de Riemann do que intuitivamente pensamos ser a medida da massa da bar- 
ra, e assim, definimos a medida da massa como o limite da soma de Riemann, 


6.4.1 DEFINIÇÃO 
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Uma barra de comprimento L m tem seu extremo esquerdo na origem. Se 


p (9) kg/m for a densidade linear no ponto x m da origem, onde p é contínua em 


[0, L], então a massa total da barra será M kg, onde. 


M 


lim ED p(8) Ax 


HAj>0i=1 


| ow) dr Ns | | 2) 


Na Definição 6.4.1, se a distância for medida em centimetros e a massa em 
gramas; então a densidade será medida em gramas por centímetro. 


EXEMPLO 2 A densidade linear em um ponto qualquer de uma barra de 4m 
varia diretamente com a distância a um ponto externo da barra, situado na mes- 
ma reta que ela e a 2 m de um extremo, onde a densidade é 5 kg/m. Ache a 
massa total da barra. 


Solução A Figura 3 mostra a barra colocada sobre o eixo x. Se p(x) for 
o número de quilogramas por metro na densidade da barra em um ponto a 
x m do externo com maior densidade, então 


p(x) = c(6 — x) 
Ea 
é; 
O e E 4 pas 
Xi; A; x X ; 
FIGURA 3 


onde c é uma constante de proporcionalidade. Como p(4) = 5, então 5 = 2c 
ou p = >. Logo, p(x) = =(6 — x). Assim sendo, se M kg for a massa total da 
barra, temos da Definição 6.4.1 


HAI]=0 i=1 
= fo H6— 5) dx 
-s[oe- pe]; 


40 


Assim, a massa total da barra é 40 kg. 


Vamos definir o centro de massa da barra da Definição 6.4.1. Precisamos, 
contudo, definir primeiro o momento de massa da barra em relação à origem. 
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5i;m = p(E)S;x 


A;x SAE 
FIGURA 4 


Como anteriormente, vamos colocar a barra sobre o eixo x com o extremo 
esquerdo na origem e o direito em L. Veja a Figura 4. Seja A uma partição de 
[0, L] em n subintervalos, com o i-ésimo subintervalo [x, .,, x] tendo A;x m. 
Se 6; for um ponto qualquer em [x,. ,, x], uma aproximação do momento de 
massa em relação à origem da parte da barra contida no i-ésimo subintervalo 
será &,A;m kg-m, onde Am = p(E)JA;x. O número de quilogramas-metros no 
momento de massa de toda a barra é aproximado por 


z 61 Am = > CiP(G;) Ax 


Quanto menor tomarmos a norma da partição A, mais próxima estará a soma 
de Riemann do que intuitivamente pensamos ser a medida do momento de massa 
de toda a barra em relação à origem. Temos, então, a definição a seguir. 


Uma barra com L m de comprimento tem seu extremo esquerdo na origem e 

p (kg/m é a densidade linear no ponto a x m da origem, onde p é contínua 

em IO, LH. O momento de massa da barra em relação à pas é o kg-m, onde 
| à a 


“Jim z Ep (6) Ao 


a Ns “Mali = 0 dei 


| Ii cà dx 
0 





O centro de massa da barra está em um ponto x tal que se M kg for a massa 
total da barra, xM = Mo. Assim, de (2) e de (3), 


(4) 





EXEMPLO 3 Ache o centro de massa da barra dada no Exemplo 2. 
Solução No Exemplo 2, M = 40. De (4) com p(x) = (6 — x»), 


ia 5x(6 — x) dx 
40 


Logo, o centro de massa está a & m do extremo com maior densidade. 





Exercícios 6.4 
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> ILUSTRAÇÃO 2 Se uma barra tem uma densidade uniforme de k kg/m, on- 
de k é uma constante, então de (4), 


o h xk dx 
fo kdx 





Assim, o centro de massa está no centro da barra, conforme era de se esperar. 


EXERCÍCIOS 6.4 


Nos Exercícios de 1 a 4, uma partícula se move sobre uma reta 
horizontal. Ache a força exercida na partícula se ela tiver a mas- 
sa e a aceleração dadas. 


1. A massa é 50 g; a aceleração é 5 cm/s2. 
2. A massa é 10 kg; a aceleração é 6 m/s>. 
3. A massa é 80 g; a aceleração é 50 cm/s?. 
4. A massa é 22 kg; a aceleração é 4 m/s2. 


Nos Exercícios de 5 a 8, uma partícula está sujeita à força hori- 
zontal dada e a massa ou a aceleração da partícula é dada. Ache 
a outra quantidade. 


5. A força é de 6 N; a massa é 4 kg. 

6. A força é de 32 dinas; a massa é 8 g. 

7. A força é de 24 N; a aceleração é 9 m/s2. 

8. A força é de 700 dinas; a aceleração é 80 cm/s2. 


Nos Exercícios de 9 a 12, é dado um sistema de partículas sobre 
o eixo x. O número de quilogramas na massa de cada partícula 
e a coordenada de sua posição são dados. A distância é medida 
em metros. Ache o centro de massa de cada sistema. 


9.m, = 5Sem2;m,=6em3;m,=4ems5;m, = 3em8 

10.m, = 2em -4;m, = 8em -1;m, = 4em2;m, = 2em3 

1.m,=2em-3;m,= 4em —-2;m; = 20em4;m, = 10em6; 
ms = 30em 9 

12.m,) =5em-7;m,=3em-2;m,=5Sem0;m, = lem2; 
ms = 8em 10 


Nos Exercícios de 13 a 21 ache a massa total da barra dada e 
o seu centro de massa. 


13. O comprimento da barra é 6 m e a densidade linear da barra | 


em um ponto a x m de um extremo é (2x + 3) kg/m. 


14. 


15. 


16. 


17. 


18. 


19. 


20. 


21 


22. 


«4 


O comprimento da barra é 20 cm e a densidade linear da barra 
em um ponto a x cm de um extremo é (3x + 2) g/cm. 

O comprimento da barra é 9 mm e a densidade linear da barra 
em um ponto a x mm de um extremo é (4x + 1) g/mm. 
O comprimento da barra é 3 m e a densidade linear da barra 
em um ponto a x m de um extremo é (5 + 2x) kg/m. 

O comprimento da barra é 12 cm e a densidade linear da barra 
em um ponto é uma função linear da medida da distância 
ao extremo esquerdo da barra. A densidade linear no extre- 
mo esquerdo é 3 g/cm e no extremo direito é 4 g/cm. 

O comprimento da barra é 10 m e a medida da densidade 
linear em um ponto é uma função linear da medida da dis- 
tância do ponto ao extremo esquerdo da barra. A densidade 
linear no extremo esquerdo é 2 kg/m e no extremo direito 
é de 3 kg/m. 

A medida da densidade linear em qualquer ponto de uma bar- 
ra com 6 m varia diretamente com a distância do ponto a 
um ponto externo na reta suporte da barra e a 4 m de um 
extremo, onde a densidade é 3 kg/m. 

Uma barra tem 10 cm e a medida da densidade linear em um 
ponto é uma função linear da medida da distância ao centro 
da barra. A densidade linear em cada extremo da barra é 
5 g/cm e no centro da barra ela é 35 g/cm. 

A medida da densidade linear em um ponto de uma barra 
varia diretamente com a terceira potência da medida da dis- 
tância do ponto a um extremo. O comprimento da barra é 
de 4 m e a densidade linear no centro é de 2 kg/m. 

A densidade linear em um ponto de uma barra de 5 m varia 
diretamente com a distância do ponto a um ponto externo 
à barra sobre a sua reta suporte e a 2 m de um extremo, on- 


“de a densidade é K kg/m. Ache K se a massa total da barra 


for 135 kg. 


wa 
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23. 


A densidade linear em qualquer ponto de uma barra com 
3 m varia diretamente com a distância de um ponto a um 
ponto externo a ela, sobre a sua reta suporte e a 1 m de um 
extremo onde a densidade é 2 kg/m. Se a massa total da bar- 
ra for 15 kg, ache o centro de massa da barra. 

A medida da densidade linear em um ponto de uma barra 
varia diretamente com a quarta potência da medida da dis- 
tância do ponto a um extremo. O comprimento da barra é 
de 2 m e a densidade linear é 2 kg/m no centro. Se a massa 
total da barra for É kg, ache o centro de massa da barra. 
Uma barra tem L cm de comprimento e o centro de massa 
da barra está num ponto a 4 L do extremo esquerdo. Se a 
medida da densidade linear num ponto for proporcional a 
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uma potência da medida da distância do ponto ao extremo 
esquerdo e a densidade linear no extremo direito for 20 g/cm, 
ache a densidade linear num ponto a x cm do extremo es- 
querdo. A massa é em gramas. 

A massa total de uma barra com L m de comprimento é M kg 
e a medida da densidade linear num ponto a x m do extremo 
esquerdo é proporcional à medida da distância do ponto ao 
extremo direito. Mostre que a densidade linear em um ponto 
da barra a x m do extremo esquerdo é 2M(L — x)/L? kg/m. 
Uma barra tem 6 m de comprimento e sua massa é de 24 kg. 
Se a medida da densidade linear em qualquer ponto da bar- 
ra varia diretamente com o quadrado da distância do ponto 
a um extremo, ache o maior valor da densidade linear. 











FIGURA 1 


6.5 E 
REGIÃO PLANA 


CENTRÓIDE DE UMA Sejam as massas de n partículas localizadas nos pontos (X,, Y) (X», Jo), -.., 
(X,, Y,) do plano xy medidas por m,, m,, .. 


» M,; vamos analisar o problema 


de encontrar o centro de massa desse sistema. Podemos imaginar as partículas 
sobre uma folha de peso e espessura desprezíveis e podemos supor que cada 
partícula tenha sua posição exatamente em um ponto. O centro de massa é o 


eixo, então 


M, = md 


ponto onde a folha estará em equilíbrio. Consulte a Figura 1, que mostra oito 
partículas colocadas numa folha. A i-ésima partícula na figura será denotada 
por m; que é a medida de sua massa. A folha estará em equilibrio sobre um 
ponto de apoio localizado em seu centro de massa, denotado por (x, )). Para 
determinar o centro de massa precisamos primeiro definir o momento de massa 
de um sistema de partículas em relação a um eixo. 

Suponhamos uma partícula a uma distância de d m de um eixo com uma massa 
de m kg. Se M, kg-m for o momento de massa da partícula em relação ao 


(D 


Se a i-ésima partícula tendo massa m, kg estiver localizada no ponto (X,, Y;), sua 
distância ao eixo y será x, m; assim, da fórmula (1), o momento de massa des- 
sa partícula em relação ao eixo y é m;x,; kg-m. Analogamente, o momento de 
massa da partícula em relação ao eixo x é m,y; kg-m. O momento do sistema 
de n partículas em relação ao eixo y é M, kg-m, onde 
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O centro de massa do sistema está no ponto (x, )), onde 





O ponto (x, )) pode ser interceptado como o ponto tal que, se a massa total 
M kg do sistema estiver concentrada nele, o seu momento de massa em relação 
ao eixo y, M, kg-m, seria determinado por M, = MX, e seu momento de massa 
em relação ao eixo x, M, kg-m, seria determinado por M, = M>. 





EXEMPLO 1 - Acheo centro de massa de quatro partículas tendo massas 2, . 
6, 4e 1 kg localizadas nos pontos (5, — 2), (—- 2, 1), (0, 3) e (4, — 1), respecti- 
vamente. | 


Solução 
M, = m;xX; — M,= > my; 
=ANHADHMO+HIO  =A-D+GD+AD+IC)) 
=9 a 


(ES 


=2+6+4+1=13 





Logo, 
-.M, -M, 
X = - ——— 
M “ºM 
doe E — 13 
- 13 13 


| 


O centro de massa está em (&, 1). 





Consideremos agora folhas finas com massa distribuída continuamente, por 
exemplo, folhas de papel ou de latão. Trataremos tais folhas como sendo bidi- 
mensionais e chamaremos tal região plana de lâmina. Nesta secção vamos res- 
tringir nossa discussão às lâminas homogêneas, isto é, lâminas com. densidade 
superficial de massa(*) constante. Lâminas com densidade superficial de massa 
variável serão consideradas no Capítulo 18, em conexão com as aplicações de 
integrais múltiplas. 

Suponhamos uma lâmina homogênea com área 4 m? e com massa M kg. 
Então, se densidade de massa por unidade de área for a constante k kg/m, 
M = kA. Se a lâmina homogênea for um retângulo, o seu centro de massa será 
definido como o centro do retângulo. Vamos usar essa definição para generalizá- 
la para lâminas homogêneas mais gerais. 

Seja L a lâmina homogênea cuja densidade de massa por unidade de área 
é a constante k kg/m, limitada pela curva y = f(x), pelo eixo x e pelas retas 


*N. do T.: A densidade superficial de massa é uma função do ponto sobre a lâmina. Essa densida- 
de é dita constante quando tem o mesmo valor para cada ponto da lâmina. 





FIGURA 2 


6.5.1 DEFINIÇÃO 
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x=aex=b. A função fé contínua no intervalo fechado [a, b], e fl) > 0 
para todo x em [a, b]. Veja a Figura 2. Seja A uma partição do intervalo 
(a, b] em n subintervalos. O i-ésimo subintervalo é [x, ,x]eAx=x,—- x... 
O ponto médio de [x,. ,, x] é y;. Associada a cada subintervalo existe uma lâ- | 
mina retangular cujo comprimento, altura e densidade superficial de massa são 
dados por A;x m, f(y) m e k kg/m?, respectivamente, e cujo centro de massa 
está no ponto (y, 5f(y)). A área da lâmina retangular é S(y) A;x m?; logo, 
kf(y;)) A;x kg é sua massa. Conseqientemente, se A;M, kg-m é o momento de 
massa desse elemento retangular em relação ao eixo y, 


A;M po vkf(y;) Ax 


A soma das medidas dos momentos de massa de n de tais lâminas retangulares 
em relação ao eixo y é dada pela soma de Riemann 


n 


A tnfly) Ax 


Definimos o momento de massa de L em relação ao eixo y como o limite dessa 
soma de Riemann quando |[A| — 0. Isto está formalmente estabelecido na De- 
finição 6.5.1. 

Da mesma forma, se A;M, kg-m for o momento de massa da i-ésima lâmi- 
na retangular em relação ao eixo x, 


AM. =5S()kf (y;) Ax 


e a soma das medidas dos momentos de massa de n de tais lâminas retangularés 
em relação ao eixo x é dada pela soma de Riemann. 


HS Go) FÉ 4x 


Uia 3 


O limite dessa soma de Riemann quando [A| > 0 está estabelecido na Defini- 
ção 6.5.1 como o momento de massa de L em relação ao eixo x. 

A massa da i-ésima lâmina retangular kf(y)A x kg; então, a soma das medi- 
das das massas de n lâminas retangulares é dada por 


Dito) Age 


Na Definição 6.5.1, o limite dessa soma de Riemann está estabelecido como 
a massa total de L. 


Seja L a lâmina homogênea cuja densidade superficial de massa é a constante 
k kg/m?, a qual é limitada pela curva y = f(x), pelo eixo x e pelas retas 
x =aex = ob. A função f é contínua em la, b] e f(x) > 0 para todo x em 
la, b]. Se M, kg-m for o momento de massa da lâmina L, em relação ao eixo 

y, então 


M, = lim DD kyf(y) Ax 


kj; xf(00) dx 





6.5.2 DEFINIÇÃO 
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Ed 


Se M, kem for « º » momento dei massa da lâmina L em relação. ao eixo x, então 


se sm * Ce 
3 ue io 


lim z Err. Aj e 


ais 0 


Ml VP dx 


E 


Se M kg for a massa total da lâmina L, então 


nº AO E “ 


lim n, DX KG) Axe, 


Substituindo as expressões para M, M, e M em (2), teremos 


CC kfitode WTI A 


o k | fl) dx E k |; f09 dx 


Dividindo ambos o numerador e o denominador por k, teremos 


b y= : 
ls (x) dx À Abd 


Nessas fórmulas o denominador é o número de unidades quadradas na área 
da região; desta forma, expressamos um problema físico em termos de um pro- 
blema geométrico. Isto é, x e y podem ser considerados como a abscissa e a orde- 
nada médias, respectivamente, de uma região geométrica. Nesse caso, x e y de- 
pendem somente da região, e não da massa da lâmina. Assim sendo, vamos 
nos referir ao centro de massa de uma região plana, em vez de falarmos em 
centro de massa de uma lâmina homogênea. Nesse caso, o centro de massa será 


chamado de centróide da região. Em vez de momentos de massa, vamos consi- 


derar momentos da região. 


| Seja R a região limitada pela curva y = f(x), pelo eixo x e pelas retas x = a 


ex =b. A função f é contínua em [a, b] e f(x) > O para todo x em la, b). 
Se M, denotar o momento de R em relação ao eixo x e M, denotar o momen- 
to de R em relação ao eixo y, então 


n 


lim L HQ) Ax M,= lim » vit) Ax 


all >0i=1 lall>05=1 


M, 


1 
| 


A | [IP dx |: xf(c) dx 
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») for o centróide da região rpldia R cuja área é 4 unidades quadradas 
e M, forem definidos como acima, 





EXEMPLO 2 Ache o centróide da região no primeiro quadrante limitada pe- 
la curva y* = 4x, pelo eixo x e pelas retas x = lex = 4. 


Solução Seja f(x) = 2x!2, A equação da curva é, então, y = f(x). A Fi- 
gura 3 mostra a região, bem como o i-ésimo elemento retangular. O centróide 
do retângulo está em (y, 5J(y)). A área A4 unidades quadradas da região é 
dada por 


A= lim 5 fl)Ax 


I41|=0 154 
4 

= [É 169) dx 

== |; 2x1'2 dx 


4 
-se] 





FIGURA 3 


to 
volto 


Agora vamos calcular M, e M,. 


M,= lim ba vit li) Ax M,= lim 2 3f()' Sli) Ax 
J4||>+0 i=1 |4]|>0 i= 
há 1 2 
= [É xf(x) dx =4 [LO] dx 
= IN x(2x*'2) dx = +]; 4x dx 
2 E x dx as “h 
— 4,5/2 e 
aee, 
— 124 
E 
Logo, 
MM 
CA ta 
ga 15 
- 28 28 
3 3 
— 93 ER: 
En. - 28 
Assim, o centróide está no ponto (&, & 





No exemplo a seguir, a região é limitada por duas curvas, ao invés de uma 
e um eixo coordenado. O método para encontrarmos o centróide é o mesmo, 
mas as equações para M, e M, dependem das equações que definem as duas 
curvas. O procedimento a ser seguido está no exemplo. 
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| EXEMPLO 3 Ache o centróide da região limitada pelas curvas y = x € 
y = C/y = 6) vy=2X+3. | 






Solução Os pontos de intersecção das duas curvas são (— 1, 1) e (3,9). A 
região está na Figura 4; bem como o i-ésimo elemento retangular. 

Seja f(x) = x2 e g(x) = 2x + 3. O centróide do i-ésimo elemento retangu- 
lar está no ponto (y, 5[f(y) + g(y)]), onde y, é o ponto médio do i-ésimo sub- 
intervalo [x, . ,, x]. A medida da área da região é dada por 


Pelll tifo) + gt) AS dim À, [900 — food] Ape 
= [* [969 — f(9] dx 
= FÊ, Px +3— x?] dx 


32 
3 


(y,;. fly) 


Vamos calcular M, e M,. 


Á:x 
M e “lim 4 [4 é 1 A jX 
FIGURA 4 AR b vilgly) — f(y)] 


= |" xL969 — ft9] dx 
= Le x[2x + 3 — x?] dx 


— 32 
e ai 


n 


M,= lim a 2La(v) + So) lg) — Sly] Ax 


Ha|>0 i=4 


= |" Toto + SOTAO9 — fl)Jdx 


z 
“edi 
o 
»| E 


luis E 
poe 


PO rs 
“o tw 


Assim sendo, O ceniróide está no ponto (1, — 


6.5.3 TEOREMA | Sea a região plana R tiver a reta L como um eixo de-simetria, o centróide de | 
| R estará em L. É 
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bo ed 
A;x a Se A 
FIGURA 5 





FIGURA 6 
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Prova Escolha os eixos coordenados de tal forma que L esteja sobre o eixo y 
e a origem esteja em R. A Figura 5 ilustra um exemplo desta situação. Na figu- 
ra, Ré a região CDE, Cé o ponto (—a, 0), E é (a, 0) e a equação da curva 
CDE é y = f(x). 

Consideremos uma partição do intervalo [0, a]. Seja y; o ponto médio do 
i-ésimo-subimervalo [x; . ,, x]. O momento em relação ao eixo y do elemento 
retangular com altura f(y)) e comprimento A;x é Y;[f(y;)) A;x]. Dada a simetria, 
para uma partição similar do intervalo [— a, 0] existe um elemento correspon- 
dente tendo — y, f(y;)) A;x como seu momento em relação ao eixo y. A soma 
desses dois momentos é 0; logo M, = 0. Como XxX = M,/A, concluímos que 
x = 0. Assim o centróide da região R está no eixo y e isso é o que queríamos 
provar. [| 


Com a aplicação do Teorema 6.5.3 torna-se mais simples encontrar o cen- 
tróide de uma região plana que pode, assim, ser dividida em regiões com eixos 
de simetria. 





EXEMPLO 4 Ache o centróide da região limitada pelo semicirculo 


y = 4 — x2e pelo eixo x. 
Solução A região está na Figura 6. 


Como o eixo y é um eixo de simetria, o centróide está sobre o eixo y; assim, 


x = 0. 
O momento da região em relação ao eixo x é dado por 


M,= lim S 4N4>92P 4x 


HiAH>0 i=1 


=2:3 [5 (4 — x?) dx 


2 
4x — doe] 
O 


Ea 


1 


O 


] 
3 


A área da região é 27 unidades quadradas; assim, 


Yy= 


o Se 


37 


O centróide está no ponto (0, 5º). 











EXERCÍCIOS 6.5 


1. Ache o centro de massa de três partículas tendo massas de (0, 5) e (2, 1), respectivamente. | 
1, 2e 3 kg e localizadas nos pontos (— 1, 3), (2, ) e (3, — 1), 3. A coordenada » do centro de massa de quatro partículas é 
respectivamente. 5. As partículas têm massas 2, 5, 4e m kg e estão localizadas 


2. Ache o centro de massa das quatro partículas tendo massas nos pontos (3, 2), (— 1, 0), (0, 20) e (2, — 2), respectivamen- 
de 2, 3, 3 e 4 kg e localizadas nos pontos (— 1, — 2), (1, 3), te. Ache m. 


6.6 Trabalho 


4. Ache o centro de massa de três partículas tendo massas de 
3, 7 e 2 kg localizadas nos pontos (2, 3), (—- 1, 9) e (0, 2), 
respectivamente. 

5. Ache o centro de massa de três partículas de igual massa lo- 
calizadas em (4, —-2), (-3, 0) e (1,5). 

6. Prove que o centro de massa de três partículas com igual mas- 
sa num plano está no ponto de intersecção das medianas do 
triângulo cujos vértices são os pontos onde estão as partículas. 


Nos Exercícios de 7 a Iá, ache o centróide da região com os con- 
tornos indicados. 


7. A parábola y = 4 —- x? e o eixo x. 
8. A parábola x = 2y —- y? e o eixo ). 
9. A parábola y = x?eareta y = 4. 
10. A parábola y? = 4x, oeixo ypeareta y = 4. 
11. As curvas y = x) e y = 4x no primeiro quadrante. 
12. Asretasy =2x + 1,x+y=7,ex=8. 
13. As curvasy =x? —- 4ey=2x-— x2, 
14. As curvas y = xº*ey = Xº. 


15. Ache o centro de massa da lâmina limitada pela parábola 
2y = 18 — 3x, pelo eixo y, se a densidade superficial de 
massa em qualquer ponto (x, y) for V6 — x kg/m. 

16. Resolva o Exercício 15 se a densidade superficial de massa 
em qualquer ponto (x, y) for x kg/m2. 

17. Se o centróide da região limitada pela parábola y? = 4px e 
pela reta x = a estiver no ponto (p, 0), ache o valor de a. 

18. Prove que a distância do centróide de um triângulo a qual- 
quer lado do triângulo é igual a um terço da altura daquele 
lado. 

19. Seja R a região limitada pelas curvas y = Al)ey = f(x) 
(veja a figura). Se 4 for a medida da área de Re») 
for a ordenada do centróide de R, prove que a medida do 
volume V do sólido de revolução obtidos ao girarmos R em 
torno do eixo x é dada por V = 27yA. Enunciando esta igual- 
dade temos que: 


Se uma região plana girar em torno de um reta em seu plano 
que não corta a região, então, a medida do volume do sóli- 
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do de revolução gerado será igual ao produto da medida da 
área da região pela medida da distância percorrida pelo cen- 
tróide da região. 


O enunciado acima é conhecido como o teorema de Pappus 
para volumes de sólidos de revolução. 





20. Use o teorema de Pappus para encontrar o volume do toro 


(da forma de uma câmara de ar) gerado com a revolução de 
um círculo com um raio de r unidades em torno de uma reta 
em seu plano, a uma distância de b unidades de seu centro, 
onde b > r. 


21. Use o teorema de Pappus para encontrar o centróide da re- 


gião limitada por um semicirculo e seu diâmetro. 


22. Use o teorema de Pappus para encontrar o volume de uma 


esfera com um raio de r unidades. 


23. Use o teorema de Pappus para encontrar o volume de um 


cone circular reto com raio da base r unidades e altura 
h unidades. 


24. Seja R a região limitada pelo semicírculo y = r? — x? e 


o eixo x. Use o teorema de Pappus para encontrar o momento 
de R em relação à reta y = —r. 


25. Se R for a região do Exercício 24, use o teorema de Pappus 


para encontrar o volume do sólido de revolução gerado com 
a revolução de R em torno da reta x — y = r. (Sugestão: 
use o resultado do Exercício 4.6 nos Exercícios 4.8.) 


26. Dê um exemplo para mostrar que o centróide de uma região 


plana não é necessariamente um ponto dentro da região. 








6.6 TRABALHO O trabalho realizado por uma força atuando sobre um objeto é definido em 
Física como sendo “'a intensidade da força vezes o deslocamento””. Por exem- 
plo, suponha que um objeto se mova ao longo do eixo x, de um ponto a até 
um ponto b e sobre o objeto esteja agindo uma força de F newtons na direção 
do movimento. Então, se o deslocamento for medido em metros, (b — a) será 
o número de metros no deslocamento. Se W for o número de unidades do tra- 
balho realizado pela força, W será definido por 


(1) 


D ILUSTRAÇÃO 1 Se W for o trabalho necessário para levantar uma massa de 
70 kg a uma altura de 3 m, então 


W =70:-3=210 


onde a aceleração foi considerada igual a 1. «4 
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A unidade de medida do trabalho depende das unidades de força e distância. 
No sistema métrico, se a unidade de massa for medida em quilogramas e a dis- 
tância for medida em metros, então a unidade de força será o newton e a unida- 
de de trabalho será um newton-metro que é chamado de joule (J). Se a unidade 
de massa for o grama e a distância for medida em centímetros, então a unidade 
de força será a dina e a unidade de trabalho, uma dina-centímetro, será chama- 
da de erg. Para conversão, 1 newton é 10º dinas e 1 joule é 107 ergs. No siste- 
ma inglês, onde a força é medida em libras e a distância em pés, o trabalho. 
é medido em pés-libras. 

O exemplo a seguir mostra o cálculo do trabalho. 


b ILUSTRAÇÃO 2 Queremos encontrar o trabalho realizado ao levantar uma 
pedra com 8 kg de massa a uma altura de 4 m. Usamos a fórmula F = Ma, 
onde F newtons (N) é a força requerida para dar à massa de M kg uma acelera- 
ção de a m/s”. A força, neste caso, é a força da gravidade e a aceleração é a 
da gravidade, que é 9,81 m/s?. A massa é 8 kg. Logo, M = 8ea = 981e 


F = 8(9,81) 
= 78,48 


Assim, queremos encontrar o trabalho realizado por uma força de 78,48 N e 
um deslocamento de 4 m. Se W J for o trabalho, 


W = (78,484) 
= 313,92 


Logo, o trabalho realizado é de 313,92 J. «a 


Vamos considerar agora o trabalho realizado por uma força atuando, ao longo 
de uma reta, na direção e sentido do deslocamento. Queremos definir o que 
entendemos pelo termo ““trabalho”” neste caso. 

Suponhamos que f seja contínua no intervalo fechado [a, b], e f(x) unidades 
seja a força que age na direção do movimento sobre um objeto, quando ele se 


“move para a direita, ao longo do eixo x, de um ponto a para um ponto b. Seja 


A uma partição do intervalo fechado [a, b)]: 
A=M<KMECMLÃA<X.1<X=D 


O i-ésimo subintervalo é [x, .,, x]; ese x, , está próximo de x, a força é qua- 
se constante nesse subintervalo. Se-supusermos que a força será constante no 
i-ésimo subintervalo e se &, for um ponto qualquer tal que x, , < &, < x, en- 
tão, se A,W for o número de unidades do trabalho realizado sobre o objeto 
quando ele se move do ponto x, ., ao ponto x,, da fórmula (1) temos que 


AW = HCl; — x;-1) 
Substituindo x, — x, .., por A;x temos 
AW = f(c;) Ax 


LAW=5 164% 


Quanto menor tomarmos a norma da partição A, maior será n e mais perto 
estará a soma de Riemann do que intuitivamente pensamos ser a medida do 
trabalho total realizado. Então, vamos definir a medida do trabalho total co- 
mo o limite da soma de Riemann. 
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| Seja f uma função contínua 1 no intervalo fechado [a, blef (9 o número de uni-. 


dades na força que age sobre um objeto situado no ponto x do eixo x. Então, 


“se W unidades for” o trabalho realizado pela. CORA Aquando O Rida se move 
| de: a até b, - 


+ : 


lim ss SE) Ax 
Hail e 


ia 
DE 





EXEMPLO 1 Uma partícula se move ao longo do eixo x sob a ação de uma 


força de f(x) N, quando a partícula está a x m da origem. Se f(x) = x? + 4, 


ache o trabalho realizado quando a partícula se move do ponto onde x = 2 
ao ponto onde x = 4. 


Solução Tomamos uma partição do intervalo fechado [2, 4]. Se W N-m 
for o trabalho realizado quando a partícula se move do ponto onde x = 2 ao 
ponto onde x .= 4, então, pela Definição 6.6.1, 


W= lim S f(6)4x 


H4/|>0 i=1 


Logo, o trabalho realizado é 262 N-m. 


No exemplo a seguir, usamos a lei de Hooke, a qual estabelece que se uma 
mola for esticada x unidades além do seu comprimento natural, ela tende a vol- 
tar ao normal, exercendo uma força igual a kx unidades, onde Kk é uma cons- 
tante que depende do material empregado na fabricação-da mola, de seu tama- 
nho e das unidades mecânicas empregadas. 


EXEMPLO 2 Uma mola tem um comprimento natural de 14 cm. Se uma for- 
ça de 500 dinas é requerida para mantê-la esticada 2 cm além de seu tamanho 
natural, qual o trabalho realizado para esticá-la do seu comprimento natural 


“até 18 cm? 


Solução Coloque a mola ao longo do eixo x, com a origem no ponto onde 
começa o estiramento. Veja a Figura 1. Seja f(x) o número de dinas na força que 


E ums 
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age sobre a mola para esticá-la x cm além do seu comprimento natural. Então, 
pela lei de Hooke, 


fO) = 
Como f(2) = 500, temos 
500 = k 2 
k = 250 
Logo, 
fo) = 250x 


Como a mola está sendo esticada de 14 para 18 cm, considere uma partição 
do intervalo fechado [0, 4] sobre o eixo x. Seja A,x cm o comprimento do i-ési- 
mo subintervalo e seja & um ponto qualquer no i-ésimo subintervalo. Se W 
ergs (dina-centímetros) for o trabalho realizado para esticar a mola do seu com- 
primento natural de 14 cm até o comprimento de 18 cm, então 


W= lim 54x 


|l4l|-+0 151 

= [5 f09 dx 

“do 

A 250x dx 
0) 

0 a Ê 
2 o 

= 2.000 


Logo, o trabalho realizado para esticar a mola é de 2.000 ergs. 





“Nos Exemplos 3 e 4 estamos interessados no peso da água. No sistema inter- 
nacional a densidade de massa da água é 1.000 kg/m? e a aceleração da gra- 
vidade é 9,81 m/s?. Portanto, a densidade do peso da água é (1.000) (9,81) 
N/mº' = 9.810 N/m'. 





EXEMPLO 3 Um reservatório de água com a forma de um cone circular reto 
invertido tem 2 m de diâmetro no topo e 1,5 m de profundidade. Se a superfície 
da água estiver 0,5 m abaixo do topo do reservatório, ache o trabalho realiza- 
do ao se bombear a água para o topo do tanque. 


Solução Consulte a Figura 2. O eixo x positivo foi escolhido apontando 
para baixo, pois o movimento é vertical. Tomamos a origem no topo do reser- 
vatório. Vamos considerar uma partição do intervalo fechado [0,5, 1,5] no eixo 
x e seja &, um ponto qualquer no i-ésimo subintervalo [x, .,, x]. Um elemento 
de volume é um disco circular com espessura A,x m e raio f(£,) m, onde f é 
determinada por uma equação da reta que passa pelos pontos (0, 1) e (1,5, 0),. 
com a forma y = f(x). O número de metros cúbicos no volume desse elemento 
é dado por x [f(&))]º A;x. Sendo o peso de 1 mº de água igual a 9.810 N, o pe- 
so do elemento será 9.8107 [f(E))? A,x N, o qual é a força que atua sobre o 
elemento. Se x,. , estiver próximo de x,, então a distância percorrida pelo ele- 
mento será de aproximadamente É, m. Assim, o trabalho realizado para bom- 
bear esse elemento ao topo do reservatório será de aproximadamente 
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(9.8107 [FED]? A;x) E J. Assim, se W for o número de joules do trabalho to- 
tal realizado, 


W = lim > 9.8107[ HE) Ax 


JAj>0:=1 


9.8107 [o GIP x dx 


Para determinar f(x) vamos encontrar uma equação da reta que passe pelos pon- 
tos (0, 1) e (1,5, 0), usando a forma intercepta: 


0-1 | 
dad Te edad dl 
Logo, f(x) = -4x + le 


W = 9.8107 E (= 2x + Dx dx 


9.810x (o (Gx*) — Sx? + x) dx 


LS 


9.8107 [at — E + pat] 
= 1.0907 


0,5 


Assim, o trabalho realizado é de 1.0907 J. 


EXEMPLO 4 Uma caixa d'água está sendo içada. Enquanto sobe há um vaza- 
mento constante de 0,18 mº a cada metro percorrido. Se o peso da caixa for 
de 900 kg e se originalmente ela contém 27 mº de água, ache o trabalho reali- 
zado quando a caixa atingir 6 metros de altura. 


Solução Veja a Figura 3. A origem O foi colocada no ponto de partida 
na base da caixa e O eixo x é vertical e orientado para cima segundo a direção 
e o sentido do movimento a partir de O. Consideremos uma partição do inter- 
valo fechado [0, 6] no eixo x. Seja £, um ponto qualquer no i-ésimo subinter- 
valo [x,,, x]. Quando a base da caixa estiver em £, haverá na caixa (27 — 
— 0,18 £) m* de água. Supondo que o peso de 1 mº de água é de aproxima- 
damente 1.050 N, então o peso da caixa e seu conteúdo em £, será [900 + 
+ 1.050 (27 — 0,18 £)] ou, equivalentemente, (29.250 — 189 £) N, que é a 
força que age sobre a caixa. O trabalho realizado ao içar a caixa através do 
1-ésimo subintervalo é de aproximadamente (29.250 — 189 E) Ax joules. O ter- 
mo “aproximadamente”? foi usado pois estamos supondo a quantidade de água 
na caixa em todo o subintervalo. Se W joules for o trabalho total realizado ao 
elevar a caixa até os 6 mM, 


n 


lim 2 (29.250 — 189 £) Ax 


IAH +>0 i= 


W 


6 
| (29.250 — 1895) dx 
6 
= 29.250 x — “2 * 
0 


172.098 


| 


Assim, o trabalho realizado é de 172.098 joules. 
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EXERCÍCIOS 6.6 


Nos Exercícios 1 e 2, uma partícula se move ao longo do eixo 
x sob a ação de uma força de f(x) N quando a partícula está a 
x m da origem. Ache o trabalho realizado quando a partícula 
se move do ponto onde x = a até o ponto onde x = b. 


É fo)=(2x+1);a=1;b=3 
2. fo)=xVx*+1;0=0,b=2 


Nos Exercícios 3 e 4, uma partícula se move ao longo do eixo 
x sob a ação de uma força de f(x) dinas, quando a partícula está 
a x cm da origem. Ache o trabalho realizado quando a partícula 
se move do ponto onde x = a até o ponto onde x = b. 


3. fO)=xvx+1;0a=3,b=8 
4 fo)=(4x-1;a=1;b=4 


S. Um objeto se move ao longo do eixo x sob a ação de uma 
força de f(x) dinas quando o objeto está a x cm da origem. 
Se 96 ergs for o trabalho realizado ao mover o objeto da ori- 
gem até o ponto onde x = Ke f(x) = 2x — 3, ache K se 
K > 0. 

6. Resolva o Exercício 5, se 90 ergs for o trabalho realizado e 
fo) = 4x — 3. 

7. Uma mola tem um comprimento natural de 8 cm. Se uma 
força de 20 dinas estica a mola em 5-cm a mais, ache o tra- 
balho realizado ao esticar a mola de 8 para 11 cm. 

8. Uma mola tem um comprimento natural de 10 cm e uma força 
de 30 dinas a estica até 1l-cm. (a) Ache o trabalho rea- 
lizado ao esticar a mola de 10 para 12 cm. (b) Ache o traba- 
lho realizado ao esticar a mola de 12 para 14 cm. 

9. Uma força de 8 N estica uma mola, cujo comprimento natu- 

ral é 4 m, em 50 cm. Ache o trabalho realizado ao esticar 

a mola de seu comprimento natural até 5 m. 

Uma força de 500 dinas estica uma mola de seu comprimen- 

to natural de 20 cm, até um comprimento de 24 cm. Ache 

o trabalho realizado ao esticar a mola de seu comprimento 

natural até 28 cm. | 

Uma mola tem um comprimento natural de 12 cm. Uma força 

de 600 dinas comprime a mola para 10 cm. Ache o trabalho 

realizado ao comprimir a mola de 12 para 9 cm. A lei de Hoo- 
ke é válida para compressão, da mesma forma que para ex- 
tensão. 

Uma mola tem um comprimento natural de 6 cm. Uma for- 

ça de 1.200 dinas a comprime para 57-cm. Ache o trabalho 

realizado ao comprimir a mola de 6 para 4jcm. 

Um tanque cheio com água tem a forma de um paralelepípe- 

do retangular com 5 m de profundidade por 15 m de largura 

e por 25 m de comprimento. Ache o trabalho necessário pa- 

ra bombear a água no tanque a um nível de 1 m acima da 

supefície do tanque. 

Uma tina cheia de água tem 10 m de comprimento e sua sec- 

ção transversal tem a forma de um triângulo isósceles com 

2 m de largura em cima e 2 m de altura. Qualo trabalho rea- 

lizado para se bombear a água para fora da tina, por cima 

da borda do tanque? 


10. 


11. 


12. 


13 


14. 


15. 


16. 


17. 


18. 


19. 


20. 


21. 


22. 


23. 


24. 


25. 


26. 


Um tanque com a forma de um hemisfério está colocado de 
forma que a borda seja uma região circular de raio 6 m e 
tem água com uma profundidade de 4 m. Ache o trabalho 
realizado ao se bombear a água para a borda do tanque. 
Um tanque cilíndrico circular reto com uma profundidade 
de 360 cm e um raio de 120 cm está cheio até a metade, com 
óleo pesando 1,2 g/cm”. Ache o trabalho realizado para se 
bombear o óleo a uma altura de 180 cm acima do tanque. 
Uma corda com 60 m e pesando 6 kg/m está pendurada ver- 
ticalmente na parede de um poço. Se um peso de 45 kg for 
levantado pela corda, ache o trabalho realizado ao se puxar 
a corda e o peso para cima do poço. 

Um balde com 20 kg contém 60 kg de areia e é pendurado 
no extremo de uma corrente com 100 m e com 10 kg que es- 
tá dependurada à beira de um poço profundo. Ache o traba- 
lho realizado ao levantar o balde até a beira do poço. 
Resolva o Exercício 18, se a areia está vazando do balde a 
uma taxa constante e se no momento em que o balde chega 
à beira do poço, toda a areia vazou dele. 

Enquanto um saco de farinha está sendo levantado a uma 
altura de 3 m, a farinha vaza segundo uma taxa tal que o 
número de quilos perdidos seja diretamente proporcional à 
raiz quadrada da distância percorrida. Se o saco continha ori- 
ginalmente 27 kg de farinha e se perde um total de 5 kg ao 
percorrer os 3 m ache o trabalho realizado para se levantar 
o saco. 

Um tanque cilíndrico circular reto com uma profundidade 
de 10 m e um raio de 5 m está cheio de água até a metade. 
Ache o trabalho necessário para que a água seja bombeada 
até a borda do tanque. 

Um tanque na forma de um cone circular reto invertido tem 
8 m de diâmetro na borda e 10 m de profundidade. Se o tan- 
que estiver cheio de água até uma altura de 9 m, ache o tra- 
balho realizado ao bombear a água até a sua borda. 

Se o tanque do Exercício 22 estiver cheio até uma altura de 
8 m, com óleo pesando 950 kg/m, ache o trabalho realiza- 
do para que o óleo seja bombeado até a borda. (Sugestão: 
o número de newtons da força necessária para erguer um ele- 
mento é o produto do número de quilogramas de massa (o 
mesmo que o número de quilogramas de peso) e 9,81, o nú- 
mero de metros por segundo ao quadrado na aceleração de- 
vido à gravidade.) 

Se, no Exercício 22, somente a metade da água deve ser bom- 
beada para cima do tanque, ache o trabalho. 

Um motor com 1 cavalo motor (hp) pode fazer 8.250 N de 
trabalho por segundo. Se um motor com 0,1 hp for usado 
para bombear água de um tanque cheio com a forma de um 
paralelepípedo retangular com 6 m de profundidade, 6 m de 
largura e 18 m de comprimento para um ponto 15 m acima 
da borda do tanque, quanto tempo irá levar? 

Um meteorito está a a km do centro da Terra e cai sobre a 
sua superfície. A força da gravidade é inversamente propor- 
cional ao quadrado da distância de um corpo ao centro da 
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Terra: Ache o trabalho realizado pela gravidade se a massa tanque foi realizado, ache o quanto baixou a superfície de 
do meteorito for w kg. Seja R km o raio da Terra e g m/s? óleo. 

a aceleração da gravidade. 28. Um tanque cilíndrico com 3 m de altura e 1,5 m de raio está 
Um tanque tem a forma de um paralelepípedo retangular com sobre uma plataforma a 15 m de altura. Ache a profundida- 
6 m de profundidade, 4 m de largura e 2 m de comprimento de da água quando foi a metade do trabalho necessário para 
e está cheio de óleo pesando 50 kg/m. Quando um terço do encher o tanque realizada através de um cano que vai do ní- 
trabalho necessário para bombear o óleo para a borda do vel do solo à base do tanque. 








6.7 PRESSÃO LÍQUIDA A integral definida também é aplicada em Física para encontrarmos a força de- 


(Suplementar) 


corrente da pressão líquida sobre uma placa submersa no líquido ou a pressão 
exercida pelo líquido sobre as paredes laterais do recipiente que o contém. Va- 
mos supor inicialmente que uma placa plana seja colocada horizontalmente no 
recipiente com o líquido. O peso do líquido exerce uma força sobre a placa. 
A força por unidade quadrada de área exercida pelo líquido sobre a placa é cha- 
mada de pressão do líquido. 

Seja p a densidade de massa do líquido e A m a profundidade de um ponto 
abaixo da superfície do líquido. Se P N/m? for a pressão exercida pelo líqui- 
do num ponto, então 


P = pgh 0) 


onde g é a medida da aceleração da gravidade. 

Se 4 m for a área de uma placa plana que está submersa horizontalmente 
em um líquido e F N for a força exercida pela pressão do líquido na face supe- 
rior da placa, então 


F = PA 
Substituindo (1) na expressão acima, obtemos 
F = pghA 


De (1) segue que o tamanho do recipiente não interfere na pressão líquida. Por 
exemplo, a uma profundidade de 2 m numa piscina cheia com água salgada, 
a pressão será a mesma que numa profundidade de 2 m no oceano, supondo 
que a densidade seja a mesma. 


D ILUSTRAÇÃO 1 Uma folha de latão com 2 m x 4 m é submersa num tan- 
que com água a uma profundidade de 3 m. Se P N/m? for a pressão exercida 
pela água num ponto da face superior da folha, 


P = 3pg 


A área da folha é 8 m?. Assim se F N for a força exercida pela pressão líquida 
na face superior da folha, 


E =-8P 
Substituindo P por 399, obtemos 
F = 24pg 


Tomando g = 9,81 ep = 1.000 temos gp = 9.810. Então, F = 235.440 N. 
Logo, a força decorrente da pressão da água sobre a superfície superior da fo- 
lha é de 235.440 N. « 
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Vamos supor agora que a placa seja submersa verticalmente no líquido. En- 
tão, em pontos da placa em profundidades diferentes a pressão, calculada por 
(1), será diferente e maior embaixo da placa do que em cima dela. Vamos, na 
segiiência, definir a força causada pela pressão líquida quando a placa estiver 
submersa verticalmente no líquido. Usaremos o princípio de Pascal. Em qual- 
quer ponto de um líquido, a pressão será a mesma em todas as direções. 

Na Figura 1, seja ABCD a região limitada pelo eixo x, pelas retas x = a € 
x = bepelacurva y = f(x), onde a função f é contínua e f(x) > O no intervalo 
fechado [a, b]. Vamos tomar os eixos coordenados de tal forma que o eixo y 
esteja ao longo da superfície do líquido. O eixo x será tomado na vertical, apon- 
tando para baixo. O comprimento da placa em x m de profundidade é dado 
por f(x) m. 

Seja A uma partição do intervalo fechado [a, b] que divide o intervalo em n 
subintervalos. Tome um ponto É, no i-ésimo subintervalo com x,., < & <S X; 
Trace n retângulos horizontais. O i-ésimo retângulo tem um comprimento de 
f(£) m e uma largura de A;x m (veja a Figura 1). 

Se girarmos cada elemento retangular de um ângulo de 90º, cada elemento 
transformar-se-á numa placa submersa no líquido a uma profundidade de é m, 
abaixo da supefície do líquido e perpendicular à região ABCD. Então, a força 
sobre o i-ésimo elemento retangular é dada por pgE,f(E;)) A,x N. Uma aproxi- 
mação de F, o número de N da força total na placa vertical, é dada por 


PIS fc) A 


Is 


que é uma soma de Riemann. Quanto menor tomarmos |A|, maior será n e 
melhor será a aproximação dada pela soma de Riemann do que entendemos 
ser a medida da força total. Temos, então, a definição a seguir. 


Suponhamos que uma placa seja submersa verticalmente em um líquido com 
densidade de massa p. O comprimento da placa a uma profundidade de x uni- 
dades abaixo da superfície do líquido é f O) unidades, onde f é contínua no in- 
tervalo fechado la, be f(x) > 0 em la, b).. Então F, o número de newtons s da, 
força causada pela pressão líquida na placa, é dado por 


| lim z pgESCE) A;x 


Alt>0:=0 





|: paxf(s) dx 


EXEMPLO 1 Uma tina com uma secção transversal trapezoidal está cheia de 
água. Se o trapézio tiver 3 m de largura em cima, 2 m embaixo e 2 m de pro- 
fundidade, ache a força total decorrente da pressão em um extremo da tina. 


Solução A Figura 2 apresenta um extremo da tina e um elemento retan- 
gular de área. Uma equação da reta ABéy => — 4x, f00) = 5 — x. Se 
girarmos o elemento retangular em 90º, a força sobre o elemento será dada 
por 299€.f(E;) A;x N. Se F for o número de newtons na força total sobre o 
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lado da tina, 


F= lim 5 2p96:f(é) Ax 


H4|J>0 i=1 
2 
= 209 Ih xf(x) dx 


2 
= 209 J; x(3 — bo dx 
2 
= 2pg|b? — E 


= log 


Tomando pg = 9.810 N/mº, determinamos que a força total é de 45.780 N. 


judo 


EXEMPLO 2 Os extremps de uma tina são regiões semicirculares, cada uma 
com um raio de 2 m. Ache a força causada pela pressão líquida sobre um extre- 
mo, se a tina estiver cheia de água. 


Solução A Figura 3 mostra um extremo da tina e um elemento retangu- 
lar de área. Uma equação do semicírculo é x? + y? = 4. Resolvendo em y», 
obtemos y = 4 — x2. A força sobre o elemento retangular é dada por 
209EN4 — E? A;x. Assim, se F N for a força total num extremo da tira, 


F= lim 3296/42 Ax 


HAI|>0 i=1 
= 299 |; x./4 — x? dx 
2 
—3pg(4 — 31 | 


0) 
= pg 
Com pg = 9.810 N/m, a força total é de 52.320 N. 





FIGURA 3 


Existe uma relação útil entre a força causada pela pressão líquida sobre uma 
região plana e a localização do centróide da região. Consulte a Figura 1 onde - 
ABCD é a região limitada pelo eixo x, pelas retas x = ae x = b, e pela curva 
» = f(), em que f é continua e f(x) > O no intervalo fechado [a, b]). Vamos 
considerar ABCD como uma placa vertical imersa em um líquido tendo densi- 
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dade de massa p. Se FN for a força decorrente da pressão do líquido sobre a 
placa vertical, de (2), segue que 


b 
F = 9 J, Xf09 dx 0) 
Se x for a abscissa do centróide da região ABCD, então x = M,/A. Como 
M, = í; xf(x) dx, 


[: xf(x) dx 


X = A 


I: xf(x) dx = XA 
Substituindo essa expressão em (3), obtemos 
F = pgXA (4) 


De (4), segue que a força total decorrente da pressão do líquido contra uma 
região vertical plana é igual à força que agiria sobre uma região horizontal, a 
uma profundidade de x unidades abaixo da superfície do líquido. 


b ILUSTRAÇÃO 2 Consideremos uma tina cheia de água, tendo por extremi- 
dades regiões semicirculares, cada uma com um raio de 2 m. Usando o resulta- 
do do Exemplo 4 da Secção 6.5, verificamos que o centróide da região está a 
uma profundidade de 8/(37) m. Logo, usando (4) vemos que se F N for a força 
num extremo da tina, 


8 
F=pg-—:2n 
37x 
16 
= 99 
O que está de acordo com o resultado encontrado no Exemplo 2. 4 


Para várias regiões planas, o seu centróide pode ser encontrado em uma ta- 
bela. Quando ambos, a área da região e o seu centróide, puderem ser obtidos 
diretamente, (4) será fácil de aplicar, sendo usada em tais casos pelos engenhei- 
ros para encontrar a força causada pela pressão do líquido. 

No exemplo a seguir, usaremos unidades do SI, onde g = 9,81 m/s? e para 
água p = 1.000; assim, pg = 9.810. 


EXEMPLO 3 Um recipiente com a forma de um cilindro circular reto, tendo 
um raio da base com 3 m, está sobre o seu lado na base de um tanque cheio 
de água. A profundidade do tanque é de 13 m. Ache a força total sobre um 
extremo do recipiente, devido à pressão da água. 


Solução A Figura 4 mostra um extremo do recipiente no tanque e um ele- 
mento de área. O sistema de coordenadas foi escolhido de tal forma que a ori- 


“gem esteja no centro do círculo. Uma equação do círculo é x? + y? = 9. Re- 


solvendo em x, obtemos x = 9 — y2. A força sobre o elemento retangular 
é dada por 


pg(1O — EP — EJA; 
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(0, =3) 


FIGURA 4 


Assim, se F N for a força total num extremo do recipiente, 


F= lim 5 pgtlo- e)p2vD = EPA; 


4||>0 i=+ 
3 E . 
209 | (10— 9 — yZ dy 
Como pg = 9.810, temos 
F = 196.200 |º, 9 — y? dy 19.620 [" y/9—y? dy (5) 


s o 3 E . pos E AU A PEDE A 
Para o cálculo de | 9 — y? dy, faz-se necessária uma técnica dá integra- 
ção que será aprendida na Secção 9.4. No momento, determiriamos o seu va- 
lor, considerando-a como a medida da área da região encerrada por um semi- 
circulo de raio 3. Portanto, 


[i,9o-yidy= 


Substituindo esse valor em (5) e calculando a segunda integral, temos 


F = 196.200(37) + 19.620[4(9 — y?)3/2 É 


3 


— 882.9007 
Assim sendo, a força total é 882.9007 N. 





EXERCÍCIOS 6.7 


1. Uma placa retangular é submersa verticalmente em um tan- 2. Uma placa quadrada com 1 m de lado é submersa vertical- 
que, de forma que 0 lado de cima esteja na superfície da água. mente num tanque com água e seu centro está a 0,6 m abai- 
Se o comprimento da placa for de 10 cm e a profundidade xo da superfície. Ache a força decorrente da pressão do li- 
for de 8 cm, ache a força devido à pressão do líquido sobre quido sobre um lado da placa. 


um lado da placa. 
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3. 


4. 


10. 


11. 


12. 
13. 
l4. 


1. 


2. 


3. 


4. 


Resolva o Exercício 2, se o centro da placa estiver a | m abaixo 
da superfície. 

Uma placa com a forma de um triângulo retângulo isósceles 
é submersa verticalmente num tanque com água, com um ca- 
teto na superficie. Os catetos medem 6 cm cada. Ache a for- 
ça decorrente da pressão do líquido sobre um lado da placa. 
Um tanque retangular cheio de água tem 60 cm de largura 
e 46 cm de profundidade. Ache a força decorrente da pres- 
são do líquido sobre um extremo do tanque. 

Os extremos de uma tina são triângulos eqiiláteros com la- 
dos que medem 60 cm. Se a água na tina tiver 30 cm de pro- 
fundidade, ache a força devido à pressão do líquido em um 
extremo. 

A face da comporta de uma barragem tem a forma de um 
triângulo isósceles com 4 m de largura no topo e 3 m de altu- 
ra. Se a parte superior da comporta está 15 m abaixo da su- 
perfície da água, ache a força total devido à pressão da água 
sobre a comporta. 


- À face da comporta de uma barragem é vertical e tem a for- 


ma de um trapézio isósceles com 3 m no topo, 4 m na base 
e 3 m de altura. Se a base superior está a 20 m abaixo da 
superfície da água, ache a força total devido à pressão da 
água sobre a comporta. 

A face de um reservatório é vertical e tem a forma de um 
triângulo isósceles com 250 m de largura no topo e 100 m 
de altura no centro. Se a água está com 10 m de profundida- 
de no centro, ache a força total sobre o reservatório devido 
a pressão da água. 

Um tanque de óleo tem a forma de um cilindro circular reto 
com 4 m de diâmetro e seu eixo é horizontal. Se o tanque 
estiver cheio até a metade com óleo cuja densidade volumé- 
trica de massa é 750 kg/m, ache a força total num extre- 
mo, devido à pressão do líquido. 

Um tanque de óleo tem a forma de um cilindro circular reto 
com um raio de r m e seu eixo é horizontal. Se o tanque esti- 
ver cheio de óleo com uma densidade de 750 kg/m”, ache r, 
se a força total em uma extremidade do tanque decorrente 
da pressão for 80.000 N. 

Resolva o Exercício 4 usando (4). 

Resolva o Exercício S usando (4). 

Resolva o Exercício 6 usando (4). 


Ache o volume do sólido gerado pela rotação, em torno do 
eixo x da região limitada pela curva y = x?, a reta x = 1 
e o eixo x. 

Ache o volume do sólido gerado pela rotação da região do 
Exercício 1 em torno do eixo y. 

A região limitada pela curva y = sen x, pela reta x = >7 e 
pelo eixo x gira em torno do eixo x. Ache o volume do sóli- 
do gerado. 

A região limitada pela curva x = «cos ), pela reta y = 47 
e pelo eixo y, onde x < ) < 57, gira em torno do eixo 7. 
Ache o volume do sólido gerado. 
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15. 


16. 


17. 


18. 


19 


20. 


21. 


22 


A face de um reservatório adjacente à água é vertical e tem 
a forma de um trapézio isósceles com 90 m no topo e 60 m 
na base e uma altura de 20 m. Use (4), para encontrar a for- 
ça total decorrente da pressão da água na face do reservatório. 
Uma placa semicircular com um raio de 3 m está submersa 
verticalmente num tanque de água com o diâmetro na su- 
perfície. Use (4) para encontrar a força total decorrente da 
pressão da água sobre um lado da placa. 

Ache o momento em torno da base mais baixa do trapézio 
da força do Exercício 15. 

Uma placa com a forma da região limitada pela parábola 
x* = 6ye pela reta 2y = 3 é colocada num tanque com água 
com o vértice para baixo e a reta na superfície da água. Ache 
a força total decorrente da pressão da água sobre um lado 
da placa, se a distância for medida em metros. 

Um tanque cilíndrico está cheio até a metade com gasolina 
cuja densidade é 721 kg/m. Se o eixo é horizontal e o diã- 
metro é de 6 m, ache a força decorrente da pressão do líiqui- 
do sobre um extremo. 

Se o extremo de um reservatório de água tiver a forma de 
um retângulo e o reservatório estiver cheio, mostre que a me- 
dida da força em decorrência da pressão da água sobre o ex- 
tremo é o produto da medida da área do extremo pela medi- 
da da força em seu centro geométrico... 

A base de uma piscina é um plano inclinado. A piscina tem 
'2 m de profundidade em um extremo e 8 m no outro. Se a 
largura da piscina for 25 m e o comprimento for 40 m, ache 
a força total em decorrência da pressão da água no fundo. 
A face de um reservatório adjacente à água é inclinada 45º 


| em relação à vertical. A face é um retângulo com 80 m de 


23. 


24. 


comprimento e um lado inclinado de 40 m. Se o reservatório 
está cheio, ache a força total sobre a face, em decorrência 
da pressão da água. 

A face de um reservatório adjacente à água é inclinada 30º 
em relação à vertical. A face é um retângulo com 50 m de 
comprimento e um lado inclinado com 30 m. Se o reservató- 
rio está cheio, ache a força total sobre a face em decorrência 
da pressão da água. 

Resolva o Exercício 23 no caso em que a face do reservató- 
rio é um trapézio isósceles com 120 m de base maior no topo 
e 80 m de base menor e a distância entre as bases é de 40 m. 


EXERCÍCIOS DE REVISÃO DO CAPÍTULO 6 


A região limitada pela curva y = x cosec x, pelo eixo x e pe- 
las retas x = 7 €X = 57 gira e torno do eixo x. Ache o 
volume do sólido gerado. 

A região no primeiro quadrante, limitada pelas curvas 
x=yºex = yºgira em torno do eixo y. Ache o volume 
do sólido gerado. 

Ache o volume do sólido gerado pela rotação em torno do 
eixo » da região limitada pela parábola x = y? + 2 pela 
retax =y+8. 


«- Ache o volume do sólido gerado pela rotação da região limi- 


tada pela parábola y? = x, pelo eixo x e pela reta x = 4em 


10. 


11. 


12. 


13. 


14. 


15. 


16. 


17. 


18. 


19. 


20. 


21. 


22; 


23. 


24. 


25. 


Exercícios de Revisão do Capítulo 6 


torno da reta x = 4. Tome os elementos de área paralelos 
ao eixo de revolução. 


« A base de um sólido é a região limitada pela parábola y2 = 8x 


earetax = 8. Ache o volume do sólido, se toda secção pla- 
na perpendicular ao eixo da base for um quadrado. 

A base do sólido é a região encerrada por um círculo tendo 
um raio de r unidades, e toda a secção plana perpendicular 
a um diâmetro fixo da base é um quadrado cuja diagonal 
é uma corda do círculo. Ache o volume do sólido descrito. 
Ache o volume do sólido gerado pela rotação da região limi- 
tada pela curva y = |x — 2|, pelo eixo xe pelas retas x = 1 
ex = 4 em torno do eixo x. 

Use integração para encontrar o volume de um segmento de 
uma esfera, se ela tiver um raio de r unidades e se a altura 
do segmento for h unidades. 

Ache o volume do sólido gerado pela rotação em torno da 
reta y = — 1 da região acima do eixo x limitada pela reta 
2y =x + 3epelas curvasy? + x = 0,yº — 4x = 0 de 
x=-lax=i. 

Ache o comprimento do arco da curva ay? 
ao ponto (4a, 8a). 

Ache o comprimento do arco da curva 67º = 
ponto (2, 0) ao ponto (8, 4/3). 

Uma esfera de raio 10 cm é interceptada por dois pinos pa- 
ralelos do mesmo lado do centro da esfera. A distância do 
centro da esfera a um dos planos é 1 cm e a distância entre 
os planos é 6 cm. Ache o volume da porção sólida da esfera 
entre os dois planos. 

Resolva o Exercício 16, se os dois planos estiverem em lados 
opostos em relação ao centro da esfera, mas todos os demais 
permanecerem os mesmos. 

Um sólido é formado pela rotação em torno do eixo y, da 
região limitada pela curva yº* = x, pelo eixo x e pela reta 
x = c, onde c > 0. Para que valores de c o volume do sólido 
é de 12x unidades cúbicas? 

Ache o comprimento do arco da curva 9x? + 4722 = 36 
no segundo quadrante do ponto onde x = — 1 ao ponto on- 
dex = —+. 

Ache o comprimento do arco da curva 3y = (x? — 2)*2 do 
ponto onde x = 3 ao ponto onde x = 6. 

Três partículas com massas 4, 2 e 7 kg estão no eixo x, nos 
pontos com coordenadas —S5, 4 e 2 respectivamente, onde 
a distância é medida em metros. Ache o centro de massa do 
sistema. 

Três partículas tendo massas 5, 2 e 8 g estão localizadas, res- 
pectivamente, nos pontos (— 1, 3), (2, — 1) e (5, 2). Ache o 
centro de massa sendo a distância medida em cm. 

Ache as coordenadas do centro de massa de quatro particu- 
las com igual massa localizadas nos pontos (3, 0), (2, 2), 
2, De(-—1,2). 

Três particulas, com igual massa, estão localizadas sobre o 
eixo x em pontos tendo coordenadas —4, 1 e 5, onde a dis- 
tância é medida em metros. Ache as coordenadas do centro 
de massa do sistema. 

O comprimento de uma barra é 8 m e a densidade linear da 
barra num ponto 2 x m do extremo esquerdo é 2x + 1 kg/m. 
Ache a massa total da barra e seu centro de massa. 


= xº da origem 


x(x — Er do 
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O comprimento de uma barra é de 4 m e a densidade li- 
near da barra num ponto a x m do extremo esquerdo é 
(3x + 1) kg/m. Ache a massa total da barra e o centro de 
massa. 

Ache o centróide da região no primeiro quadrante, limitada 
pelos eixos coordenados e pela parábola y = 9 — x2. 
Ache o centróide da região limitada pela parábola y? = x 
e pela reta y = x — 2. 

Ache o centróide da região limitada pelas curvas y = Xe 
y= x 

Ache o centróide da região limitada acima pela parábola 
4x? = 36 — 9y e abaixo pelo eixo x. 

Use o teorema de Pappus para encontrar o volume da esfera 
de raio 4 m. 

Use o teorema de Pappus para encontrar o volume de um 
cone circular reto com 2 m de raio da base e 3 m de altura. 
Ache o volume do sólido gerado pela rotação, em torno do 
eixo y, da região limitada pelo gráfico de y = 2x — 2, 
pelo eixo x e pela reta x = 2. 

Ache o volume do sólido gerado pela rotação, em torno da 
reta x = 2, da região do Exercício 33. 

Ache o volume do sólido gerado pela rotação, em torno da 
reta x = 3, da região limitada por aquela reta, pelo eixo x 
e pelo gráfico y = 9x — x?. | 
Uma força de 2205,0 N é necessária para comprimir uma mola 
de 25 cm até 22 cm. Ache o trabalho realizado ao comprimir 
a mola até 20 cm. 

Uma força de 600 dinas estica uma mola de seu comprimen- 
to natural de 30 cm até 35 cm. Ache o trabalho realizado ao 
esticar a mola de seu comprimento natural até 40 cm. 
Uma tina cheia de água tem 2 m de comprimento e sua sec- 
ção transversal tem a forma de um semicírculo com um diã- 
metro de 0,6 m no topo. Qual o trabalho necessário para bom- 
bear a água da tina pela borda? 


Um cabo com 20 m e com uma densidade linear de massa 
de 2 kg/m está dependurado na vertical. Ache o trabalho feito 
ao levantar todo o cabo. 


O trabalho necessário para esticar uma mola de 22 cm até 
25 cm é + vezes o trabalho necessário para esticar a mola 
de 20 para 22 cm. Qual o comprimento natural da mola? 
Um tanque cheio de água tem a forma de um paralelepípedo 


retangular com 30 m de comprimento, 15 m de largura e uma 


profundidade de 4 m. Ache o trabalho necessário para bom- 


bear a água no tanque a um nível de 50 cm acima da borda 
do tanque. 


Um tanque com a forma de um hemisfério, tendo um diã- 
metro de 10 m, está cheio com água até uma profundidade 
de 3 m. Ache o trabalho realizado ao bombear a água até 
a borda do tanque. 


Um tanque com a forma de um hemisfério tem sobre si um 
cilindro circular reto. O raio de ambos, o hemisfério e o ci- 
lindro, é 4m e a altura do cilindro é de 8 m. Se o tanque 
estiver cheio de água, ache o trabalho necessário para esva- 
ziar o tanque bombeando a água através de uma abertura 
na borda do tanque. Tome a aceleração da gravidade como 
sendo 10 m/s?. 
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44. 


45. 


46. 


47. 


48. 


49. 


50. 
|. eixo x, onde O < x < Sa, gira em torno do eixo x. Ache o 


Um recipiente tem a forma e as dimensões de um sólido de 
revolução descrito pela rotação da região no primeiro qua- 
drante, limitada pela parábola x? = 4py, pelo eixo y e pela 
reta »y = p, em torno do eixo y. Se o recipiente estiver cheio 
de água, ache o trabalho realizado para se bombear toda a 
água até um ponto 3p m acima da borda do recipiente. To- 
me a aceleração da gravidade igual a 10 m/s”. 

A superfície de um tanque é igual a de um parabolóide de 
revolução obtido girando-se a parábola y = x? em torno do 
eixo y. O vértice da parábola está na base do tanque, que 
tem 3,6 m de altura. Se o tanque estiver cheio com água até 
2 m de profundidade, ache o trabalho realizado para bom- 
bear a água para fora do tanque, pela borda de cima. Tome 
a aceleração da gravidade igual a 10 m/s2. 

Uma cunha é cortada de um cilindro circular reto com um 
raio de r unidades por dois planos, um perpendicular ao 
eixo do cilindro e o outro interceptando o primeiro ao lon- 
go de um diâmetro da secção plana circular com um ângulo 
de 30º. Ache o volume da cunha. 

A torre de uma igreja tem 30 m de altura e toda secção hori- 
zontal plana é um quadrado, sendo o comprimento dos la- 
dos igual à um décimo da distância da secção plana ao topo 
da torre. Ache o volume da torre. 

Ache, pelo corte, o volume de um tetraedro com três faces 
mutuamente perpendiculares e três arestas mutuamente per- 
pendiculares cujos comprimentos são a, b e c unidades. 
A região limitada por um pentágono com vértices em (— 4, 4), 
(— 2, 0), (0, 8), (2,0) e (4, 4) gira em torno do eixo x. Ache 
o volume do sólido gerado. 

A região limitada pelas curvas y = tgxe ) = cotg x e pelo 


volume do sólido obtido. 
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51. 


52: 


A região dex = 0a x = ES limitada pela curva y = sen x, 
pela reta y = 1 e pelo eixo y gira em torno do eixo x. Ache 
o volume do sólido gerado. (Sugestão: use a identidade 
sen? x = 5(1 — cos 2x.) 


Se fO) = | «/cos t dt, ache o comprimento do arco do grá- 


fico de f do ponto onde x = +7 ao ponto onde x = 57. 


(Sugestão: use a identidade cos? 5x = 5(1 + cosx)eo 


Teorema 5.8.1). 


Os Exercícios de 53 a 56 pertencem à Secção Suplementar 6.7. 


53. 


54. 
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Uma placa tem a forma da região limitada pela parábola 
x? = 6ye pela reta 2y = 3 e é colocada num tanque com 
água tendo o seu vértice voltado para baixo e a reta na su- 
perfície da água. Ache a força decorrente da pressão da água 
sobre:um lado da placa se a distância for medida em metros. 
A face de um dique adjacente à água está inclinada 45º em 
relação à vertical. A face é um retângulo com 80 m de largu- 
ra e 40 m no lado inclinado. Se o dique estiver cheio de água, 
ache a força total na face devido à pressão da água. 

Um tanque cilíndrico está cheio de gasolina com uma densi- 
dade de 641 kg/m. Se o eixo do cilindro for horizontal e 
o diâmetro for de 8 m, ache a força total sobre um extremo 
devido à pressão do líquido. 

Uma placa semicircular com um raio de 4 m é submersa ver- 
ticalmente em um tanque com água com o seu diâmetro na 
superfície. Use a fórmula (4) da Secção 6.7 para encontrar 
a força devido à pressão da água sobre um lado da placa. 





As duas primeiras secções deste capítulo pertencem a funções inversas e a suas 
propriedades. Na Secção 7.1 a inversa de uma função é definida, sendo apre- 
sentadas condições suficientes para que uma função tenha uma inversa. Os teo- 
remas e a derivada de uma função inversa constituem o conteúdo da Secção 7.2. 

Estabelecemos anteriormente que as funções que não são algébricas são cha- 
madas de transcendentais, sendo as seis funções trigonométricas exemplos de 
tais funções. As funções exponenciais e logarítmicas naturais também são trans- 
cendentais e serão tratadas nas Secções 7.3 até 7.6. O logaritmo natural é defi- 
nido como uma integral na Secção 7.3 e a função exponencial natural exp é 
definida como a inversa da função logaritmica natural /n, na Secção 7.5. Com 


- 
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7.1 FUNÇÕES INVERSAS 


—5 O 5 
FIGURA 1 


Funções Inversas, Logarítmicas e Exponenciais 


isso, temos condições de definir uma potência irracional de um número real. 
As funções In e exp são aplicadas na Secção 7.7 a problemas envolvendo (eis 
de crescimento e decaimento. Outra aplicação dessas funções é a resolução de 
equações diferenciais lineares de primeira ordem, como mostramos na Secção 
Suplementar 7.8. 


Dadas duas operações inversas, essencialmente uma ''desfaz”” a outra. Por exem- 
plo, adição e subtração são operações inversas: se 4 for adicionado a x, a soma 
será x + 4; então se 4 for subtraído dessa soma, a diferença será x. Na ilustra- 
ção a seguir, usamos pares de funções associadas às suas operações inversas. 


Db ILUSTRAÇÃO 1 (a) Seja f(x) =x + 4eg(X) = x — 4. Então, 
Hal) = Hx — 4) 9009) = g(x + 4) 
=(x-49)+4 =(x+4)-4 


= X = 


(b) Seja f(x) = 2x e g(x) = E Então, 


Hg909)) = f (5) g( (0) = g(2x) 
x 2X 
= (5) is 
EEE é =X 


(c) Seja fl) = x? e g(o) = Yx. Então, 


Hgo)) = fRh) SO) = 900) 
= (Ni = 
= x =X «q 


Cada par de funções fe q da Ilustração 1 faz com que sejam verdadeiras as 
seguintes afirmativas: 


fg) = x para x no dominio de q 


g(10) = x para x no domínio de f 


Observe que para as funções f e g nessas duas equações, as funções compos- 
tas f(g(x)) e g(f(x)) são iguais, uma relação que em geral não é verdadeira para as 
funções arbitrárias f e g. Você aprenderá adiante (na Ilustração 5) que cada 
par de funções na Ilustração 1 é um conjunto de funções inversas, e esta é a 
razão pela qual as duas equações estão satisfeitas. 

Antes de apresentar a definição formal da inversa de uma função, considere- 
mos mais algumas funções particulares. A Figura 1 mostra um esboço da fun- 
ção definida por 


fO) = x? 


O domínio de f é o conjunto dos números reais e a imagem de f é o intervalo 
[0, + co). Observe que como f(2) = 4e f(— 2) = 4, o número 4 é o valor fun- 


FIGURA 2 


FIGURA 3 


7.1.1 DEFINIÇÃO 
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cional de dois números distintos no domínio. Além disso, todo número exceto 
O na imagem dessa função é o valor da função de dois números distintos no do- 
mínio. Exemplificando, ? é o valor funcional tanto de >, como de —>, lé o 
valor funcional de le —1 e9é0 valor funcional de 3 e —3. 

Uma situação diferente ocorre com a função q definida por 


g(x) = xº —2<x<2 


O domínio de g é o intervalo fechado [— 2, 2) e a imagem é [— 8, 8). Um esboço 
do gráfico de g está na Figura 2. Essa função é tal que um número em sua ima- 
gem é o valor funcional de um e somente um número no domínio. Tal função 
é chamada de biunívoca. 


Dizemos que uma função f é biunívoca se cada número em sua imagem corres-. 
ponder exatamente a um número em seu domínio; ou seja, para todo x, e x, 


no domínio de f | | 


se x, * x,, então f(x,)) = fl) 
o fx) = f(x) somente quando x, = x 





> ILUSTRAÇÃO 2 Conforme está argumentado acima, para a função f defini- 
da por 


fO) = x? 


todo número, exceto 0, na imagem de f é valor funcional de dois números dis- 
tintos no domínio. Logo, pela Definição 7.1.1, essa função não é biunivoca. 
« 


Sabemos que uma reta vertical pode interceptar o gráfico de uma função em 
apenas um ponto. Para uma função biunívoca, também é verdade que uma 
reta horizontal pode interceptar o gráfico em apenas um ponto. Você pode 
verificar esse fato para a função biunivoca definida por g(x) = xº?, onde 
—2<x< 2, cujo gráfico está na Figura 2. Além disso, note que para a função 
da Figura 1 definida por f(x) = x”, que não é biunívoca, qualquer reta hori- 
zontal acima do eixo x intercepta o gráfico em dois pontos. 


EXEMPLO 1 Dadas 
f(x) = 4x — 3 h(x) = 4— xº 


(a) Prove que f é biunivoca e faça um esboço de seu gráfico. 
(b) Prove que h não é biunívoca e faça um esboço de seu gráfico. 


Solução 
(a) Temos a função f(x) = 4x — 3. O domínio de f é o conjunto de todos os 
números reais. Se x, e x, forem dois números reais e f(x,)) = f(x); então 


RR 
X1 = X5 


Como f(x,) = f(x), implica que x, = x,, segue da Definição 7.1.1 que f 
é biunivoca. Um esboço do gráfico de f está na Figura 3. Observe que uma 
reta horizontal intercepta o gráfico apenas em um ponto. 
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FIGURA 4 
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(b) Temos a função h(x) = 4 — x2. O domínio de h é o conjunto de todos os 
números reais. Os números | e — 1 estão no dominio de h e 


nD=3 n-D=3 


Como 1 * —1leA(l) = hA(— 1), segue da Definição 7.1.1 que A não é biuní- 
voca. Um esboço do gráfico de A está na Figura 4. Note que uma reta hori- 
zontal y = b, com b < 4, intercepta o gráfico em dois pontos. 





Nem sempre é fácil usar a Definição 7.1.1 para provar que uma função é biu- 
nívoca. O teorema a seguir fornece um teste que pode ser usado algumas vezes. 


Uma função que seja crescente ou decrescente em um intervalo é biunívoca no 





intervalo. 


Prova Suponha que a função f seja crescente no intervalo. Se x, e x, forem dois 
números no intervalo e x, Z x,, então x, < x) OU X < X,. Sex, < X, segue 
da definição de função crescente (Definição 4.4.1) que f(x) < f(x), e assim 
Ff) = f(x). Se x, < x, então f(x) < f(x) e novamente f(x) * J(x). Lo- 
go, da Definição 7.1.1 segue que f é biunívoça no intervalo. A demonstração, 
no caso de f ser decrescente no intervalo, é análoga. Em 


Para aplicar o Teorema 7.1.2, é necessário primeiro determinar se a função 
é monótona (crescente ou decrescente) no intervalo. Em geral, o Teorema 4.4.3 
pode ser usado para esse propósito. 





EXEMPLO 2 Se 





prove que f é biunívoca em cada um dos intervalos (— co, 1) e (1, +00). Faça 
um esboço do gráfico de f para mostrar que f é biunívoca em todo o seu domínio. 


Solução O domínio de f é o conjunto de todos os números reais exceto 1, 
ou, equivalentemente (— 0, 1) U (1, +00). Vamos calcular f(x). 


2x — 1) — (2x +3) 
(x — 1) 
né 
(x — 1)? 


ft) = 


Como f'(x) < O para todo x = 1, podemos concluir do Teorema 4.4.3 que f 
é decrescente em cada um dos intervalos (— co, 1) e (1, + 0). Logo, do Teorema 
7.1.2, f é biunívoca em cada um desses intervalos. 


Além disso, 
3 3 
2 Ea X% 2 + x 
lim fo)= lm —— lim fo)= lm —— 
xXx — 00 + 00 1 l x—+ + 00 Ria | Ê 
x x 
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Assim, a reta ) = 2 é uma assíntota horizontal do gráfico de f. Também 








aê 

lim f(x) = lim ado lim f(x) = lim Ee 

É dado Ni x> 17 — 1 x>1+ x>1* x-—1 
= — 00 = +00 


Logo, aretax = 1 é uma assintota vertical do gráfico de f. Com essa informa- 
ção obtemos um esboço do gráfico de f mostrado na Figura 5. Pelo gráfico, 
vemos que f é biunívoca em seu domínio. 





D ILUSTRAÇÃO 3 Consideremos a relação 


FIGURA 5 p=x00 —2€x<2 (1) 
Essa relação define a função biunivoca g apresentada antes da Definição 7.1.1, 
onde 

go)=x* —2<xx<2 


A função g é o conjunto de pares ordenados (x, y) que satisfazem (1). Se resol- 
vermos (1) em x, obteremos 


xXx = 3/y —8<)y<8 (2) 
que define a função G, onde 

G)=)  -8<y<8 
A função G é o conjunto de pares ordenados (y, x) que satisfazem (2). 4 

A função G da Ilustração 3 é chamada de inversa da função g. Na definição 
formal a seguir, da inversa de uma função, usamos a notação f”-! para deno- 


tar a inversa de f. Essa notação é lida como “'inversa de f””, e não deve ser con- 
fundida com o uso de — 1 como expoente. 





Se f for uma função biunivoca, então existirá uma função f-!, chamada de in- 


7.1.3 DEFINIÇÃO 
versa de f, tal que 






x = f-!(y) se e somente se y = f(x) 


O domínio de f-'! é a imagem de fe a imagem de f-'! é o domínio de f. 


É essencial, na Definição 7.1.3, que f seja uma função biunívoca. Essa con- 
dição assegura que f-!()) seja única para cada valor de ». 

Eliminamos y entre as equações da definição, substituindo y por f(x) na 
equação 


fo) =x 
para obter 
fHS09) = x (3) 


onde x está no domínio de f. 
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Eliminamos x entre o mesmo par de equações, substituindo x por f-'()) na 
equação 


IO) =» 


Obtemos 


HO) =» 


onde y está no domínio de f-!. Como o símbolo usado para a variável inde- 
pendente é arbitrário, podemos substituir y por x para obter 


HT '0)) = x (4) 
onde x está no domínio de f-!. 

De (3) e (4), vemos que se f”! for a inversa da função f, então a inversa de 
f"! será f. Vamos estabelecer formalmente esses resultados com o teorema a 
seguir. 





Se f for uma função biunívoca tendo f-! como sua inversa, então f-! será uma 
função biunívoca tendo f como sua inversa. Além disso, 
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SI (S0)) = x para x no domínio de f 







fCfT!(x)) = x para x no domínio de f-! 


Quando nos referimos a uma função e à sua inversa, usaremos a terminolo- 
gia funções inversas. 


D ILUSTRAÇÃO 4 Na Ilustração 3 a função G definida por 
GD=4Yy —8<y<8 

é a inversa da função q definida por 
g(x) = x* ED O 


Portanto, g ! pode ser escrita em lugar de G, e teremos 


9 HW)=)y -8<y<8 
ou, de modo equivalente, substituindo y por x, 

g)=%x -8<x<8 
Observe que o domínio de g é [— 2, 2], que é a imagem de g”!; também, a ima- 
gem de g é [-8, 8], que é o domínio de g”!. «4 


Se uma função ftiver uma inversa, então f-!(x) poderá ser encontrada pe- 
lo método usado na ilustração a seguir. 


D ILUSTRAÇÃO5S Cada uma das funções f na Ilustração 1 é biunívoca. Logo, 
fr!(x) existe. Para cada função f calculamos f-!(x) a partir da definição de 
f(:), substituindo f(x) por y e resolvendo a equação resultante em x. Esse pro- 


7.1 Funções Inversas 427 


cedimento dá a equação x = f-!(y). Temos, então, a definição de f-'(y), da 
qual obtemos f”!(x). 


(a) fo)=x+4 (bd) fo)=2x (o) fo)=x 


y=x+4 y=2x y=x 
x=y—4 x=> x="/ 
2 
f'y)=y-—4 ' tm) =/ 
fo)=x—4 1 0)=5 109) = 4/x 
9=5 


Observe que a função f-! em cada parte é a função g na parte correspon- 
dente da Ilustração 1. «4 


EXEMPLO 3 Ache f-!(x) para a função f do Exemplo 1. Verifique as equa- 
ções do Teorema 7.1.4 para fe f-!. Faça um esboço do gráfico de f-!. 





Solução No Exemplo 1 mostramos que a função f definida por | 
fx)= 4x —3 
é biunívoca. Logo, f-'! existe. Para encontrar f-!(x), escrevemos a equação 
y=4x-—3 
e a resolvemos em x. Obtemos 
PR (ep 
4 
Logo, 
ry="2 e piy="5" 


Vamos verificar as equações do Teorema 7.1.4. 


IT HSO) = Fº dx — 3) save = (2) 











4 

E) ao 

Fpfni= nes di e o a(* + *) = 
4 

4x 

a =(x+3)—3 

=X 
=x 
FIGURA 6 Um esboço do gráfico de f"! está na Figura 6. 


Na Figura 3 está um esboço do gráfico da função f do Exemplo 3, e a Figura 
6 mostra um esboço do gráfico de f-!. Quando os gráficos de fe f-! são mos- 
trados no mesmo conjunto de eixos, como na Figura 7, parece ser intuitiva- 
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FIGURA 7 





FIGURA 8 
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mente verdadeiro que se o ponto Q(u, v) estiver no gráfico de f, então o ponto 
R(v, u) estará no gráfico de fl. 

Em geral, se Q for o ponto (u, v)e R o ponto (v, u), o segmento de reta OR 
será perpendicular à reta y = x e será dividido ao meio por ela. Dizemos então 
que os pontos R e Q são reflexos um do outro em relação à reta y = x. Trocan- 
do entre six e y na equação y = f(x), obtemos a equação x = f()) cujo gráfico 
é um reflexo do gráfico de y = f(x) em relação à reta y = x. Como a equação 
x = f()) é equivalente a y = f-!(x), concluímos que o gráfico da equação 
y = f-'(x) é o reflexo do gráfico da equação y = f(x) em relação à reta 
y = x. Logo, se uma função tiver uma inversa, os gráficos das funções serão 
reflexos, um do outro, em relação à reta ) = x. 


> ILUSTRAÇÃO 6 As funções gq eg”! da Ilustração 4 são definidas por 


g(x) = xº —2<x<2 


g()=Yx  -8<x<8 


Esboços dos gráficos de g e g”!, no mesmo conjunto de eixos, estão na Figu- 
ra 8. Observe que esses gráficos são reflexos um do outro, em relação à reta 
=X. « 


EXEMPLO 4 Ache f-!(x) para a função f do Exemplo 2. Verifique as equa- 
ções do Teorema 7.1.4 para fe f!. Faça esboços dos gráficos de fe f"! no 
mesmo conjunto de eixos. 


Solução A função f do Exemplo 2 é definida por 





No Exemplo 2 mostramos que f é biunívoca. Logo, f tem uma inversa f”!. Pa- 
ra encontrar f-'(x), consideremos y = f(x) e vamos resolvê-la em x, obtendo 
x = f'(9). Assim, temos 


2x + 3 
V= 





x—1 
xy— y=2x+3 
xy—- D)=y+3 





PRE ja 
E 
Portanto, 
ER dc. aq X+S 
iÃ =22 = Que 


O domínio de f”! é o conjunto de todos os números reais exceto 2. Vamos ve- 
rificar as equações do Teorema 7.1.4. 





FIGURA 9 
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FIGURA 10 
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(69) -sa(2O) ST 'C9) -s(E = 3) 


2x + 3 +3 
(+ (55) + 











“A +N x+3 
E page 








 Qx+D)+3x—1) be + 3) + 3x — 2) 
“(Qx+N)-2Ax-1) “x +4)-(x-2) 
5x 5x 
RR 2a 
= X = X 


Na Figura 9 vemos esboços dos gráficos de fe f-! no mesmo conjunto de 
eixos. 


Temos, a seguir, o teorema sobre a inversa de uma função que é monótona 
é contínua num intervalo fechado. 


Suponha que o domínio da função f seja o intervalo fechado [a, b). Então 


(1) se f for continua e crescente em [a, b), f terá uma inversa f-! que estará . 
definida em [f(a), f(b)]; | 

(ii) se f for contínua e decrescente em [a; b], f terá uma inversa f—! que estará 
definida em [/(b), f(a)). 





Prova Para a parte (1), se f for continua em [a, b] e se k for qualquer número 
tal que f(a) < k < f(b), então, pelo teorema do valor intermediário (2.7.8), 
existirá um número c em (a, b) tal que f(c) = k. Logo, a imagem de fé o inter- 
valo fechado [f(a), f(b)]. Como f é crescente em [a, b], f será biunívoca e as- 
sim, terá uma inversa f-!. Como o domínio de f-! é a imagem de f, f"! está 
definida em [/(a), f(b)). 

A demonstração da parte (ii) é similar. Entretanto, como f é decrescente em 
[a, b), S(a) > f(b); assim, a imagem de f é [f(b), f(a)]. Logo, f”! está defini- 
da em LD), J(a)). mm 


D ILUSTRAÇÃO 7 Seja f a função definida por 
fo)=x"-1 


Na Figura 10 vemos um esboço do gráfico de f. Como f não é biunívoca, f não 
tem uma inversa. 

Entretanto, restringiremos o domínio de f ao intervalo fechado [0, c] e consi- 
deraremos a função f, definida por 


fib)=x]—1 xe [0,c] (5) 


Vamos considerar também a função f, cujo domínio está restrito ao intervalo 
fechado [—c, 0]; isto é 


fl)=2 1 xe[-c,0] | (6 
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Nos Exercícios de 1 a 18, determine se a função dada é biunivo- 
ca. Faça um esboço do gráfico da função. 


IL. SfO)=2x+3 
4 fo)=3-—-x? 





2. g(x) = 8 — 4x 
5. g(x)=4—- x 
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As funções f, e f, são funções distintas, pois têm domínios diferentes. Calcu- 
lando as derivadas de f, e de f,, obtemos 

fil) = 2x xe [0,c] 

fix)=2x  xe[—c,0] 

Como f,, é continua em (0, c] e f(x) > O para todo x em (0, c), pelo Teore- 
ma 4.4.3 (1) f, é crescente em [0, c). Logo, pelo Teorema 7.1.5 (1) f, tem uma 


inversa f7! que está definida em [f,(0), f(c)), isto é, [—- 1, c? — 1]. Obtemos 
fr! (x) substituindo f, (x) por y em (5) e resolvendo em x, onde x > 0. Obtemos 


y=xº-— 1 
x =y+4+1 
x=Vy+1 


Logo, fr'()) = VP + 1, e se substituirmos y por x, 


fo'b)=vx+1 xe[-1,c2 — 1] 

Como f, é contínua em [—, 0) e como f; (x)i< O para todo x em (—c, 0), pelo 
Teorema 4.4.3 (ii) f, é decrescente em [—c, 0]. Assim, pelo Teorema 7.1.5 (li), 
f, tem uma inversa f;! que está definida em [A(0), f(— c)], isto é, [—1, c? — 1). 
Se em (6) substituirmos f,(x) por y e resolvermos em x, onde x < 0, obtemos 


x=—Vy+1 
Logo,|f, ()=—Vy+1,e 
Lt (== x+4 | xe[—-1,c? — 1] 


Na Figura 11 vemos esboços dos gráficos de f, e de sua inversa f; !, no mes- 
mo conjunto de eixos. Vemos esboços dos gráficos de f, e de sua inversa f;'!, 
conforme definidas no mesmo conjunto de eixos, na Figura 12. Em ambas as 
figuras, observe que os gráficos da função e de sua inversa são reflexos de um 
outro em relação à reta y = x. «q 


Existem funções que têm uma inversa, mas para as quais não podemos ob- 
ter uma equação que defina a inversa explicitamente. Por exemplo, seja 


fo)=x)+5x* +2x—4 (7) 
FO) = 5x! + 15x? +2 


Como f' (x) > O para todo x, f é uma função crescente e, portanto, tem uma 
inversa. Entretanto, se substituirmos f(x) por y em (7), iremos obter uma equa- 
ção do quinto grau em x. Equações de grau maior ou igual a cinco não têm, em 
geral, soluções que possam ser expressas por uma fórmula. No entanto, pode- 
mos determinar algumas propriedades da função inversa, que serão discutidas 
na Secção 7.2. 


7. fo)=Vx+3 8. go)=V1I — x? 
9. hx)=2senx,-in<xx< ia 

10. (x)=1—-cosx,0<xx<z 

3. fo)=ix?-2 MM. fo)=itex,-sa<x<ia 

6. ho)=ix+1 12. F(x)=cotgix0<x<2n 


7.2 Teoremas da Função Inversa e a Derivada da Inversa de uma Função 431 


13. G(x) = sec x, xe [0, in) U [7, 37) 47. Se x graus Celsius for a temperatura, então o número de graus 
14. g(x) = cosec x, x e (0, 57] U (7, 51] na escala Fahrenheit poderá ser expresso como uma função 

2 de x. Se ffor essa função, então f(x) graus será a temperatu- 
IS. 0) = 16. gx) =5 ra em graus Fahrenheit e f(x) = 32 + 5x. Determine a fun- 


ção inversa f”! que expressa o número de graus na escala 
Celsius como uma função do número de graus na escala 
2x — 4 Fahrenheit. 
48. Se f(t) unidades monetárias for a quantia em £t anos de um 
investimento de $ 1.000 a juros de 12%, então 


17. go) =|x—2| 18. f(x) = 


Nos Exercícios de 19 a 40, determine se a função dada tem uma 
inversa. Se a inversa existir, determine-a e faça o seguinte: (a) 
ache o domínio e a imagem; (b) faça esboços dos gráficos da fun- SO) = 1.000(1 + 0,121) 
ção e de sua inversa, no mesmo conjunto de eixos. Se a função 
não tiver uma inversa, mostre que uma reta horizontal intercep- 
ta o gráfico da função em mais de um ponto. 


Determine a função inversa f”! que expressa o número de 
anos em que $ 1.000 foram investidos a 12% de juros sim- 
ples, como uma função da quantia investida. 














19. f(x) = 5x ae 20. f(x) = Es +6 49. Se f(x) = V16 — x2,0 < x < 4, mostre que f é a sua pró- 
21. go)=1—x a 22. g(x) = x , pria função inversa. 
23. J(x) = (4 — x) 24. Fx) = 3(xº + 1) 50. Determine o valor da constante k, de tal forma que a função 
25. h(x) = 2x — 6 26. g(x) = V1 — x definida por 
27. F(x)= 3x +1 28. f(x) = |x| + x E 
29. f(x) = (x + 2) 3. go)=3Yx+1 a 
31. f(x) = 23x 32. flo) = Sd seja a sua própria inversa. 
X 

3. ft) = x—3 Ev o 8 Nos Exercícios de 51 a 54, faça o seguinte: (a) mostre que a fun- 

papais x + 1 g(x) = +11 ção f dada não é biunívoca e que, portanto, não tem uma inver- 
35. go)=x2+5,x>0 36. fo)=(0x- 1B,x<1 sa; (b) restrinja o domínio e obtenha duas funções biunívocas, 
37. flo) = o +1P,-I<xx<i fi e f» com a mesma imagem que f; (c) ache f;'(X) e fz! (x) 
38. fo)=1x), —I< x<1 e dê os domínios de fr! e f>'!; (d) faça esboços dos gráficos de 
39. F(x) = Er —x2,0<x<3 f,ef;! no mesmo conjunto de eixos; (e) faça esboços dos grá- 
40. G(x) = Jax2 09 Ade ficos de f, e fz! no mesmo conjunto de eixos. 

e sema Es 2 

Dá nrê = 2 
Nos Exercícios de 41 a 46, (a) prove que a função dada f tem St fo)=x"+4 52. flo) = 2x — 6 
uma inversa, (b) ache f”' (x) e (c) verifique as equações do Teo- 53. fO) = 9 — x? 54. fl) = 3x? — 16 
rema 7.1.4 para fe f'. 55. Dada X sex <1 
AL ft)=4*-3 Mfo)=5x+2 43 ftj=x+2 fo)=4x" " sel<x<9 
3x + 1 =: É 27x se9<x 





“a fo)=(0+º 45 f0)=> 46. ft) = 


+4 3x — 6 Prove que f tem uma inversa e ache f-!(»). 








7.2 TEOREMAS A partir das propriedades de f podemos obter informações sobre a continuida- 
DA FUNÇÃO INVERSA de e a diferenciabilidade de f-!, apesar de f-'(x) não ser definida explicitamen- 
E À DERIVADA DA te por uma equação. Os teoremas da função inversa dessa secção fornecem meios 
INVERSA DE UMA FUNÇÃO para obtermos essas informações. Antes de enunciar o teorema da função in- 
versa para funções crescentes, apresentaremos duas ilustrações dando exemplos 

de uma função e de sua inversa que satisfazem as condições do teorema. 


D ILUSTRAÇÃO 1 No Exemplo 3 da Secção 7.1 tínhamos a função f e sua in- 
versa f-! definidas por 


fo)=4x—3  f6)= 


Na Figura 7 os gráficos de fe f-! são dados no mesmo conjunto de eixos. Ve- 
mos que tanto f quanto f”! são contínuas e crescentes era seus dominios. «4 
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D ILUSTRAÇÃO 2 Na Ilustração 6 da Secção 7.1, a função g e sua inversa g”' 
foram definidas por 


go)=x* 0 —2 
g*o)=Yx —8 


e os gráficos de g e g”! estão na Figura da Secção 7.1. Cada uma dessas fun- 
ções é continua e crescente em seu domínio. «4 


Vamos supor qua a função f seja contínua e crescente no intervalo fechado 
[a, b]. Então, se f-! for sua inversa, que está definida em [/(a), f(b)], 


(1) f-! é crescente em [f(a), J(b)). 
(ii) f-! é contínua em [f(a), f(b)). 





Prova de (i) A existência de f”! é garantida pelo Teorema 7.1.5. Para provar 
que f-! é crescente em [f(a), f(b)], devemos mostrar que 


se y;<y, então f!(yi) <fH(y3) 
onde y, e y, são dois números em [f(a), f(b)]. Como f-! é definida em 
Uta), f(b)], existem números x, e x, em [a; b] tais que », = fx)ey, = Sox). 
Portanto, 


fHoO)=1" UA) e fO)=IHS05) 
«o fly)=x; e fHy)=x (1) 


Se x, < x, então como f é crescente em (a, b], f(x) < f(x,) ou, equivalen- 
temente, », < Y,. Mas y, < y; logo, x, não pode ser menor do que x,. 

Se x, = x,, então como f é uma função, f(x,)) = f(x,) ou, equivalentemen- 
te, )) = )> mas isto também contradiz o fato de que ), < y;. Logo, x, É X. 

Assim, se x, não for menor do que x, e x, * X,, segue que x, < x»; portan- 
to, das duas relações em (1), f'(y) < f"'(9)). Assim, provam que f”! é cres- 


cente em [f(a), f(b)). 


Prova de (ii) Para provar que f-'! é contínua no intervalo fechado [f(a), f(b)), 
precisamos mostrar que se r for qualquer número no intervalo aberto (J(a), f(b)), 
então f-! será contínua em re f”! será contínua à direita de f(a) e à esquerda 
de f(b). | 

Provamos que f-! é contínua em qualquer r no intervalo aberto (J(a), f(b)), 
mostrando que o Teorema 2.6.6 é válido em r. Queremos mostrar que, para 
todo e > O suficientemente pequeno, de forma que tanto f-!(r) — e como 
f-'(r) + e estejam ambos em (a, b], existe um ó > O tal que 


se ly—-r|<ô então |f(y)—-f!(n|<e 


Seja f-'(r) = s. Então, f(s) = r. Como, de (i), f! é crescente em 
(a), f(b)], concluímos que a < s < b. Logo, 


a<s-e<xs<s+e<b5, 


Como f é crescente em [a, 5), 


Ha<is—-d<r<fs+a<fb) (2) 
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Seja ô o menor dentre os números r — f(s — Jef(s + e) — r; assim, 
o<r-fs-eassimô <jf(s + é) — rou, equivalentemente, 


fisc-)<xr-ôo e rrtôó<fis+e (3) 
Se ly —- r| <ôó,então - é < »y -—- » <ô ou, equivalentemente, 
r-d<y<r+ô 
Dessa desigualdade e de (2) e (3), temos que 
se ly—-r|<ô então Ha<f(s-)<y<fs+AJ<Ff(b) 
Como f-! é crescente em [f(a), f(b)] segue, do que está acima, que 
se ly—-r|<ô então fHf(s-)<fiy)<fHKIs+ ed) 
<> se ly—-r|<ô então s-e<fi(y)<s+e 
<> se ly—-r|<ô então —ce<fi(y)-s<e 
<> se |y-r|<ô então |f Hy)-f!(rm|<e 


Assim, f-! é contínua no intervalo aberto (Sa), S(b)). 
As demonstrações de que f-! é contínua à direita de f(a) e à esquerda de f(b) 
serão deixadas como exercício (veja o Exercício 40). HH 


Vamos enunciar agora o teorema correspondente para funções decrescen- 
tes, cuja demonstração é similar à do Teorema 7.2.1 e que será deixada como 
exercício (veja os Exercícios 41 e 42). 









+ 


Suponha que a função f seja contínua e decrescente no intervalo fechado 
Ta, b). Então, se f-! for sua inversa, que está definida em Cb), Ha)l NA 
 () 7”! é decrescente em [f(b), f(a)]: . 
(ii) f=! é contínua em [/(b), S(a)l. 


7.2.2 TEOREMA 
Teorema da Função Inversa 





E, 





O teorema da função inversa será empregado na demonstração do teorema 
a seguir, o qual expressa a relação entre a derivada de uma função e a derivada 
de sua inversa, caso a função tenha uma inversa. No enunciado e na demons- 
tração desse teorema usaremos a notação de Leibniz para a derivada. Observe 
como essa notação faz com que ela fique fácil de ser memorizada. 





Suponha que a função f seja monótona e contínua no intervalo fechado [a, b) 

e seja y = f(x). Se f for diferenciável em [a, bJ e f(x) * O para todo x em | 
la, b], então a derivada da função inversa f-!, definida por x = f-!()) será | 
dada por 


dx 1 
dy 


7.2.3 TEOREMA 








Prova Como fé contínua e monótona em [a, b], pelos Teoremas 7.2.1 e 7.2.2, 
f tem uma inversa que é contínua e monótona em [S(a), F(b)] (ou [(b), f(o)] 


se f(b) < f(a)). 
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Se x for um número em (a, b), seja Ax um incremento de x, Ax = 0, tal que 
x + Axtambém esteja em [a, b]. Então, o incremento correspondente de y será 
dado por 


Ay = f(x + Ax) — f6o) (4) 
Ay * O uma vez que Ax * 0 e f é monótona em [a, b]; isto é, ou 

fx+A)<f(x) ou fix+Ax)>f(x) em [a,b] 

Se x estiver em (a, b] e y = f(x), então y estará em [f(a), J(b)] (ou 
L'(b), f(a))). Também, se x + Ax estiver em [a, b], então y + Ay estará em 
Vo), Ab) (ou (Ab), MA), pois py + Ay = Rx + Ax) por (9). Assim, 

x=f""(9) e x+Ax=f(y+ Ay) 
Segue dessas duas relações que 

Ax=f"Hy + Ay)- fr) (5) 
Da definição de derivada, 

dx Ay+ay-fr 

o lim 2 O 5 10) 

Substituindo na equação acima (4) e (5), iremos obter 

SA RD <= 

dy avo f(x + Ax) — f(x) 

e como Ax = 0, 
x = lim ERA 
dy avo f(x + Ax) — f(x) 
Ax 


Antes de encontrarmos o limite em (6) vamos mostrar que sob as hipóteses des- 
se teorema Ax > 0 equivale a Ay — 0. Primeiro mostraremos que lim Ax = 0. 


De (5), . 
lim Ax = no [H(y + Ay) fr] 


Ay>O0 


(6) 


Como f-! é contínua em [f(a), f(b)] (ou [f(b), f(a))), o limite do segundo 
membro da igualdade acima é zero. Assim, 


lim Ax=0 (7) 


Ay>O0 


Vamos demonstrar agora que lim Ay = 0. De (4), 
Ax > O 


lim Ay = lim [f(x + Ax) — f(x)] 
Ax>0 Ax—>0 


Como f é contínua em (a, b], o limite do segundo membro da igualdade acima 
é zero e, portanto, 


lim Ay=0 


Ax>0 
Dessa equação e de (7) segue que 


Ax > 0 se e somente se Ay > O 
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Dessa afirmação e aplicando o teorema de limite de um quociente a (6), temos 
que | ? 
dx o ] 


dy qm SK + A) fo) 


Ax>0 Ax 


Como f é diferenciável em [a, b], o limite no denominador acima é f'(x) ou, 


equivalentemente, <. Então, 


dx 1 
dy dy 
dx 


> ILUSTRAÇÃO 3 Vamos verificar o Teorema 7.2.3 para a função E definida 
por f(x) = x. Se tomarmos y = f(x), teremos 


p=vVx x>0,y>0 


Como f é biunívoca, f”! existe e está definida por f-!(y) = y*. Se tomarmos 
x = f-!()), teremos 


"4 


x=y" y20x>0 
Como y = x 


e como x = 7? 


dx 
=, A 
Nr y y | » 
Substituindo y por x, temos que 
dx o 


E 


FiSt= all XY 
: = 


| dy o. Red ti na 
Quando x = 0, ui não existe; assim a igualdade acima não é satisfeita para 


esse valor de x. Como o domínio de f é o intervalo fechado [0, + co), o teorema 
é válido para todo x no intervalo aberto (0, + co). « 


EXEMPLO! ' Mostre que o Teorema 7.2.3 é válido para a função f dos Exem- 
plos 2 e 4 na Secção 7.1: 
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Solução A função f foi definida por (2x + 3)/(x — 1). Se tomarmos 
y = f(x), teremos 
2x +3 
xl 


dy 5 





(8) 
dx (x— 1) 
Na solução do Exemplo 4 da Secção 7.1 mostramos que 
RE fas, 
y—2 


Calculamos 7) a partir dessa equação, obtendo 


dx 5 


dy (09-27 
Na relação acima, substituímos o valor de y dado por (8), obtendo 
dx 5 


dy (+: ) 
saia SE 
x—1 


= 5(x — 1)? 
— Qx+3-2x+2? 
= —3s(x — 1)? 


—b(x — 17 
a 

dy 

dx 





EXEMPLO 2 Determine se a função f definida por 

fo) =x) +x 
tem uma inversa. Se tiver, ache a derivada da função inversa. 
Solução 

flO)=3x+1 


Logo, f(x) > O para todos os números reais; assim sendo, f é crescente em 
seu domínio. Segue que f é biunívoca e, portanto, tem uma inversa f-!. Seja 
» = f(x), e então, x = f-!()). Pelo Teorema 7.2.3, 


dx 1 
dy dy 
dx 
1 
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Ao usar o Teorema 7.2.3 para calcular o valor da derivada da inversa de uma 
função em um dado número é mais conveniente pensar no enunciado do teore- 
ma com as notações f' e (f-')'. Vamos restabelecer o teorema com essa no- 
tação, designando o Teorema 7.2.4. 






7.2.4 TEOREMA | Seja f uma função monótona e contínua no intervalo fechado [a, b], contendo 
-O número c e seja f(c) = d. Se f'(c) existir e f'(c) x 0, então (f-!)'(d) exis-- 
tiráe | ? 


aC 






To 












D ILUSTRAÇÃO 4 Vamos mostrar que o Teorema 7.2.4 é válido para valores 
específicos de c e d e para uma dada função. Se f for a função da Ilustração 3, 


mad =D 
fo) = x fo) => is 


fr Mx) =x? (1 DY0)=2x x>0 


A função f é contínua e monótona em qualquer intervalo fechado [a, b] para 
oqual0 <a<b.Sejac = 9, entãod = f(9), isto é, d = 3. O Teorema 7.2.4 


afirma que 
(0) = 
f(9) 
Como (f-!)'(3) = 6e f'(9) = 4, essa igualdade está verificada. «4 


D ILUSTRAÇÃO 5 A função f mencionada na conclusão da Secção 7.1 foi de- 
finida por 
fo)=x)+5x*+2x—4 
e conforme ficou estabelecido, f tem uma inversa f-!. Mas não temos uma 
igualdade definindo explicitamente os valores funcionais de f-!. No entanto, . 
é possível calcular a derivada de /-! num determinado ponto do gráfico de 
» = f- Hx). Por exemplo, como o ponto (1, 4) está no gráfico de y = f(x), O 
- ponto (4, 1) está no gráfico de y = f-!(x). Vamos calcular o valor de (f-1)'(4) 
usando o Teorema 7.2.4, que estabelece que 
| 
f() 
Vamos encontrar primeiro f(x) e depois calcular f'(1). 
f(x) = 5x*+ 15x] +2 (DN) = 22 


(TVA) = 


Assim, 
My | « 
EXEMPLO 3 (a) No mesmo conjunto de eixos, faça esboços dos gráficos das 


funções fe f”! do Exemplo 2. (b) Ache a inclinação da reta tangente ao gráfi- 
co de f no ponto (1, 2). (c) Ache a inclinação da reta tangente ao gráfico de 
f”! no ponto (2, 1). 
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Solução 
fo)=x* + x 
f(i)=3x]+1 
fº(x) = 6x 





FIGURA 1 
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(a) A função é crescente em seu domínio. Como f” (0) = 0 e f” (x) muda de 
sinalem x = 0, o gráfico de f tem um ponto de inflexão na origem. A incli- 
nação da tangente inflexional na origem é f'(0) = 1. Usamos essa informa- 
ção para traçar o esboço do gráfico de f mostrado na Figura 1. Essa figura 
também mostra um esboço do gráfico de f-!, obtido do fato de que ele é 
o reflexo do gráfico de f em relação à reta y = x. Observe que para encon- 
trar uma equação definindo explicitamente f-!(x), é necessário resolver a 
equação do terceiro grau y = x)º + x. | 

(b) A inclinação da reta tangente ao gráfico de f no ponto (1, 2) é f'(1) = 4. 


(c) A inclinação da reta tangente ao gráfico de f—! no ponto (2, 1) é (f- '(2). 
Do Teorema 7.2.4, 


YO ==m 


fa) 


Pim 











EXERCÍCIOS 7.2 


Nos Exercícios de 1 a 10, seja y = fl)ex=gf-!(y), verifique 





do 
que 3, = FZ 
dx 
IL. flx)=4x—3 2. x)=7-2x 3. fix)=vx+1 
4. f(x) = 8x? 5. f(x) = dx 6. fo) =/4 — 3x 
2x — 3 
.i)=/x-B Bft)=Ykx 9. flo) = ar : 
3 4 
10. fo) = 


Nos Exercícios de 11 a 28, ache (f-!)' (d). 


IL ft)=v/x+Ed=! 12. =x +Ed=1 
I3. fo)=x]—- 16, x>0,d=9 14. f(x)=V4-xd=3 
IS. fo)=x*+5;d= —3 16. fo)=4x +2x;d=6 
D.fo)=3IxX+2x*;d=5 


18. f(x)=senx; ing x< im d=1 
19. f)=1cos?x0<gx<imd=1 
20. flx)=tg2x; -in<x<im;d=1 
21. flx)=2 cotgx;0<x<md=2 

22. flx)=sec;x;0<x x<m;d=2 

23. f(x)=;cosecx;0<x<in;d=1 
24. fo)=x]-6x+7,x<3;d=0 

d=1 


28. flx)=2x] +8x+7T,x< —2; 
26. fx) =2x)+x+20;d=2 


27. fo) = ):,/1+3 dx> -3d= 8 
28. fo) = [ tdx<Od= —6 


Nos Exercicios de 29 a 34, faça o seguinte: (a) resolva a equação 
para y em termos de x e expresse y como uma ou mais funções 
de x; (Db) para cada função obtida em (a) determine se a função 
tem uma inversa e se tiver, determine o domínio da função in- 


RE Sa d dx... 
versa; (c) use a derivação implícita para encontrar E e dy e de- 


dy dx ; : 
termine os valores de x e y para os quais dx * FT são recíprocos. 
29. x 4+yº=9 
31. xy=4 
33. 2x? —-3xy + 1=0 


30. x? — 4yº = 16 
32. 9y? — 8x) = 0 
34. 2x2 +2y+1=0 


35. Dada f(x) = x* + 3x — 1. (a) No mesmo conjunto de eixos 
faça esboços dos gráficos das funções fe f”!. (b) Ache a in- 
clinação da reta tangente ao gráfico de f no ponto (1, 3). 
(c) Ache a inclinação da reta tangente ao gráfico de f”! no 
ponto (3, 1). 

36. Dada f(x) = 6 — x — x. (a) No mesmo conjunto de eixos 
faça esboços dos gráficos das funções fe f”!. (b) Ache a in- 
clinação da reta tangente ao gráfico de / no ponto (2, — 4). 
(c) Ache a inclinação da reta tangente ao gráfico de f-! no 
ponto (— 4, 2). 


37. Dada f(X) = |: 16 — tidt, -2<x 


uma inversa f”! e calcule (f"!)'(0). 
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< 2. Prove que f tem 41. Prove o Teorema 7.2.2 (i). 


42. Prove o Teorema 7.2.2 (ii). 
43. Mostre que a fórmula do Teorema 7.2.3 pode ser escrita como 


38. Dada f(x) = E V9. + tº dt. Prove que f tem uma inversa 


fr! e calcule (f-))'(0). 
dt 


ee as si ) 


39. Dada f(x) = ro Prove que f tem uma inver- 


1+ 
sa e calcule (f-9'(0). 


44. Use a fórmula do Exercício 43 para mostrar que 


40. Dado que a função f é crescente e continua no intervalo fe- a 
chado [a, b), considerando o Teorema 7.2.1 (i), prove que (YO) = — FS 09) 
f-! é contínua à direita de f(a) e à esquerda de f(b). LUTO 


7.3 A FUNÇÃO LOGARÍTMICA 
NATURAL 


A definição da função logarítmica conhecida da Álgebra está baseada em po- 


tências. As propriedades dos logaritmos são provadas a partir das propriedades 
correspondentes das potências. Uma de tais propriedades das potências é 


a* . q” = qt) (1) 


Se os expoentes x e y forem inteiros positivos e se a for um número real qual- 
quer, (1) decorrerá da definição de potência de expoente inteiro positivo e da 
indução matemática. Para os casos em que os expoentes são inteiros quaisquer, 
positivos, negativos ou zero ea = 0, então (1) será válida se definirmos potên- 
cias de expoentes negativos e zero por 


qº=1 e a"=— n>O0 


Se os expoentes forem números racionais e a > 0, então (1) será válida com 
a”"'n definida por 


ari" = (Ya 


Não é tão simples definir a” quando x for um número irracional. Por exem- 
plo, qual o significado de 24)? A definição de logaritmo dada em Álgebra Ele- 
mentar baseia-se na hipótese de que a* existe se a for um número positivo 
qualquer e x, um número real qualquer. 

Essa definição estabelece que a equação 


as =N 
onde a é um número positivo qualquer diferente de 1 e N é um número positi- 
vo, pode ser resolvida em x e que x é determinado de modo único por 

x = log, N 


As seguintes propriedades de logaritmos são provadas a partir das proprie- 
dades de potências: 


log; 1 = 0 (2) 
log, MN = log, M + log, N (3) 
log, de = log, M — log, N (4) 
log, M" = nlog, M (5) 


log,a=1 (6) 





FIGURA 2 





7.3.1 DEFINIÇÃO 
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Neste capítulo vamos definir a função logarítmica usando o Cálculo e provar 
as propriedades dos logaritmos partindo dessa definição. Então, a função expo- 
nencial será definida em termos da função logarítmica. Essa definição possibilita- 
nos definir a” sendo x um número real qualquer e a > 0. As propriedades das 
potências serão então provadas para os casos em que o expoente for qualquer 
número real. 

Considere a fórmula 





prti 
fra-: + € n&-—l 


+1 
Essa fórmula não é válida para n = —1. | 
Para calcular tr” dt quando n = — 1, precisamos de uma função cuja deri- 


vada seja = O primeiro teorema fundamental do Cálculo (5.8.1) dá-nos tal 


função: 


[ça 
al 


onde a pode ser qualquer número real com o mesmo sinal que x. Para interpre- 
tar tal função, seja R, a região limitada pela curva y = 1/t, pelo eixo t, pela 
reta t = 1 à esquerda e pela reta t = x à direita onde x > 1. Essa região R, 
está na Figura 1. A medida da área de R, é uma função x; vamos chamá-la de 
A(x) e defini-la pela integral definida 


A(x) = A - dt 


Consideremos agora essa integral no caso em que O < x < 1. Da definição, 
5.5.5, | 


x 1 
| ip -| di 
1 l x t 


Então, a integral | (1/t) dt representa a medida da área da região R, limitada 
pela curva y = 1/ , pelo eixo t, pela reta t = x à esquerda e pela reta t = 1 
à direita. Assim sendo, l (1/1) dt será então a medida da área da região R, da 
Figura 2, com sinal negativo. 

Para x = 1, a integral U (1/t) dt torna-se | (1/t) dt, que é igual a zero pela 


Definição 5.5.6. Nesse caso, as limitações à esquerda e à direita da região coin- 
cidem e a medida da área é 0. 


Assim, a integral | (1/?) dt para x > O pode ser interpretada em termos da 


medida da área de uma região. Seu valor depende de x, sendo usada para defi- 
nir a função logarítmica natural. 


A função logarítmica natural é a função definida por 





In x = [ra x>0 


O domínio da função logarítmica natural é o conjunto de todos os números 
positivos. Lê-se In x como o “logaritmo natural de x””. 
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A função logarítmica natural é diferenciável, pois aplicando o primeiro teo- 
rema fundamental do Cálculo (5.8.1), obtemos 


Din x) = pi( | 2at) 
Et 


X 
Desse resultado e da regra da cadeia temos o teorema a seguir. 


7.3.2 TEOREMA | Se u for uma função diferenciável de x e um > 0, então 








EXEMPLO 1 Ache f(x) se 
f(x) = In(3x? — 6x + 8) 


Solução Do Teorema 7.3.2, 


(9) = ——— (6x — 6 
a ea O) 
o 6x—6 
, mo? “3x 6x +8 


EXEMPLO 2 Ache EA se 
| dx 


y= Inf(dx? + 3(2x — 1)] ; 


Solução Aplicando o Teorema 7.3.2, obtemos 
dy l 
= [8x(2x — D) + 24x? +3 
FE ER ISS a Da a! 
24x? — 8x + 6 


“(42 + 32x — 1) (7) 


EXEMPLO 3 - Ache P se 
dx 


eu(ç5) 
x+1 


Solução Do Teorema 7.3.2, 


dy a 
dx x (x + 17? 





x+1 
x+L 1 
x (x+17 
1 


ii x(x + 1) 
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Devemos enfatizar que para aplicar o Teorema 7.3.2, u(x) deve ser positiva; 
isto é, um número no domínio da derivada deve estar no domínio da função 
dada, In u. 


D ILUSTRAÇÃO 1 No Exemplo 1, o domínio da função dada é o conjunto de 
todos os números reais, pois 3x? — 6x + 8 > O para todo x. Isto pode ser 
visto a partir do fato de que a parábola de equação y = 3x? — 6x + 8 tem 
seu vértice em (1, 5) e abre-se para cima. Logo, (6x — 6)//3x? — 6x + 8)é 
a derivada para todos os valores de x. 

No Exemplo 2, como (4x? + 3)/(2x + 1) > 0 somente quando x > 5,0 
domínio da função dada é o intervalo (5, + co). Logo, deve ser entendido que 
(7) é a derivada somente se x > +. 

Comox/(x + 1) >0sex< —-loux > 0, o domínio da função do Exemplo 
3é(-o, —-D) U (0, +00); assim 1/[x(x + 1)Jé a derivada sex < —1l ou 
x > 0. «df 


Vamos mostrar que a função logarítmica natural satisfaz as mesmas proprie- 
dades do logaritmo, conhecidas da Algebra Elementar. 


7.3.3 TEOREMA 





Prova Sex = 1 na Definição 7.3.1, 


1 
n1= | di 
1 l 


O segundo membro acima é zero, pela Definição 5.5 .6. Assim, | 
Ini =0 [Eu 
O Teorema 7.3.3 corresponde à propriedade dos logaritmos dada por (2). Os 


três teoremas seguintes correspondem às propriedades dos logaritmos dadas por 
(3), (4) e (5). A discussão da propriedade (6) será adiada até a Secção 7.5. 


ELE Tá 






“Seae b forem números positivos quaisquer, então 
In(ab) = Ina + lnb 


7.3.4 TEOREMA 





Prova Considere a função f definida por 


flo) = In(ax) 


onde x > 0. Então, 


fo) =—(a 


= 


X 


Portanto, as derivadas de In(ax) e In x são iguais. Assim, do Teorema 5.1.2 há 
uma constante K, tal que 


In(ax) = Inx + K para todo x > 0 (8) 
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Para determinar K, seja x = 1 nessa equação e temos 
Ina=lIni+K 
Como In 1 = 0, obtemos K = In q. Substituindo K por In a em (8), obtemos 


In(ax) = Inx + Ina paratodo x > 0 


Agora, tomando x = b, temos 


In(ab) = Ina + In b | E 


7.3.5 TEOREMA Se aeb forem números positivos quaisquer, então 


* 





“on L-ina-mb 


a) 


Prova Como a = (a/b) - D, 


a 
l = -b 
na ns 


Aplicando o Teorema 7.3.4 ao segundo membro da igualdade acima, obtemos 


Ina=InS+Inb 


Inj=Ina-linb E 


7.3.6 TEOREMA | Se a for um número positivo qualquer e r um número racional qualquer, então | | 





Ina” =rlna 


4 


Prova Do Teorema 7.3.2, se r for um número racional qualquer e x > 0, 


l 
Dilnx)=— rx”! 


xr 


mM | 


Dr ln x) = - 


Logo, 
Dn x) = DXr In x) 


Da igualdade acima vemos que as derivadas de In x' er In x são iguais; assim, 
do Teorema 5.1.2, decorre que existe uma constante K, tal que 


Inx'=rlnx + K para todo x > 0 (9) 
Para determinar K + Vamos substituir x por 1 em (9), obtendo 


In!" =rIni+K 
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Mas In 1 = 0, logo K = 0. Substituindo K por O em (9) resulta 
Inx'=rlInx para todo x > O 
do que segue que se x = a, onde a é um número positivo qualquer, então 


Ind =rlna | B 


pb ILUSTRAÇÃO 2 No Exemplo 2, se o Teorema 7.3.4 for aplicado antes do cál- 
culo da derivada, teremos | 
y = In(4x? + 3) + In(2x — 1) | (10): 
O domínio da função definida pela igualdade acima é o intervalo (1, + co), que 
é igual ao domínio da função dada. De (10), 
dy 8x (2 | 
dx 4x24+3 2x-—l 
e combinando as frações, obtemos 


dy Bx(2x— 1) + A4x? +3) 


dx (4x2 +3(2x— 1) 


que é equivalente à primeira linha da solução do Exemplo 2. «4 


> ILUSTRAÇÃO3 Se aplicarmos o Teorema 7.3.5 antes de encontrar a deriva- 
da no Exemplo 3, temos 


vy=lInx-—ln(x + 1) (11) 


Como In x é definido somente para x > O e In(x + 1) é definido somente para 
x > -— 1, o domínio da função definida por (11) é o intervalo (0, + 0). Mas 
o domínio da função dada no Exemplo 3 consiste nos dois intervalos (— oo, — 1) 
e (0, + 0). Calculando a derivada de (11), teremos 

dy 1º l 


dx xX x+1 


o Í 
“x(x+1) 





. mas lembre-se de que x deve ser maior do que 0; enquanto que na solução do 
Exemplo 3 estão incluídos valores de x menores do que —1. «4 


A Ilustração 3 mostra que devemos ter cuidado ao aplicar os Teoremas 7.3.4, 
7.3.5 e 7.3.6 às funções envolvendo o logaritmo natural. 





EXEMPLO 4 Ache f"(x) se 
SO) = In(2x — 1º 

Solução Do Teorema 7.3.6, 
f(x) = 3 In(2x — 1) 





FIGURA 3 
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Observe que In(2x — 1) e 3 In(2x — 1) têm o mesmo domínio x > 4. Apli- 
cando o Teorema 7.3.2 resulta 
1 
aaa cotado) 
2x — 1 
o 6 
“2x-1 


fo) =3" 


Para fazer um esboço do gráfico da função logarítmica natural precisamos 
considerar primeiro algumas propriedades dessa função. 
Seja f a função definida por f(x) = In x, isto é, 


oo = [5d — x>0 


O domínio de f é o conjunto de todos os números positivos. A função fé dife- 
renciável para todo x em seu domínio, e 


f)=- 


Como fé diferenciável para todo x > 0, fé contínua para todo x > 0. Da igual- 
dade acima, segue que f'(x) > 0 para todo x > 0, portanto, f é uma função 


“crescente. 


rg =—5 


Observe que f” (x) < O quando x > 0. Logo, o gráfico de y = f(x) é côncavo 
para baixo em todo ponto. Como f(1) = Intl eln1i = 0,0 RR x do 
gráfico é 1. 

Podemos determinar valores numéricos aproximados para In 2 usando a 
equação 


21 
n2- | — dt 
1 É 


e interpretando a integral definida como o número de unidades de área da re- 
gião que aparece na Figura 3. Dessa figura, vemos que In 2 está entre as medi- 
das das áreas de retângulos, cada um tendo uma base de 1 unidade de compri- 
mento e alturas com 1 e 1 unidade; isto é, 


0,5 < In2<1 


Uma das desigualdades pode ser obtida analiticamente, usando o Teore- 
ma 5.6.8, procedendo da seguinte forma: seja f(t) = 1/te g(t) = +. Então, 
f(t) > g(t) para todo t em [1, 2]. Como fe g são contínuas em [1, 2], elas são 
integráveis em (1, 2] e, do Teorema 5.6.8, 


24 2 1 
| qt> [4 
In2>1 | | (12) 


"Da mesma forma, se f(t) = 1/te A(t) = 1, então A(?) > f(t) para todo t em 
[1, 2). Como A e f são contínuas em [1, 2], elas são integráveis no intervalo 
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e, usando novamente o Teorema 5.6.8, obtemos 


2 241 
| Lát> | — dt 
1 1 


l>1In2 


Combinando essa desigualdade com (12), obtemos 
0,5 <n2<1 (13) 


O número 0,5 é um limite inferior de In 2, enquanto que 1 é um limite supe- 
rior. Da mesma forma, podemos obter um limite inferior e outro superior do 
logaritmo natural de qualquer número real positivo. Mais tarde iremos apren- 
der, aplicando séries infinitas, como calcular o logaritmo natural de qualquer 
número real positivo, aproximado com um número de casas decimais desejado. 

O valor de In 2 com cinco casas decimais é dado por 


In 2 = 0,69315 


Usando esse valor de In 2 e aplicando o Teorema 7.3.6 podemos encontrar 
um valor aproximado do logaritmo natural de qualquer potência de 2. Por 


exemplo, 
In 4 = In 2? In8=In2º Inj=1In27! “nj=In2”? 
=21n?2 =31In2 =-1:In2 = -2In2 
x. 1,3863 A 2,0795 x —0,69315 x — 1,3863 


Uma calculadora com uma tecla [In] também pode ser usada para obter valores 
da função logaritmica natural. 7 

Vamos determinar agora o comportamento da função logarítmica natural para 
grandes valores de x, considerando im. In x. 


Como a função logarítmica natural é crescente, se p for qualquer número 
positivo, temos | 


se x > 2” então Inx> In 2? (14) 
Do Teorema 7.3.6, 

In2º = pln2 
Substituindo essa equação em (14) teremos 


se x>2” então Inx> pln2 
Como de (12) In 2 > 5, temos, do estabelecido acima, que 


se x>2” então Inx>+>p 
Tomando p = 2n, onde n > 0, temos 
se x > 2?" então Inx>n 
Dessa afirmação, tomando N = 22”, para qualquer n > 0 
se x>N então Inx>n 
| Assim, podemos concluir que 


lim Inx = +00 (15) 
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Para determinar o comportamento da função logarítmica natural para valo- 
res de x próximos de zero, vamos investigar lim In x. Como ln x = In(x-)-1, 


x>0* 


In x = —lIn— 
x 


A expressão “x > 0+” é equivalente a “1/x —» + c0”*; assim, dessa equação 
escrevemos 


lim Inx=— lim ns (16) 
x>0* ljx> + 00 X 


De (15) temos 


l 
lim In—-=+o a 
1/x—> + o0 X 


Logo, desse resultado e de (16) temos que 


lim Inx=—o | (17) | 


x>0+ 


De (17) e (15) e do teorema do valor intermediário (2.7.8), concluímos que 
a imagem da função logaritmica natural é o conjunto de todos os números reais. 
De (17), concluímos que o gráfico da função logarítmica natural é assintótico 
à parte negativa do eixo y no quarto quadrante. As propriedades da função lo- 
garítmica natural estão resumidas a seguir: 


(1) O domínio é o conjunto de todos os números positivos. 
(ii) A imagem é o conjunto de todos os números reais. 
(11) A função é crescente em todo o seu domínio. 
(iv) A função é contínua em todos os números de seu domínio. 
(v) O gráfico da função é côncavo para baixo em todos os pontos. 
(vi) O gráfico da função é assintótico à parte negativa do eixo y no quarto 
quadrante. 


Usando essas propriedades e colocando no gráfico alguns pontos com um 
segmento da reta tangente nesses pontos, podemos esboçar o gráfico da função 
logaritmica natural. Na Figura 4 foram colocados no gráfico os pontos com 


abscissas +, 5, 1, 2, 4 e 8. A inclinação da reta tangente é encontrada pela 


fórmula D,(In x) = 1/X. 


inclinação = ç 


inclinação = + 





FIGURA 4 


days 
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EXERCÍCIOS 7.3 


Nos Exercícios de 1 a 26, diferencie a função dada e simplifique 
“o resultado. 
- TO) = In(4 + 5x) 


- h(x) = Inv/4 + 5x 


1 
3 

5. f(0) = In(3t + 1) 
7. ale) = In2(3t + 1) 


9. fo)=In34— x? 


11. F(y) = In(sen 5y) 


2. g(x) = In(1 + 4x?) 

4. fls) = In(8 — 2x) 

6. h(x) = In(8 — 2x) 
8. Gl) = Inv + 4x 


10. g(y) = In(ln y) 
12. (x) = xIn x 





13. f(x) = cos(in x) 14. g(x) = In cos/X 
15. G(x) = In(sec2x + tg 2x) 16. h(y) = cosec(In y) 
| — 
17. SO) = Inv'tg x 18. Mt) = Ins E 
19. f(w)=1 - - 20. f(x) = In[(5x — 3)(2x2+:7)] 
21. h(x) = e 22. g(x) = In(cos 2x + sen 2x) 


23. g(x) = In Op 24. f(x) = */ln xº 
Fo) =x + 1 —In(t + x + 1) 
GO) =xIn(x+vl+x)—-V1+x? 


25. 
26. 


PA ' d . pas « ' 
Nos Exercícios de 27 a 32, encontre a por derivação im- 
| x 


- plicita. 


22. Inxy+tx+y=2 28. no +xy=1 
29. 


31. 


x=In(x+y+ 1) 30. In(x + y — In(x — y)= 4 
x+Inx?y4+3y2=2x2-1 32 xlny+ylnx=xy 

33. Faça um esboço do gráfico de y = In x, colocando no gráfi- 
co os pontos com abscissas 5, 5, 1,3e9euseln3 = 1,1. 
Em cada um dos cinco pontos, ache a inclinação da reta tan- 
gente e traçe um segmento dessa reta. 


Nos Exercícios de 34 a 41, faça um esboço do gráfico da curva 
com a equação dada. 


34. x=Iny 35. y = In(—x) 36. y = In(x + 1) 





37. y = In|x| 38. y=1In 


39. y=x—Inx 


40. y=x+2lInx 41. y=Insenx 

42. Ache uma equação da reta tangente à curva y = In xno ponto 
de abscissa 2. cs 

43. Ache uma equação da reta normal à curva y = In x que seja 
paralela à retax + 2y - 1=0. 

44. Ache uma equação da reta normal ao gráfico de y = xIn x 
que seja perpendicular à reta com a equação x — y + 7 = 0. 

45. Ache uma equação da reta tangente ao gráfico de 
> = In(4x? — 3) no ponto cuja abscissa é 1. 


46. 


47. 


48. 


49. 


50. 


51. 


52. 


53. 
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Uma partícula move-se ao longo de uma reta, de acordo com 
a lei do movimento s = (t + 1) In(t + 1), onde s é a dis- 
tância orientada da partícula ao ponto inicial em ts. Ache 
a velocidade e a aceleração quando t = 3. 

Num cabo telegráfico, a medida da velocidade escalar do si- 
nal é proporcional a x? In(1/x), onde x é a razão entre a me- 
dida do raio do núcleo do cabo e a sua espessura. Ache o 
valor de In x para o qual a velocidade escalar do sinal seja 
máxima. 

Um fabricante de geradores elétricos começa suas operações 
em 1º de janeiro de 1980. Durante o primeiro ano não hou- 
ve vendas, pois a fábrica concentrou esforços em pesquisas 
e no desenvolvimento do produto. Depois do primeiro ano 
as vendas cresceram constantemente, de acordo com a equa- 
ção y = x In x, onde x é o número de anos durante os quais 
a fábrica esteve operando e y é o número, expresso em mi- 
lhões, do volume de vendas. (a) Faça um esboço do gráfico 
da equação. Determine a taxa segundo a qual as vendas es- 
tavam crescendo em (b) 1º de janeiro de 1985 e (c) em 
1º de janeiro de 1990. 

Uma indústria determinou que se suas despesas semanais com 
propaganda forem x, então sendo S seu faturamento sema- 
nal proveniente das vendas, S = 4.000 In x. (a) Determine 
a taxa de variação do faturamento em relação à verba de pro- 
paganda quando esta última é de $ 800 semanais. (b) Se a 
verba de propaganda semanal for aumentada para $ 950, qual 
será o aumento aproximado no faturamento semanal das 
vendas? 

A densidade linear de uma barra num ponto a x cm de um 
extremo é 2/(1 + x) g/cm. Sea barra tiver 15 cm de compri- 
mento, ache a massa e o centro de massa da barra. 


Prove quex -—- 1 —- Inx>0e1l - Inx-— 1/x< O para 
todo x > 0e x x 1, estabelecendo assim a desigualdade 


1 
l-—-<inx<x-—l 
X 


paratodo x > 0ex = 1. (Sugestão: faça f(x) =x — 1 — Inx 
eg) = 1 —- Inx — 1/x, e determine os sinais f(x) e g'(x) 
nos intervalos (0, 1) e (1, + 0).) 

Dê a interpretação geométrica da desigualdade do Exercício 
51, traçando no mesmo par de eixos esboços dos gráficos das 
funções f, g e h definidas pelas relações: 


1 
Vito Ra ae g(x) = In x h(x)=x—1 
Use o resultado do Exercício 51 para provar que 
l 
fim PE +) no, 
x—>0 X 
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54. Estabeleça o limite do Exercício 53, usando a definição de x>0,x> Inxe use esse resultado para mostrar que se 
derivada para encontrar F'(0) para a função F dada por O<x<1,-2/x<xlInx< O. Então, use o teorema do 
FO) = Infl + x). confronto JE limites.) 


55. Prove que lim x In x = O. (Sugestão: mostre primeiro que se 56. Use o resultado do Exercício 55 para traçar um esboço do 
x—0* gráfico de f(x) = x In x. 








7. 4 DIFERENCIAÇÃO Para a discussão tanto da diferenciação logarítmica como das integrais que re- 

LOGARÍTMICA E INTEGRAIS sultam na função logarítmica natural, precisamos de uma fórmula para 

QUE RESULTAM NA FUNÇÃO D,(In|x|). Para encontrar essa fórmula usando o Teorema 7.3.2, primeiro 
"-LOGARÍTMICA NATURAL substituímos |x| por X?. Assim, 


D.(In |x) = a x?) 
DA?) 





Dessa fórmula e da regra da cadeia obtemos o teorema a seguir. 


ud 


1.4.1 TEOREMA | Se u for uma função de x, diferenciável, 


Dlnlul) = — - Du 





No Exercício 37 da série de Exercícios 7.3, foi pedido que você traçasse o 
gráfico de y = In|x|. Esse gráfico aparece na Figura 1. A inclinação da reta 


tangente em cada ponto (x, y) do gráfico é - 





EXEMPLO 1 Ache f(x) se 
FO) = Injx* + xº| 


FIGURA 1 Solução Do Teorema 7.4.1 
| ] 
ft) = Mao (4x* + 3x?) 
 x4x +43) 
CE 
4x + 3 
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O exemplo a seguir ilustra como as propriedades da função logarítmica natu- 
ral, dadas nos Teoremas 7.3.4, 7.3.5 e 7.3.6, podem simplificar o trabalho en- 
volvido na diferenciação de expressões complicadas incluindo produtos, quo- 
cientes e potências. 


EXEMPLO 2 Ache My se 


dx 
e Jjx+1 
(x + 2x + 3 


Solução Da equação dada, 


x+1 
(x + Dx + 3 
Do yZ + 
+ alVx+3] 


Tomando o logaritmo natural e aplicando as propriedades de logaritmos, 
obtemos 


|y| = 








In |y| = 3 In/x'+ 1) — In)x + 2) — 5 In|x + 3| 


Diferenciando ambos os membros em relação a x e aplicando o Teorema 7.4.1, 
iremos obter 


L dy 1 Í 


mam 8 e titã — 


vy dx IHx+H1) x+2 2Ux+3) 
Multiplicando ambos os membros por y, obteremos 


Ei te OG O e) 


dx 6(x + Dix + 2x + 3) 


Substituindo y pelo valor dado, teremos 


dy (x+1!2 2x2 +10x+ 12 6x) — 24x — 18 — 3x? 9x — 6 
dx (x+ (x + 3)? 6(x + Dx + 2x + 3) 
= = 23x 12 


O processo usado no Exemplo 2 é chamado de diferenciação logarítmica e 
foi desenvolvido por Johann Bernoulli (1667-1748) em 1697. 
Do Teorema 7.4.1 obtemos o teorema a seguir, para integração indefinida. 


7.4.2 TEOREMA 
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Dos Teoremas 7.4.2 e 5.1.8, sendo n um número real qualquer, 





| ur du = FR | a eo á RA 
| Anju[ + C sen= 1 








EXEMPLO 3 Calcule 
xº dx 
x + | 

Solução 


xº dx A f3x'dx 
W2+i 3]x41 


= 1 In? + 1]+C 








EXEMPLO 4 Calcule 


PA 2 2 
| Ei 
0 x+ 1 








Solução Como (x? + 2)/(x + 1) é uma fração imprópria, dividimos o nu- 
merador pelo denominador, obtendo 
xº+2 3 
=x—l+ 
x+1 x+1 
Logo, 





AR > 2 3 
e E CRE 
o X+1 0 x+1 


=32º —x+3In)e + 1]; 
=2-2+31In3-3ln1 
=3In3-3:0 

=31n3 


Como 3 In 3 = In 3º, a resposta pode ser escrita como ln 27. 








EXEMPLO 5 Calcule 


[Ea 
x 


Solução Seja 


u=lnx ines 
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Logo 


] 
—— dx = f udu 


u2 
E 


= 4(Iln x)? + €C 


O 


Adiamos até agora a obtenção das fórmulas para integrais indefinidas das 
funções tangente, co-tangente, secante e co-secante, pois necessitávamos do uso 
da função logarítmica natural. 

Uma fórmula para a integral indefinida da função tangente é deduzida do 
seguinte modo: como 


[tg u du - | end au 
cos u 


seja 
v = cosu dy = -senu du. 
e obtemos 
[te udu= -| dy 
v 
= —Inb| + € 


—Intcos u| + € 
= Infcosu) !|+€ 
= Injsec u| + € 


Vamos apresentar formalmente o resultado sob a forma de teorema. 





7.4.3 TEOREMA | tgudu = In|secul + C 


> ILUSTRAÇÃO 1 


|tg 3x dx = 5 |tg 3x(3 dx) 


+ In|sec 3x] + € 4 


O teorema que dá a integral indefinida da função co-tangente tem uma de- 
monstração similar âquela do Teorema 7.4.3. Veja o Exercício 45. 





7.44 TEOREMA |  [ cotg u du = Injsenu| + € 


7.4.5 TEOREMA | 


7.4.6 TEOREMA | 
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Para obter a fórmula para | sec u du multiplicamos o numerador e o deno- 


minador do integrando por séc u + tg u, obtendo 


[sec ud = e u(secu + tg u) ii 


secu + tgu 


| (sec2u + secu tg u) 
= du 


secu + tg u 
Seja 


v=secu+tgu dv = (secutgu + sec? u) du 


E 

v 

In/v|] + € 

Injsecu + tgu| + € 


Logo, temos 


| sec u du 


| 


Assim, acabamos de provar o teorema enunciado a seguir. 





| secu du = Injsecu + tgu|l + € 


Na Secção 9.7 iremos obter uma fórmula para a integral da função secante 
por um método que não depende do recurso de multiplicarmos o numerador 
e o denominador do integrando por sec u + tg u usado para provar o Teorema 
7.4.5. 


Uma fórmula para | cosec u du pode ser deduzida multiplicando o numeradór 
e o denominador do integrando por cosec u — cotg u é procedendo da mesma 
forma que no Teorema 7.4.5. Outro procedimento é tomar | cosec u du = 
= | sec(u — 5) du e então usar o Teorema 7.4.5 e as identidades trigonomé- 


tricas. Será pedido que o leitor faça essas deduções no Exercício 45. A fórmula 
obtida é dada no próximo teorema. | E 





| cosec u du = Injcosecu — cotgu| + € 


D ILUSTRAÇÃO 2 


| dx 
| sen 2x 


|cosec 2x dx 


+ |cosec 2x(2 dx) 


> Injcosec 2x — cotg 2x| + € « 


EXEMPLO 6 Calcule 


= (cosec 4x — cotg 4x) dx 


454 


Solução 
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fia (cosec 4x — cotg 4x) dx 


= À ls (cosec 4x — cotg 4x)(4 dx) 


= 4 [Infcosec 4x — cotg 4x| — In|sen axo 
n/8 


= 4 [(Injcosec gn — cotg $n| — 


2 


NE 


le 





Infsen $n)) — (Injcosec 37 — cotg 37| 


13 — (Ini — 0|— nf | 


2 


— Injsen 4] 


— In 











(5) 


-il(n&-m$)-0-0] 


EXERCÍCIOS 7.4 


rs d 
Nos Exercícios de 1a 8, use o Teorema 7.4.1 para encontrar A 
x 


1. y=Injx + 1] 2. y=Injx? — | 

3. y = Injcos 3x] 4. y = Infsec 2x| 

5. y = Inftg 4x + sec 4x] 6. y = Infcotg 3x — cosec 3x| 
3x 

Te y= In 2a 8. y = sen(In[2x + 1|) 





| . d . . LA . 
Nos Exercícios de 9 a 14, ache E por diferenciação logaritmica. 
x 


9. y=xHxº — Dx + 1) 








10. y = (5x — 4x? + 33x? — 5) 
2 2 3 
Rc aC 
(x — 4) 
Hx + 2 *+2 1 — x? 
pn ae Base 4 y=10 5 
x—3 + (x + 1) 
Nos Exercícios de 15 a 36, calcule a integral indefinida. 
dx dx 3x 
15. 16. | ——. 17. | =>— 
Es é [am 7 [a 
x 3x? 2x — 1 
18. d 19. | -— d 20. | ———— d 
[55 A [5a x Ento 


4 


(pelo Teorema 7.3.5) 


— Cost 2 sen 3t 
T+2senr “|Icos3t-1l 


23. 24. faz 2x — sec 2x)dx 


dai SED E | 
cos * cos2x sen 3x 


21. 


n" 5x + cosec 5x) dx 








2xº 5—-4y? 
2 28. d 
lá x2—4 a ; | E add 
dx dx 
29. SÚ [== 
x In x / V(L + x) 
2 
E paro ag pers 
x x(1 — In x) 
2Inx+1 3x* — 2x* + 5x? — 2 
ic | [00074 nx] * Ei | +41 cá 
35. | a 3%. [text 
x eu 


Nos Exercícios de 37 a 44, calcule a integral definida. 














* 9x 5 x 
; : d 
37 | = 4 38 555 x 
3 5 473 — 
o, [ Ea 40. | Aa 
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4L e (tg 2x + sec Zxw)dx 42. lo (cotg 3x + cosec 3x) dx 49. Use a lei de Boyle para a expansão de um gás (veja o Exerci- 


cio 23 nos Exercícios 3.4) para encontrar a pressão média em 


4 dx “In x “relação ao volume quando esse cresce de 4 m? para 8m'º e 
| EinZ x 44 RE —— dx a pressão é de 2.000 N/m? quando o volume é de 4 mº. 
: É 50. Ache a área da região limitada pela curva y = x/(2x? + 4), 
45. (a) Prove o Teorema 7.4.4. (b) Prove o Teorema 7.4.6 mul- pelo eixo x, pelo eixo y e pela reta x = 4. 
tiplicando o numerador e o denominador do integrando por 51. Ache a área da região limitada pela curva y = 2/(x — 3), 
cosec u — cotg u. (c) Prove o Teorema 7.4.6, tomando pelo eixo x e pelas retas x = 4e x = 5. 


| cosec u du = | sec(u — >) du e usando o Teorema 7.4.5 


e as identidades trigonométricas. 


52. Ache o volume do sólido de revolução gerado quando a re- 
gião limitada pela curva y = 1 — 3/x, pelo eixo x e pela reta 
x = 1 gira em torno do eixo x. 


53. Ache o volume do sólido de revolução gerado quando a re- 
46. Prove que | cosec u du = — Injcosecu + cotg ul + € gião limitada pela curva py = 1 + 2/«/x, pelo eixo x, e pelas 
de duas maneiras: (a) usando o Teorema 7.4.6; (b) multipli- retas x = lex = 4 gira em torno do eixo x. 


cando o numerador e o denominador do integrando por co- 54. Ache o comprimento do arco da curva y = Insecx de x = O 


sec u + cotg u. ax = 41. 
55. Ache o comprimento do arco da curva y = In cosec x 
Nos Exercicios de 47 a 55, dê o valor exato do número encontra- dex = + o 
E: Em ax sã. 


do e, então, obtenha uma aproximação desse número com três 
casas decimais, usando uma calculadora. 


| o ; 
56. Prove que lim E e) por dois métodos. (a) Seja x = — 
x 


X> +00 


47. Se f(x) = 1/x, ache a média dos valores de f no intervalo e use o resultado do Exercício 55 nos Exercícios 7.3. (b) Pri- 


[1, 5]. 


48. Se f(x) = (x + 2)/(x — 3), ache a média dos valores de f 


no intervalo [4, 6]. 


meiro prove que VE dt > | + dt aplicando o Teo- 


rema 5.6.8. Então, use o teorema do “'sanduíche”. 





7.5 A FUNÇÃO EXPONENCIAL Como a função logarítmica natural é crescente em todo o seu domínio, então 
NATURAL pelos Teoremas 7.1.5 e 7.2.1 ela tem uma inversa que também é crescente. A 


7.5.1 DEFINIÇÃO 


função inversa do logaritmo natural é chamada de função exponencial natural, 
a nu paatemes a. definir. 


A função exponencial natural é a inversa a da “função logarítmica natural; “assim 
sendo, ela é definida por + . a Ré 








exp(x) = )y see somente se X = ne y 


A notação exp(x) deve ser entendida como “'o valor da função exponencial 
natural em x”. 

Como a imagem da função logarítmica natural é o conjunto de todos os nú- 
meros reais, o domínio da função exponencial natural é o conjunto de todos 
os números reais. A imagem da função exponencial natural é o conjunto dos 
números positivos, pois esse é o domínio da função logarítmica natural. 

Como as funções logarítmica e exponencial naturais são inversas uma da ou- 
tra, segue do Teorema 7.1.4 que 


In(exp(x)) = x e exp(ln x) = x (1) 


Queremos definir agora a*, onde a é um número positivo e x, um número 
irracional. Para chegar a uma definição razoável, consideremos o caso a”, on- 
de a > 0 er é um número racional. Colocando a” no lugar de x, na equação 
x = exp(ln x), temos 


a” = explIn(a”) 
Mas, pelo Teorema 7.3.6, In a' = r ln a; assim, da relação anterior 


a' = exp(r In a) 
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7.5.2 DEFINIÇÃO 


7.5.3 TEOREMA 


7.5.4 DEFINIÇÃO 


7.5.5 TEOREMA : 


Funções Inversas, Logarítmicas e Exponenciais 


Como o segundo membro dessa relação tem significado sendo r um número 
real qualquer, vamos usar tal fato em nossa definição. 


Se a for um número positivo qualquer e x for um número real qualquer, de- 
finimos | 


a* = exp(x In a) 





O Teorema 7.3.6 afirma que se a for um número positivo e r um número 
racional qualquer, então In a” = rln a. Devido à Definição 7.5.2, essa igual- 
dade é válida também quando r for um número real qualquer, e vamos estabe- 
lecer formalmente esse fato sob a forma de teorema. 


Se a for um número positivo qualquer e x um número real qualquer, então, 


Ina = xIna 





Prova Da Definição 7.5.2, 
a* = exp(x In a) 
Logo, da Definição 7.5.1, 
Ina*=xIna E] 


A seguir será dada a definição de um dos números mais importantes em Ma- 
temática. 


O número e é definido pela fórmula 





e=expl 


A letra e foi escolhida em homenagem ao matemático e físico suíço Leonhard 
Euler (1707-1783). 

O número e é um número transcendental, isto é, não pode ser expresso como 
raiz de qualquer polinômio com coeficientes inteiros. O número x é outro exem- 
plo de número transcendental. A demonstração de que e é transcendental foi 
dada pela primeira vez em 1873 por Charles Hermite. O valor do número e po- 
de ser expresso com qualquer precisão desejada. No Capítulo 13 iremos apren- 
der um método para fazer isso. O valor de e com sete casas decimais é 2,7182818. 
Assim, -. 


e = 2,7182818 





À importância do número e ficará clara à medida que avançarmos neste ca- 
pítulo. 





Prova Pela Definição 7.5.4, 


e=expl 
Logo, 
In e = In(exp 1) 


7.5.6 TEOREMA 
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Como as funções logarítmica e exponencial naturais são inversas uma da outra, 
segue que o segundo membro da igualdade acima é 1. Assim, 


Ine=1 | E 
Observe que o Teorema 7.5.5 corresponde à propriedade (6) da Secção 7.3. 


Assim sendo, acabamos de demonstrar que a função In satisfaz as propriedades 
(2) — (6) dos logaritmos, dadas na Secção 7.3. 


Para todos os valores de x, 


E 





exp) = er 


Prova Pela Definição 7.5.2, com a = e, 
e* = exp(x In e) 

Mas pelo Teorema 7.5.5, In e = 1 e substituindo na expressão acima, obtemos 
e” = exp(x) | 


Daqui em diante escreveremos e* em vez de exp(x) e assim, da Definição 7.5.1, 


(2) 


Com e* em lugar de exp(x), (1) torna-se 


É In e* = : enx = x. 


Se substituirmos exp(x In a) por e*'"º na equação da Definição 7.5.2, teremos 


q = era para todo a > 0 


Essa igualdade pode ser usada para calcular a* quando x for um número real 
qualquer. Os valores das potências de e podem também ser obtidos com uma 
calculadora que tenha a tecla [e*). Se a sua calculadora não tiver a tecla [ez], 


as potências de e poderão ser obtidas, pressionando a tecla , seguida pela 
tecla [In]. Essas duas operações sucessivas dão o valor de e*, pois as funções 
exponencial e logarítmica naturais são inversas uma da outra. 





EXEMPLO 1 Calcule o valor de 2% com duas casas decimais. 
Solução Como a* = ethssea > 0, 
28 = eBtn2 
= €1:3240,6931) 
= 1.200 
= 3,32 





Como O = In 1, temos de (2) que 
eº=1 


Vamos estabelecer agora as propriedades da função exponencial natural atra- 
vés de teoremas. 
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7.5.7 TEOREMA 


7.5.8 TEOREMA 


7.5.9 TEOREMA 


Funções Inversas, Logarítmicas e Exponenciais 


Se a e b forem números reais quaisquer, então 


e? - et — e! +» 





Prova Seja 4 = e“eB = e. Então, de (2) 

In4A =a e lInB=b (3) 
Do Teorema 7.3.4, 

In AB = In4 + InB 
Substituindo (3) nessa equação, iremos obter 

In AB =a+b 


Assim, 


ein 4B — e + b 


Como e" * = x, o segundo membro da igualdade acima é AB; assim, 
AB — e + bd 
Substituindo 4 e B pelos seus valores, iremos obter 


e! cet = er+b E] 


Sec ae b forem 1 números reais quaisquer, então o 


º 'es : e» = = gu bo 





A demonstração é análoga àquela do Teorema 7.5.7, onde o Teorema 7.3.4 
é substituído pelo Teorema 7.3.5. 


Se a e b forem números reais quaisquer, então 





(e)» — 'e% A 


Prova Na igualdade x = elrx, seja x = (e), temos 


(em) ms elnte9? 


Aplicando o Teorema 7.5.3 à exponencial do  sesundo membro da igualdade . 
acima, iremos obter 


(e)? = etlne? 

Mas In e? = a, e portanto, 
(e)? =— eº E 
Como a função exponencial natural é a inversa da função logarítmica natu- 


ral, segue do Teorema 7.2.3 que ela é diferenciável. Obtemos o teorema para 
a derivada da função exponencial natural por derivação implícita. Seja 


É E de 
Então, de (2), segue que, 
= Iny 
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Vamos derivar ambos os membros da igualdade acima implicitamente em rela- 
ção a x para obter 


(1d 
“—y dx 

dy 

Ri A 


Substituindo y por e”, obtemos 


d x x 
rd 


O próximo teorema segue dessa relação e da regra da cadeia. 


7.5.10 TEOREMA | Se u for uma função de x, diferenciável, RD 


De”) = e“ Du 





Observe que a derivada da função definida por f(x) = ke”, onde k é uma 
constante, é ela mesma. À única função que encontramos antes com essa pro- 
priedade é a função constante zero; na realidade, ela é um caso particular de 
f(QW) = ke* quando k = 0. Podemos provar que a função mais geral, igual à 
sua própria derivada, é dada por f(x) = ke” (veja o Exercício 63). 


EXEMPLO 2 Ache Ay se 
dx 


y= elix” 


Solução Do Teorema 7.5.10, 


E ceitaf 2 
dx x> 


Zel!x* 


x? 





EXEMPLO 3 Ache ay se 


dx 
y = elxtinz 
Solução Como e?* + Inx = eixelnx e elnx = x, então 
u=exe* | 
Logo, 
ay 


= e** + 2xe?* 


e 
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7.5.11 TEOREMA 


a) 
FIGURA 1 





Funções Inversas, Logarítmicas e Exponenciais 


A fórmula de integração indefinida dada no teorema a seguir é uma conse- 
quência do Teorema 7.5.10. 





EXEMPLO 4 Ache 
Jx 
on dx 
JR 
Solução Seja 


u= x du = dx 





Logo, 
Er: 
| “dx=2 (e dy 
x 
= 264 €C 
=2e*+C 


Como de (2) e* = y see somente sex = In y, o gráfico de y = e” é idênti- 
co ao gráfico de x = In y. Assim, podemos obter o gráfico de y = e”, da Fi- 
gura 1, invertendo os eixos x e y na Figura 4 da Secção 7.3. 

O gráfico de y = e* pode ser obtido sem usarmos o gráfico da função loga- 
rítmica natural. Como a imagem da função exponencial é o conjunto de todos 
os números positivos, segue que e* > 0 para todos os valores de x. Assim, O 





gráfico está totalmente acima do eixo x. Além disso E = e* > O para todo 
x 
« rms 4 4 dy 
x; assim sendo, a função é crescente para todo x. Temos também que x = 


=e* > Q para todo x e, portanto, o gráfico é côncavo para cima em todos os 
pontos. 

Temos os seguintes limites: 
lim e” = 0 


X> — 00 


lim e” = +o e 

Xx> +00 

As demonstrações desses limites serão deixadas como exercícios (veja os Exer- 
cícios 57 e 58). Para colocar no gráfico alguns pontos, devemos usar uma cal- 
culadora para potências de e. 

Funções tendo valores da forma Ce**, onde C e k são constantes, ocorrem 
frequentemente em vários campos de aplicações. Algumas delas serão discuti- 
das nas Secções 7.7 e 7.8. 

Na Definição 7.5.4 definimos o número e como o valor da função exponen- 
cial natural em 1; isto é, e = exp(1). Para chegarmos a outra maneira de definir 


e, consideremos a função logarítmica natural 


fO) = In x 


Tabela 1 





F(h) = (1 + h)/h 


l 2 

0,5 2,25 

0,05 2,6533 

0,01 2,7048 

0,001 2,7169 

0,0001 | 2,7181 
Tabela 2 


FA =(d+n! 
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Sabemos que a derivada de f é dada por f(x) = 1/x; logo f(1) = 1. Entre- 
tanto, vamos aplicar a definição de derivada para encontrar f'(1). Temos que 


fa + 4x) — SO) 


(D= bh 
(1) o Te 
me In(1 + Ax)— In 1 
Ax—O Ax 


1 
lim + In(l + 4x) 


Ax+0 AX 


Logo, 


| 
lim — In(1 + Ax) = 1 


Ax>0 AX 

Substituindo Ax por A temos da igualdade acima e do Teorema 7.5.3, 
lim In(l + h)l” = 1 | (4) 
h>0 


Agora, como as funções exponencial e logarítmica naturais são inversas uma 
da outra, temos 


lim (1 + h)!”* = lim expfIn(t + h)12] (5) 
h>0 


h>0 
Como a função exponencial natural é contínua e lim In(l + h)'”* existe e vale 


h>0 


1, conforme foi mostrado em (4), podemos aplicar o Teorema 2 ao segundo 
membro de (5) e obter 


lim (1 + h)!!* = exp im In(1l + ne | 
h>0 | 


h>0 


= exp | 


Assim, 


lim (4 + h)Mt =e (6) 





h>0 


A relação (6) é usada algumas vezes para definir e; contudo, para usá-la é 
necessário provar que tal limite existe. , 
Vamos considerar a função F definida por 


F(h) = (1 + ht 


e determinar os valores funcionais para alguns valores de h próximos a zero. 
Esses valores foram obtidos com uma calculadora. Os valores da Tabela 1 
referem-se a A positivo, enquanto que os da Tabela 2 referem-se a h negativo. 


Os valores das tabelas mostram que lim (1 + h)!* é provavelmente um 
h>0 


número que está entre 2,7181 e 2,7184. Conforme mencionado previamente, 
iremos aprender no Capítulo 13 um método de encontrar e com a precisão de- 
sejada. 
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Funções Inversas, Logarítmicas e Exponenciais 








EXERCÍCIOS 7.5 


Nos Exercícios de 1 a 16, ache e 
1. y= e 2 y=e** 3 yes 
á. y=e"03 5 y = es 6 y = e2sen3x 
e” 
7. y=e*sen e* a Ad 9. y=tge” 
es eT* e** — 1 
10. y= e” Mm. y= 12. n———— 
Re dd et te da 1a *+1 
1 p= e Ts 14. y=In(e* + e”) 


15. y=sece?* + e2sex 16. y=tg e!” + etg3x 


Nos Exercícios de 17 a 20, ache a por deviração implícita. 


I8. e = In(x* + 3y) 
20. ye?* + xe”? = 


17. te =e*» 
19. ye + xy) =1 


Nos Exercícios de 21 a 28, calcule a integral indefinida. 





2x 
21. [e dx 22. [e2x*" dx 23. | PuRLágE 
3x 
3x,2x e 
24. fe e dx 25. [me 
2x dx 
26. (x2e2% d > RR, 28. | Do 
Joe | +43 ; Le 


Nos Exercícios de 29 a 36, calcule a integral definida. 


ao, [dx a | É 
1 X e X 


“ dx * Le 
33. = E 
| x(ln -. fds ne 2 — 


29. ho e? dx 


sz [e nx, 


35. fo xe * dx 





Nos Exercícios de 37 a 40, calcule o valor com duas casas de- 
cimais. 


37. 22 


38. (2)? 
39. (/2)º 


40. eº 


41. Faça um esboço do gráfico de y = e-+. 

42. Faça um esboço do gráfico de y = elxl. 

43. Ache a área da região limitada pelá curva y = 
xosx eye pela reta x = 2. 

44. Ache a área da região limitada pela curva y = 
ta que passa pelos pontos (0, 1) e (1, e). 

45. Ache uma equação da reta tangente à curva y = e”* que é 
perpendicular à reta 2x — y = 5. 


e*, pelos ei- 


e* e pela re- 


46. 


47. 


48. 


49. 


50 


» 


51. 


52. 


53. 


54. 


55. 


Ache uma equação da reta normal à curvã y = e?* no pon- 
to onde x = In 2. 7 
Um corpo move-se ao longo de uma reta e em ts sua veloci- 
dade é v m/s, onde v = e? — e2*, Ache a distância percor- 
rida pela partícula enquanto v > O após £ = 0. 
Uma partícula move-se ao longo de uma reta, onde s cm é 
a distância orientada da partícula à origem, v cm/s é a velo- 
cidade da partícula e a cm/s? é a sua aceleração em ts. Se 
=e'+e'ev=les=2quandot=b0,achevesem 
termos de f. 
Se p N/mº? for a pressão atmosférica à altura A m acima do 
nível do mar, então p = 101314e-:000009%6h Ache a taxa de 
variação da pressão atmosférica com o tempo, fora de um 
avião que está a 1.524 m, subindo a uma velocidade de 49 m/s. 
A uma certa altura o manômetro de um avião indica que 
a pressão atmosférica é de 71.835 N/m? (539 mmHg). Apli- 
cando a fórmula do Exercício 49, aproxime por diferen- 
ciais o quanto deve subir o avião para que a pressão seja 
70877 N/m? (531 mmHg). 
Se /m for o comprimento de uma barra de ferro quando a 
temperatura é de t graus, então | = 18 e9-000005* TJse dife- 
renciais para encontrar o aumento aproximado de ! quando 
t cresce de O a 10. 
Um circuito elétrico simples contendo uma resistência de 
R ohms, uma indutância de L henrys e sem condensadores, 
tem a força eletromotriz interrompida quando a corrente é 
h ampéres. A corrente se extingue de forma que em ts ela 
é iampéres ei = Le” (*L!, Mostre que a taxa de variação 
da corrente é proporcional à corrente. 
Um tanque tem a forma de um sólido obtido pela rotação 
em torno do eixo x (com a-parte positiva para baixo) da re- 
gião limitada pela curva y2x = e-2* e pelas retas x = le 
= 4. Se o tanque estiver cheio de água, ache o trabalho 
realizado ao se bombear toda a água até um ponto 1 m aci- 
ma da borda do tanque. A distância é medida em metros. 
Uma agência de propaganda determinou estatisticamente que 
se um fabricante de produtos matinais aumentar a verba pa- 
ra comerciais na televisão em x milhares, haverá um aumen- 
to no lucro total de 25x?e *2x centenas. Qual deverá ser 
o aumento na verba de propaganda para que o fabricante 
tenha o lucro máximo? Qual será o aumento corresponden- 
te no lucro da fábrica? 


(a) Tomando h = na Equação (6) mostre que 


] z l Z 
(1+5) =e e (1+) =e 
z> + 00 Z Z> — o Z 


lim lim 


(b) Use uma calculadora para determinar valores de 


1 àz 
(1 + pe quando z = 10.000 e z = — 10.000. Então, 


obtenha uma aproximação do número e, usando esses va- 
lores para encontrar o valor médio de (1,0001)'9.900 e 
(0,9999) 10.000, 


56. 


57. 


58. 


59. 


7.6 Outras Funções Exponenciais e Logarítmicas 


Faça um esboço do gráfico da função definida por 


“sa +x)!* sexAxO 
ha E: se x =0 


no intervalo [— 0,5, 0,5], colocando no gráfico os pontos para 
os quais x tem os valores — 0,5, — 0,1, — 0,15, — 0,01,0,01, 
0,05, 0,1 e 0,5. Use uma calculadora para determinar os va- 
lores funcionais e tome escalas diferentes nos dois eixos. A 
coordenada y do ponto no qual o gráfico intercepta o eixo 
y é o número e. 


Prove que lim e” = +oco, mostrando que para todo 
Xx> +00 


N > Oexisteum M > Otal quesex > M, então e* > N. 
Prove que lim e” = 0, mostrando que para todo 


X—> — 00 


e > Oexisteum N < Otal que sex < N, então e* < e. 


= 0. (Sugestão: use o resultado do 


% 
Prove que lim — 
X— +00 e* 


Exercício 56 na série de Exercícios 7.4.) 
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Nos Exercícios 60 e 61, ache os extremos relativos de f, os pon- 
tos de inflexão do gráfico de f, os intervalos nos quais f é cres- 
cente e os intervalos onde f é decrescente, onde o gráfico é côn- 
cavo para cima e onde é côncavo para baixo, e a inclinação de 
qualquer tangente inflexional. Faça um esboço do gráfico de f. 
No Exercício 61 use o resultado do Exercício 59 para traçar o 
esboço. 


60. f(x) = eT* 61. f(x) = xe * 


62. Faça um esboço do gráfico da função f tal que f(x) = 
= e-* sen x. Mostre que lim f(x) = 0, mas que a reta 
Xx> +00 


» = 0 não é uma assíntota horizontal do gráfico de f. Por 
que a Definição 2.5.4 (i) não é válida para essa função? 


63. Prove que a função mais geral que é igual à sua derivada é 
dada por f(x) = ke*. (Sugestão: faça y = f(x) e resol- 


; E, 
va a equação diferencial a = y.) 
x 








7.6 OUTRAS FUNÇÕES Da Definição 7.5.2, sea > 0, 


EXPONENCIAIS E nm 
LOGARÍTMICAS  “ =* 


(1) 


A expressão no primeiro membro de (1) é chamada de função exponencial 


de base a. 


7.6.1 DEFINIÇÃO 





JO) = a” 





Se a for um número positivo qualquer e x for qualquer número real, então a 
função f definida por E Es | 


será chamada de função exponencial de base a. 






A função exponencial de base a satisfaz as mesmas propriedades que a fun- 
ção exponencial natural. 


D ILUSTRAÇÃO 1 


tão de (1), 
aa” e e” inaç) In a 
= E Ina+ylna 
= e +Ylna 
= q +» 


Se x e y forem números reais quaisquer e a for positivo, en- 


Da Ilustração 1 temos a propriedade 


aa” = qt) 
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Temos também as seguintes propriedades: 


a* = q"=a"? 


(a”P = a” 
(ab)* = a*b” 
aº = 1 


As demonstrações dessas propriedades serão deixadas como exercícios (veja 
os Exercícios 37 a 40). 
Para encontrar a derivada da função exponencial de base a vamos tomar 
a* = erlna e aplicar a regra da cadeia. 
a” Es e” Ina 
D da”) = er “D dx In a) 
= elra(In a) 
= q Ina 
Assim sendo, temos o teorema a seguir. 


7.6.2 TEOREMA | Se a for um número positivo qualquer e u for uma função diferenciável de x, 


e Da”) =a'lna D,u 





b ILUSTRAÇÃO 2 Se y = 3*?, então do Teorema 7.6.2, 
dy ax 
Te = 3“(In 32x) 


= Aln 3)x3% | | « 


O próximo teorema, que determina a fórmula da integral indefinida da fun- 
ção exponencial de base a, segue do Teorema 7.6.2. 


7.6.3 TEOREMA | Se a for qualquer número positivo diferente de 1; Eai 


rs 
| a! du = — 





EXEMPLO 1 Calcule 
Il /103* dx 


Solução Como v10'* = 10º*2, aplicamos o Teorema 7.6.3 com u = 5x. 
Temos, então, 


[103 dx = [10º=2 dx 
=3 [1023 dx) 
2 1032 


“3 n10 


E mitia 


“3h 10 


+ € 





+ € 








FIGURA 1 


7.6.4 DEFINIÇÃO | 
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EXEMPLO 2 Faça esboços dos gráficos dey = 2*e y = 2-* no mesmo con- 
junto de eixos. Ache a área da região limitada por esses dois gráficos e pela 
reta x = 2. 


Solução Os esboços pedidos estão na Figura 1. A região em questão está 
sombreada na figura. Se 4 unidades quadradas for a área pedida, então 


= Jim 5 [28-28] Ax 


HA4I|+>0 i=1 


= E (2% — 2-9 dx 
Lo 
“n2 h2h 


Podemos definir agora a função logarítmica de base a sendo a um número 
positivo qualquer diferente de 1. 


Se a for um: número positivo, qualquer diferente de I, a função logarítmica de 
base a será a inversa da função exponencial de base a; escrevemos. 


é 





Rs 


log x se e somente se a” =x | (2 






A definição dada acima é aquela usualmente dada em Álgebra Elementar; 
no entanto, (2) tem significado para qualquer número real y pois a” foi definida 
precisamente. Se a = e, temos a função logarítmica de base e que é a função 
logarítmica natural. | 

log,x lê-se “o logarítmo de x na base a”. 

A função logarítmica de base a tem as mesmas propriedades que a função. 
logarítmica natural. Vamos enumerá-las: 


logu(xy) = log, x + log, y 
logx — y) = log, x — log, y 
log, 1 =0 
log, x” = y log, x 
As demonstrações dessas propriedades serão deixadas como exercícios (veja 


os Exercícios de 41 a 44). 
A relação entre os logaritmos na base a e os naturais segue diretamente. Seja 


= log, x 


466 Funções Inversas, Logarítmicas e Exponenciais 


Então, 
A=x 
Ina” =lInx 
ylna=lnx 


nx 


A EE 


Substituindo y por log,x, obtemos 


8) 





Muitas calculadoras não têm uma tecla [log x). Assim, (3) é uma fórmula 
conveniente para calcular log,x numa calculadora. 

A fórmula (3) é usada, por vezes, como definição da função logarítmica na 
base a. Como a função logarítmica natural é contínua para todo x > O, segue 
de (3) que a função logarítmica na base a é continua para todo x > 0. 

Se em (3) x = e teremos 


lo olhe 
Sa “ha 


(4) 





Vamos agora achar a derivada da função logaríitmica de base a, diferencian- 
do ambos os membros de (3) em relação a x. 


À 
Dlog, x) e Ina D An x) 


1 1 
D log, x) = no > | (5) 


Substituindo de (4) nessa equação, teremos 


log, e 





D log, x) = 


Aplicando a regra da cadeia a essa fórmula e (5), temos o teorema a seguir. 


7.6.5 TEOREMA | Se u for uma função diferenciável de x, 






Dilog,u) = Joge : 


e Dilogau) = 


7.6.6 TEOREMA | 
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Se no Teorema 7.6.5 a = e, então teremos 
log, e | 
D log, u) = asi Du 


| l 
<> Dúlnu)= ; Du 


que é o Teorema 7.3.2 para a derivada da função logarítmica natural. 


EXEMPLO 3 Ache EA se 
dx 


asi x+1 l 
o 
Solução Usando uma propriedade dos logaritmos, escrevemos 


y = logio(x + 1) — logyo(x? + 1) 
Do Teorema 7.6.5, 








dy “logoe logoe, n 
dx x+1  x241 


a l n 2x 
O 
“Togio e(l — 2x — x? 
(x +Dt2+1) 





Como x” foi definida para qualquer número real n, podemos provar agora 
o teorema para a derivada da função potência quando o expoente for um nú- 
mero real qualquer. 


Se | n fora um número” real qualquer ' e a, função f for definida por .miciê 


fog + =x" onde x > 0 
então, 





Prova Da Definição 7.5.2, 
f(x) = e" In x 
Assim, 


fo)=etr*Dí(ninx) 


Es erinx n 
X 
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O Teorema 7.6.6 possibilita-nos encontrar a derivada de uma potência de ba- 
se variável e expoente constante. Anteriormente, nesta mesma secção, aprende- 


mos como diferenciar uma potência de base constante elevada a um expoente 


variável. Vamos considerar agora a derivada de uma função potência com base 
variável, elevada a um expoente variável. 


EXEMPLO 4 Se »y = x*, onde x > 0, ache a 


Solução Da Definição 7.5.2, sex > 0, x* = erlrx, Logo, 
y= e” In x 
dy 


E Sr ojo 
FR Dx In x) 


di 1 
= € x:— + In x 
X 


=xHM1 + In x) 





O método da diferenciação logarítmica também pode ser usado para encon- 


* trarmos a derivada de uma função cujos valores funcionais são dados por uma 


potência de base variável elevada a um expoente variável, conforme mostra o 
exemplo a seguir. 





EXEMPLO 5 Ache a no Exemplo 4, usando diferenciação logarítmica. 


Solução Sabemos que y = x* com x > 0. Tomamos o logaritmo natural 
de ambos os membros obtendo | 


In y = In x* 


Iny=xInx 


Diferenciando ambos os membros da igualdade acima em relação a x, obtemos 











7. g(x) = 25234 





1 d 1 
a + In x 
y dx x 
y 
— =yd+1 
x vd + In x) 
=x + In x) 
EXERCÍCIOS 7.6 
Nos Exercícios de 1 a 24, ache a derivada da função dada. 9. h(x) = log,o X 10. f() = log, 
. hd Meet) po . DER 10 
1. f(x) = 35% 2. fo)=6"* É ds 
3. f(t) = 4" 4. g(x) = 1072 11. f(x) = Vlog, x 12. f(x) = log [log.(log, x)) 
S. f(x) = 4ºen 2x 6. J(z) = 2cosec3z 13. fo) =log;ollogio(x + 1)] 14. gw=tg 2” 


8. f(x) = (xº + 3)277* 15. f(t) = sec 3º 16. fo)=x“x>0 
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17. fO)=x5x>0 I8. fl)=x"*x>0 
19. g() = 2“*,z>0 20. g(t) = (cos tJ; cost > 0 
21. h(x)=(sen »)8*; senx>0 22. fo)=(x)Yx>0 


23: flx)=x";x>0 24. fo) =(Inxy)"sx>1 


Nos Exercícios de 25 a 32, calcule a integral indefinida. 


A De 26. [ars dx 
27. ) a'eidt | 28. ) 5º +2m043 4 1) dx 
29. ) x210º dx 30. [a"":(Inz + dz 





qnt /x) 
31. ) 23 dy 32. | dx 
X 


Nos Exercicios 33 e 34, calcule o valor do logaritmo dado. 


33. logs e 34. log, 10 

Nos Exercícios 35 e 36, use diferenciais para encontrar um valor 
aproximado do logaritmo dado e expresse a resposta com três 
casas decimais. 


35. log,o 997 36. log,o 1,015 


Nos Exercícios de 37.a 40, prove a propriedade dada, sendo a 
e b números positivos quaisquer e x e y, números reais quaisquer. 


37%. a*-q'=a*» 38. (a*P = a” 
39. (ab)* = a*b” 40. aº =1 


Nos Exercícios de 41 a 44, prove a propriedade dada, sendo a 
um número positivo qualquer diferente de 1, ex e y, quaisquer 
números positivos. 


41. log (xy) = log, x + log, y 
42. log (x — y) = log, x — log, y 
43. log, 1=0 44. log, x” = y log, x 


45. Uma empresa determinou que ao iniciar uma nova promo- 
ção de vendas, o número de vendas por dia aumenta. No en- 
tanto, o número diário de vendas adicionais decresce quan- 
do o impacto da promoção se desgasta. Para uma dada pro- 


469 


moção ficou determinado que se S(t) for o número de ven- 

. das adicionais diárias, resultantes da promoção e t for o nú- 
mero de dias decorridos desde o término da promoção, en- 
tão S(t) = 1.000(3-"2). Ache a taxa segundo a qual as ven- 
das adicionais estarão decrescendo quando (a) t = 4e (b) 
t = 10. 

46. Uma empresa estima que em £ anos o número de seus em- 
pregados será N(t), onde N(t) = 1.000(0,8)'2. (a) Quantos 
empregados a empresa espera ter em 4 anos? (b) Com que 
taxa estará variando o número de empregados em 4 anos? 

47. Uma partícula move-se ao longo de uma reta, de acordo com 
a equação do movimentos = 4-2! + B-2-* onde 4, 
Be k são constantes es m é a distância orientada da partícu- 
la a partir da origem em 1 s. Prove que o movimento é har- 
mônico simples, mostrando que se a m/s? for a aceleração 
em ts então a será proporcional a s. 

48. Uma partícula move-se ao longo de uma reta de aEssdoi com 
a equação do movimento s = t!?, onde s m é a distância 
orientada da partícula a partir da origem em £s. Ache a velo- 
cidade e a aceleração em 2 s. 

49. Uma pintura abstrata historicamente importante foi comprada 
em 1925 por $ 200 e seu valor vem dobrando a cada 10 
anos, desde a sua compra. Se y for o valor da pintura £ anos 
após sua compra, (a) defina y em termos de +. (b) Qual o 
valor da pintura em 1985? (c) Ache a taxa segundo a qual 
o valor da pintura estava crescendo em 1985. 

50. Faça esboços, no mesmo conjunto de eixos, dos gráficos de 
y=logoxey=lInx. 

51. Faça esboços, no mesmo conjunto de eixos, dos gráficos de 
y = e*ey = 2*. Ache a área da região limitada pelos dois 
gráficos e pela reta x = 1. 

52. Ache a área da região limitada pelos axinioê de ye 3* 
e pelas retasx = ley =1. 

53. Ache o volume do sólido gerado pela rotação da região do 
Exercício 52 em torno do eixo x. 

54. Dada f(x) = 5(a* + a”*). Prove que 


Sb + co + Hb — o) = 2HDFHc) 








2.1 APLICAÇÕES DA FUNÇÃO Modelos matemáticos envolvendo potências de e ocorrem em muitos campos, 


EXPONENCIAL NATURAL 


tais como Química, Física, Biologia, Psicologia, Sociologia, Administração e 


Economia. Vamos começar discutindo modelos envolvendo as leis de crescimento 
e decaimento. Essas leis surgem quando a taxa de variação de uma quantidade 
em relação ao tempo é proporcional à quantidade existente num dado instante. 
Por exemplo, é possível que a taxa de crescimento da população de uma comu- 
nidade seja proporcional à população existente num dado instante. Em Biolo- 
gia, sob certas circunstâncias, a taxa de crescimento de uma cultura de bacté- 
rias é proporcional à quantidade de bactérias presentes em qualquer instante 
dado. Numa reação química é fregiiente o caso em que velocidade da reação 
é proporcional à quantidade da substância presente; por exemplo, sabe-se ex- 
perimentalmente que a taxa de decaimento do rádio é proporcional à quantida- 
de de rádio existente num dado momento. Uma aplicação em Administração | 
ocorre quando os juros são compostos continuamente. 
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Em tais casos, se o tempo for representado por t unidades e se y unidades 
representar o total da quantidade presente em qualquer instante, então 


dy 

AE 
onde k é uma constante e y > O para todo t > 0. Se y cresce com o aumento 
de t, então k > O e temos a lei de crescimento natural. Se y decresce quando 
t aumenta então k < O e temos a lei de decaimento natural. 

Se por definição y for um inteiro positivo (por exemplo, se y for a população 
de certa comunidade), vamos supor que y possa ser um número real qualquer 
para que y seja uma função contínua de t. 

Vamos supor um modelo matemático envolvendo a lei de crescimento ou de- 
caimento natural e a condição inicial de que y = y, quando £t = 0. A equação 
diferencial é 


ky 


dy 
Er = ky 
Separando as variáveis, obtemos 
d 
D-kdt 
y 


Integrando, teremos 


Dk fdo 


Inlyj=kt+c 
|) = er te 
pl = et 
Tomando e* = Ctemos |y| = Ce*, e como y é positivo, podemos omitir as 
barras de valor absoluto, resultando assim 
y= Cet 


Como y = y quando t = 0, obtemos € = y,. Então, 


Rs kt 
y = Yo€ 
Provamos assim o teorema a seguir. 


Suponha que y seja uma função, contínua de 1 4 com E; e 0 para todo. 12 


Além disso, 


«dy 
dt 


Ed 


| onde k é uma constante e y = Yo suando t=0. Então, 





EXEMPLO 1 Numa certa cultura a taxa de crescimento das bactérias é 
proporcional à população presente. Se existirem 1.000 bactérias inicialmente e 


Tabela 1 
t 0 


y 11.000 2.000 1.000.000 


Tabela 2 





12 


30 
75.000 


F: 


Yeo 
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a quantidade dobrar em 12 min, quanto tempo levará até que haja 1.000.000 
de bactérias? | | 
Solução Seja t o tempo decorrido e y o número de bactérias presentes em 
t min. A Tabela 1 dá as condições laterais, onde T min é o tempo necessário 
para que haja 1.000.000 bactérias. 

A equação diferencial é 


dy 
e = 
dt á 


onde k é uma constante e y = 1.000 quando t = 0. Temos a lei do crescimento 
natural e, do Teorema 7.7.1, | 


y = 1.000” 4 OD 


Como y = 2.000 quando t = 12, obtemos de (1) 
pre | 
Assim, 
12k = In 2 
k = ln2 
k = 0,05776 


Logo, de (1) com esse valor de k temos 
y = 1.000€9:95778t 


Substituindo t por Te y por 1.000.000, temos 


1.000.000 = 1.000€e9957767 
e 9,05776T ds 1.000 
0,5776T = In 1.000 
In 1.000 
0,05776 
T = 119,6 


Logo, existirão 1.000.000 de bactérias em 119,6 min que é 1 hora, 59 min e 36 s. 


EXEMPLO 2 A taxa de crescimento da população de uma certa cidade é pro- 


- porcional ao número de habitantes. Se a população em 1950 era de 50.000 e em 


1980, de 75.000, qual a população esperada em 2010?. 


Solução Seja t o tempo em anos, decorrido desde 1950. Seja y a popula- 
ção em £t anos. As condições laterais são dadas na Tabela 2, onde vs é à po- 
pulação esperada em 2010. 

A equação diferencial é 


dy 
pi 
de 
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onde k é uma constante e y = 50.000 quando t = 0. Temos a lei de crescimento 
natural e, do Teorema 7.7.1, 


» = 50.000 e” (2) 
Como y = 75.000 quando t = 30, obtemos de (2) 
75.000 = 50.000 
230% => (3) 


Quando t = 60, ) = Ye- Logo, de (2), 
Yo = 50.000e%* 
Yo = 50.000(e3%)2 
Substituindo (3) nessa equação, obtemos 
50.000(5-)? 
112.500 


Ye 


- Portanto, a população esperada em 2010 é de 112.500 habitantes. 





No exemplo anterior, como a população cresce com o tempo, temos um caso 
da lei do crescimento natural. Se a população decresce com o tempo, o que po- 
de ocorrer se a taxa de mortalidade for maior do que a de natalidade, teremos 
então um caso da lei do decaimento natural (veja o Exercício 3). No próximo 
exemplo há uma outra situação envolvendo a lei do decaimento natural. Em 
problemas envolvendo a lei do decaimento natural, a meia-vida de uma subs- 
tância é o tempo para que ela seja reduzida à metade da quantidade inicial. 





EXEMPLO 3 A taxa de decaimento do rádio é proporcional à quantidade pre- 
sente em qualquer instante. Se houver 60 mg de rádio agora e sua meia-vida 
for 1.690 anos, qual a quantidade de rádio daqui a 100 anos? 


Solução Seja t o número de anos a partir de agora. Seja y o número de 
miligramas de rádio presentes em £ anos. Das condições laterais dadas na Tabe- 
la 3, concluímos que haverá Yo mg de rádio daqui a 100 anos. 

A equação diferencial é 


EA 


E 
dt + 


onde k é uma constante e y = 60 quando t = 0. Temos a lei do decaimento 
natural e, do Teorema 7.7.1, 





y = 60e% | (4) 
Como y = 30 quando t = 1.690, de (4) temos que 30 = 60e!S%k, isto é, 
e!s0k = 0,5 
1.690k = In 0,5 
In 0,5 
1.690 


k = —0,000410 


Tabela 4 
t 0) 
x 700 
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Substituindo esse valor de k em (4), obtemos 
y = 60e — 9000410: 

Quando t = 100, y = Yi; assim da relação acima, 
Via É 60 — 99410 


57,6 


Logo, daqui a 100 anos haverá 57,6 mg de rádio. 








EXEMPLO 4 Há 100 milhões de litros de água fluorada no reservatório que 
abastece uma cidade e a água contém 700 kg de fluoreto. Para diminuir a con- 
centração de fluoreto, é despejada água pura no reservatório a uma taxa de 3 
milhões de litros por dia e a solução de fluoreto homogênea escoa do reserva- 
tório à mesma taxa. Quantos quilogramas de fluoreto restarão no reservatório 
60 dias depois que a água pura começou a ser despejada no reservatório? 


Solução Seja t o número de dias decorridos desde que a água pura come- 
çou a ser despejada no reservatório. Seja x kg o número de quilogramas de fluo- 
reto que restam no reservatório em (í dias. 

Como 100 milhões de litros de água fluorada estão no reservatório o tempo 


todo, em £ dias a quantidade de fluoreto por milhões de litros será de x/100 


kg. Três milhões de litros de água fluorada escoam do reservatório a cada dia; 
assim o reservatório perde 3(x/100) kg de fluoreto por dia. Como se é a taxa 


de variação de x em relação a tí e x é decrescente com t crescente, temos a equa- 
ção diferencial: 


dx 3x 
dt 100 


Essa equação é da forma! = kx, onde k é — 0,03. Portanto, do Teorema 
Let | 


Temos as condições iniciais dadas na Tabela 4, onde x, kg é a quantidade de 
fluoreto no reservatório após 60 dias. Quando t = 0, x = 700; assim € = 700. 


“Tomando +! = 60€e x = x, temos 
X60 — 700e7 18 
= 700(0,1653) 
= 115,1 


Assim, existirão 115,7 kg de fluoreto no reservatório, 60 dias depois que a água 
pura começou a ser despejada no reservatório. 





O Cálculo pode ser muito útil a um economista, para avaliar certas decisões. 
Porém, para usá-lo precisamos lidar com funções contínuas. Consideremos, por 
exemplo, a seguinte fórmula que determina 4, o número de unidades monetá- 
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rias da quantia após t anos, se P unidades monetárias forem investidas a uma 
taxa anual de 100:%, compostos m vezes por ano: 


4=P(1 +). (5) 
m 


Vamos imaginar uma situação na qual os juros sejam continuamente com- 
postos, isto é, consideremos a fórmula (5), onde fazemos o número de perio- 
dos de juros por ano crescer indefinidamente. Passando ao limite na fórmula 
(5), temos 


E mt 
RE ( +) 
m> + 00 m 


que pode ser escrita como 


- NmfU lit 
A=P lim [(1+5) | (6) 
m- +00 m 


Para calcular esse limite pelo Teorema 2.7.1 precisamos determinar primeiro se 


i m/i 
lim ( + ) 
m> + q m 


existe. Tomando h = i/m, temos m/i = 1/h; e como m > +o é equivalente 
a h — 0+, temos 


- Nmfi 
“lim ( + =) lim (1 + hM 
m + 0 m h>0*+ 


=. 


Logo, usando o Teorema 2.7.1, temos 
i m/iTit j m/i lit 
lim (1 + -) lim ( + +) 
m> +00 mM m> +00 m 


— eit 
e assim, (6) torna-se 
À = Pe” (7) 


Fazendo t variar no conjunto dos números reais não-negativos, vemos que (7) 
expressa 4 como função contínua de t. 

Outra maneira de considerar a mesma situação é supor que o investimento 
de P unidades monetárias cresça segundo uma taxa proporcional a seu tama- 
nho. Essa é a lei do crescimento natural. Então, se 4 unidades monetárias for 
a quantia em £ anos, teremos 


| 


dA 
dt 
onde k é uma constante e 4 = P quando t = 0. Do Teorema 7.7.1 


A = Pe“ 


= KA 


Comparando essa relação com (7) vemos que serão iguais se k = i. Assim, 
se um investimento cresce a uma taxa proporcional a seu tamanho, dizemos que 
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os juros foram compostos continuamente e que a taxa anual de juros é a cons- 
tante de proporcionalidade. | 


> ILUSTRAÇÃO 1 Se P unidades monetárias forem investidas a uma taxa de 
8% por ano, compostos continuamente, e 4 unidades monetárias for o mon- 
tante do investimento em t anos, 


dA 


= 0,084 
dt 


A = Pe9! «4 


Se em (7) tomamos P = 1,i = let = 1, obtemos 4 = e, que dá uma justifi- 
cativa para a interpretação econômica do número e como o resultado de um 
investimento de $ 1 por um ano, a uma taxa de juros de 100% ao ano, compos- 
ta continuamente. o 

No exemplo a seguir usaremos o termo taxa anual efetiva de juros, que éa 
taxa que dá a mesma quantia de juros compostos uma vez ao ano. 





“EXEMPLO 5 Se $ 5.000 forem emprestados a uma taxa de juros de 12% ao 
ano, compostos continuamente, e o empréstimo tiver que ser pago em uma úni- 
ca vez ao fim de um ano, quanto deverá pagar a pessoa que emprestou? Ache, 
também, a taxa anual efetiva de juros. 


Solução Se 4 for a quantia a ser paga, como P = 5.000, i = 012 et = 1, 
temos de (7) 
A = 5.000eº2 
5.000(1,1275) 
5637,50 


Assim, a pessoa deverá pagar $ 5.637,50. Chamando ja taxa anual efetiva de 
juros, temos | 


-5.000(1 + 7) = 5.000eº!? 
| +j = el 
j=112795-1 
j = 0,1275 


j = 12,75% 


A taxa anual efetiva de juros é 12,75%. 





Se a função do Teorema 7.7.1 for denotada por f, então y = f(t). Além dis- 
so, se f(0) = B(B > 0), então do teorema, quando 


ft) = kt 120 | (8) 
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Ht) = Betr;k>0 
FIGURA 1 


ft) 





ft) = Bee;k <0 
FIGURA 2 
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temos 
f0)=Be! +>0 | (9) 


Se k > 0, então (8) será a lei do crescimento natural e (9) definirá uma função 
que dizemos ter crescimento exponencial. Como quando k > 0 


lim f()=B lim e! 


t—> + 0 t—> +oo 


= +00 


então f(t) cresce indefinidamente quando t cresce indefinidamente. Um esboço 


do gráfico de (9) quando k > O está na Figura 1. 


Se k < 0, então (8) será a lei do decaimento natural e (9) definirá uma função 
que dizemos ter decaimento exponencial. Observe em (9) que se k < 0. 


lim f()=B lim e” 


t> + oo t+ +00 


=0 


e f(t) tende a zero através de valores positivos. Um esboço do gráfico de (9) 
quando k < O é apresentado na Figura 2. 

Suponha agora que uma quantidade cresça segundo uma taxa proporcional 
à diferença entre um número 4, positivo, fixo e o seu tamanho. Então, se o 
tempo for representado por t unidades e y unidades for a quantidade presente 
em qualquer instante, 


dy 
Fri KA — y) (10) 


onde k é uma constante positiva e y < 4 para todo t > 0. Separando as variá- 
veis em (10), obtemos 


d 
A-y 


Integrando, teremos 


Ok fa 
—Inj4A — y)=kt+C 
In|A— y|= kt — € 

A-y= oComkt 


Seja e-€ = B. Como 4 — y é positivo, podemos omitir as barras de valor ab- 
soluto. Assim, teremos 


A-y=Be* | 
y=4- Ber! (11) 
Se nesta igualdade tomarmos y = f(t), teremos 


ft) =A- Be" 
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onde 4, Be k são constante positivas. Essa igualdade descreve um crescimento 
limitado. 
lim f(t) = Jim (A — pe) 


t> + c0 
=A-B lim e" 
t> + 00 
=A-B-Q 
=A 


e f(t) tende a A por valores menores do que 4. Logo, da Definição 2.5.4 (1), 
o gráfico de f tem como assíntota horizontal a reta 4 unidades acima do eixo 
t. Note também que 


f(0) = A — Bet"? 
=A-B 


Dessa informação obtemos o esboço do gráfico de f na Figura 3. Esse gráfico 
é chamado algumas vezes de curva do aprendizado. O nome é apropriado quan- 
do f(t) representa a competência segundo a qual uma pessoa realiza determina- 
da tarefa. Ao iniciar uma atividade, a competência de um indivíduo aumenta 
rapidamente e depois mais vagarosamente, já que uma experiência adicional tem 
pouco efeito na habilidade de realizar a tarefa. 


EXEMPLO 6 Um operário recém-contratado realiza uma tarefa com maior 
eficiência a cada dia que passa; de tal forma que se y unidades forem produzi- 
das por dia após t dias no trabalho, então 


a = K(80 — 3) 
onde k é uma constante positiva e y < 80 para todo t > 0. O empregado pro- 
duz 20 unidades no primeiro dia de trabalho e 50 unidades por dia após 10 dias 
de trabalho. (a) Quantas unidades por dia ele estará produzindo após 30 dias 
de trabalho? (b) Mostre que após 60 dias ele estará produzindo apenas 1 unida- 
de a menos do que seu potencial completo. 


Solução À equação diferencial dada é a mesma que (10) com 4 = 80. Lo- 
go, a solução geral é da forma de (11) com 4 = 80; assim sendo, ela é 
y=80- Be | (12) 


A Tabela 5 mostra as condições laterais, onde y; unidades são produzidas por 
dia após 30 dias no trabalho e yo unidades são a produção diária após 60 dias 
no trabalho. Como y = 20 quando t = 0, obtemos de (12) 


20 = 80 — Beº 
20 = 80 — B 
B=60 
Substituindo B por 60 em (12), obtemos 
y = 80 — 60e7* | (13) 
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De (13), com y = 50 quando t = 10, temos 
50 = 80 — 60e 1% 


e-!t = 0,5 
Substituindo esse valor de e-!% em (13), teremos 
» = 80 — 60(e-19%y710 (14) 


= 80 — 60(0,5)'1º 
(a) Como y = yo quando t = 30, obtemos de (14) 
Jo = 80 — 60(0,5) 
= 80 — 60(0,125) 
= 80 - 7,5 
E Tas 
Logo, o empregado estará produzindo 72 unidades por dia depois de 30 
dias no trabalho. 
(b) De (14), com y = yo quando t = 60, obtemos 
Yo = 80 — 600,5) 
80 — 60(0,0156) 


= 80 — 0,938 
= 79,062 
Após 60 dias no trabalho, o empregado estará produzindo 79 unidades por 
dia. Como 
eia [80 — 60(0,5)/1º] = 80 — 60 aa o 
= 80 — 60 - 0 
= 80 


o potencial total é de 80 unidades por dia. Assim, após 60 dias no emprego, 
o operário estará produzindo apenas 1 unidade a menos do que o seu po- 
tencial. 


Na Secção 9.6 vamos considerar outro tipo de crescimento limitado, que dá 
um modelo de crescimento populacional levando em conta os fatores ambientais. 

Há uma função importante em Estatística chamada função densidade de pro- 
babilidade normal padrão que é definida por 


N(x) = pie 





r 


Um esboço do gráfico de N está na Figura 4. Ela é uma curva com a forma 
de sino muito conhecida pelos estatísticos. A curva é simétrica em relação ao 
eixo y. A Tabela 6 dá valores de N(x) para alguns valores de x. 
x Observe que quando x cresce indefinidamente ou decresce indefinidamente, 
| então N(x) tende a zero rapidamente. Por exemplo, N(3) = 0,004 e N(4) = 
FIGURA 4 = 0,0001. A probabilidade de que uma escolha aleatória de x esteja no intervalo 





Tabela 6 
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fechado [a, b) é denotada por P((a, b)), e 


P([a, b) = = | is (15) 


A integral definida em (15) é a medida da área da região limitada acima pela 
curva y = N(x), abaixo pelo eixo x e dos lados pelas retas x = a e x = b. Essa 
integral definida não pode ser calculada pelo segundo teorema fundamental do 
Cálculo, pois não podemos encontrar uma antiderivada do integrando usando: 
funções elementares. Entretanto, podemos calcular valores aproximados de tal 
integral definida pela regra do trapézio ou pela regra de Simpson, conforme 
mostra o exemplo a seguir. 





EXEMPLO 7 Para a função de densidade de probabilidade normal padrão, 
determine a probabilidade de que uma escolha ao acaso de x esteja no intervalo 
[0, 2). Aproxime o valor da integral definida por (a) a regra do trapézio com 
n = 4e(b)a regra de Simpson com n = 4. 


Solução A probabilidade de que uma escolha ao acaso de x esteja no inter- 
valo [0, 2] é P(JO, 2]) e, de (15), 


P([0,2]) = “8 dx (16) 


f ” 
E | 
21 Jo 
(a) Aproximamos a integral em (16) pela regra do trapézio com n = 4. 

Como [a, b] = 10, 2), Ax = +. Logo, com f(x) = e-*2, 


A , ; 
Jo EP de= ALHO) + 2/6) + 210) + 216) + SO] 
| = ro 4 De 18 4202 4 908 ug] 
x d[1 + 2(0,8825) + 2(0,6065) + 2(0,3246) + 0,1353] 


— 1(4,7625) 
x 1,191 
Assim, 
1 


2x 


x 0,475 


(b) Se a regra de Simpson com n = 4 for usada para aproximar a integral em 
(16), teremos 


dE a | 
[Ee =P dx = ALHO) + 418) + 2104 419 +10] 
=tlel+4e 1842012 4 408 4 €e-2] 
x &[1 + 4(0,8825) + 2(0,6065) + 4(0,3246) + 0,1353] 
= &(7,1767) 
= 1,196 
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y Logo, 


= z 


FIGURA 5 





FIGURA 6 
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PO, 2)) = = (1,196) 


Ja 


x 0,477 





Na Figura 5 a região sombreada está no primeiro quadrante e é limitada pelo 


do Exemplo 7. 


gráfico da função de densidade de probabilidade normal padrão, pelos eixos 
coordenados e pela reta x = t, onde t > 0. Se A(t) unidades quadradas for 
a área dessa região, pode ser mostrado, embora seja difícil, que lim A(t) = 0,5. 


f — 00 


Assim o valor exato de P([0, 2]) é menor do que 0,5, pois é a medida da área 
da região sombreada da Figura 6. Esse fato está de acordo com os resultados 








EXERCÍCIOS 7.7 


1. 


e 


a 


A taxa de crescimento natural da população de certa cidade 
é proporcional à população. Se a população aumenta de 
40.000 para 60.000 em 40 anos, quando a população será de 
80.000? 

A população de determinada cidade dobrou em 60 anos, de 
1890 a 1950. Se a taxa de crescimento natural da população 
em qualquer instante for proporcional à população naquele 
instante e a população em 1950 era de 60.000, estime a po- 
pulação no ano 2000. 

A população de uma cidade decresce a uma taxa proporcio- 


nal a seu tamanho. Em 1975 ela era de 50.000 e em 1985, 


44.000. Qual a população esperada em 1995? 

Após a estréia, a publicidade de determinado filme foi inter- 
rompida e a frequência decresceu numa taxa proporcional. 
Se no dia da estréia a frequência num certo cinema era de 
5.000 e no terceiro dia, de 2.000, qual a fregiiência esperada 
no sexto dia? 


- Após 1 ano de uso, a taxa de depreciação de um automóvel 


em qualquer instante é proporcional a seu valor naquele ins- 
tante. Se um automóvel foi comprado em 1º de junho de 1988 
e seus valores em 1º de junho de 1989 e 1990 eram, respecti- 
vamente, $ 7.000 e $ 5.800, qual o valor esperado do carro 
em 1º de junho de 19947 

Suponha que o valor de certa coleção de antiguidades au- 
mente com a idade e a taxa de valorização em qualquer mo- 
mento seja proporcional a seu valor naquele momento. Se 
o valor da coleção há 10 anos era de $ 25.000 e se o valor 
atual é de $ 35.000, em quantos anos espera-se que o valor 
seja de $ 50.000? 

O crescimento das bactérias numa certa cultura se faz segun- 
do uma taxa proporcional ao número de bactérias presentes. 
Se inicialmente existem 1.000 bactérias e o número dobra em 
30 min, quantas bactérias haverá em 2 horas? 


- Numa certa cultura de bactérias, a taxa de crescimento é pro- 


porcional ao número de bactérias presentes e esse número 


9, 


10. 


1. 


12. 


13. 


14. 


15. 


16. 


triplica a cada hora. Se após 4 horas houver 10 milhões de 
bactérias, qual o número de bactérias inicialmente? 

Se a meia-vida do rádio for de 1.690 anos, que porcentagem 
da quantidade presente agora restará após (a) 100 anos e (b) 
1.000 anos? 

Em 15 anos, 30% de uma substância radioativa desaparecem. 
Ache a meia-vida da substância. 

A mortalidade no inverno de uma certa espécie de animal sel- 
vagem numa dada região do hemisfério norte apresenta uma 
taxa proporcional ao número de indivíduos presentes em qual- 
quer momento. Havia 2.400 indivíduos da espécie em 21 de 
dezembro (primeiro dia de inverno) e 30 dias depois havia 
2.000. Quantos indivíduos da espécie deverão sobreviver ao 
inverno? Isto é, quantos estarão vivendo 90 dias após 21 de 
dezembro? 

Quando é removida a força eletromotriz de um circuito elé- 
trico simples, sem capacitores, mas tendo indutores e resisto- 
res, a taxa de decaimento da corrente é proporcional à cor- 
rente. À corrente é i ampêéres t s após a remoção ei = 40, 
quando t = 0. Se a corrente cair para 15 ampéres em 0,01 s, 
ache i em termos de t. 

(a) Ache os juros percebidos num investimento de $ 500 ao 
final de um ano, se a taxa de juros anual for de 10% com- 
postos continuamente. (b) Qual é a taxa anual efetiva de 
Juros? 

Um empréstimo de $ 1.000 deve ser pago em um único paga- 
mento, ao final de um ano. Se a taxa de juros for 8% com- 
postos continuamente, determine (a) a quantia total a ser paga 
(b) a taxa de juros anual efetiva. 

Se certa quantia investida dobra em 10 anos a juros compos- 
tos continuamente, quanto tempo levará para que a quantia 
inicial triplique? 

Se o poder de compra de um dólar decresce a uma taxa de 
10% anualmente, compostos continuamente, quanto tempo 


irá levar para que o poder de compra seja de meio dólar? 


17. 


18. 


19. 


20. 


21. 


22. 


24. 
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Quanto tempo levará para que $ 500 acumulem até $ 1.000, 
se o dinheiro for investido a 8% ao ano compostos conti- 
nuamente?- 
Em Biologia, uma equação usada algumas vezes para des- 
crever o créscimento restrito de uma população é a Equação 
de Gompertz: | ' 

ày = ky In é 

dt y 
onde a e k são constantes positivas. Ache a solução geral dessa 
equação diferencial. 


Numa certa reação química, a taxa de conversão de uma subs- 


tância é proporcional à quantidade de substância que ainda 
não reagiu até aquele instante. Após 10 min, um terço da 
quantidade da substância original já reagiu e 20 g já reagi- 
ram após 15 min. Qual era a quantidade original da subs- 
tância? | 

O açúcar se dissolve em água a uma taxa proporcional à quan- 
tidade que permanece não dissolvida. Se havia 50 kg de açú- 
car para serem dissolvidos e ao final de 5 h ainda havia 20 
kg não dissolvidos, quanto tempo levará para que 90% do 
açúcar seja dissolvido? 

Há 100 litros de água salgada em um tanque e essa água con- 
tém 70 kg de sal dissolvido. Despeja-se água pura no tanque 
a uma taxa de 3 L/min e o conteúdo é misturado perma- 
nentemente, mantendo-se uniforme, e escoando na mesma 
taxa. Quantos quilogramas de sal existirão no tanque após 
uma hora? 

Um tanque contém 200 litros de água salgada, havendo 3 kg 
de sal por litro. Deseja-se dissolver essa solução acrescentan- 
do-se água salgada com 1 kg de sal por litro, a uma taxa de 
4 L/min e fazendo-se a solução escoar na mesma taxa. Quan- 
do o tanque conterá 15kg de sal por litro? 


« O Professor Willard Libby da Universidade da Califórnia em 


Los Angeles recebeu o Prêmio Nobel de Química por uma 
descoberta de um método para determinar a data da morte 
de um fóssil. Ele usou o fato de que no tecido de um organis- 
mo vivo estão presentes dois tipos de átomos de carbono: um 
carbono radioativo comumente notado por !“C e um carbo- 
no estável, !2C, sendo que a razão entre a quantidade de 14C 
e a de 2C é aproximadamente constante. Quando o organis- 
mo morre, a lei do decaimento natural aplica-se somente ao 
4C, Se for determinado que a quantidade de !*C presente é 
somente 45% da quantidade original e a meia-vida do 4C 
é de 5.600 anos, quando morreu o organismo? 

Refira-se ao Exercício 23. Suponha que um arqueólogo te- 
nha determinado que a quantidade de !ºC presente no fós- 
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ções da forma 


= + P(o)y = Ox) 


dx 


25. 


26. 


27. 


29. 
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sil seja 25% da quantidade original. Usando o fato de que 
a meia-vida do !ºC é de 5.600 anos, qual a idade do fóssil? 
Suponha que faltem 3 horas para um estudante fazer um exa- 
me e durante esse tempo ele deseja memorizar um conjunto 
de 60 fatos. De acordo com os psicólogos, a taxa segundo 
a qual uma pessoa pode memorizar um conjunto de fatos 
é proporcional ao número de fatos que restam para serem me- 
morizados. Assim, se o estudante memorizar y fatos em tí min, 
dy 
FP k(60 — 3) 
onde k é uma constante positiva e y < 60 para todo t > 0. 
Supõe-se que inicialmente zero fato seja memorizado. Se 
o estudante memoriza 15 fatos nos 20 primeiros min, quan- 
tos fatos ele irá memorizar em (a) lhe (b) 3 h? 
Um trabalhador recém-contratado para uma-linha de mon- 
tagem pode fazer uma determinada tarefa, de tal forma que 
se y unidades forem completadas por dia após t dias na li- 
nha de montagem, então 


dy 
dt 
onde k é uma constante positiva e y < 90 para todo t > 0. 
No primeiro dia de trabalho 60 unidades são completadas 
e após 5 dias de trabalho, o trabalhador faz 75 unidades por 
dia. (a) Quantas unidades por dia ele estará fazendo após 9 
dias no trabalho? (b) Mostre que após 30 dias ele estará pro- 
duzindo quase a pleno potencial. | 

Para a função densidade de probabilidade normal padrão de- 
termine a probabilidade de que uma escolha ao acaso de x 
esteja no intervalo [0, 1]. Aproxime o valor da integral defi- 
nida usando (a) a regra do trapézio, com n = 4e(b) a regra 
de Simpson, com n = 4. 

Para a função densidade de probabilidade normal padrão, 
determine a probabilidade de que uma escolha ao acaso de 
x esteja no intervalo [— 3, 3]. Aproxime o valor da integral 
definida usando (a) a regra do trapézio, com n = 6e(b)a 
regra de Simpson, com n = 6. 

A função erro, denotada por fer, é definida por 


DE apo. dá 
esto = | e" dt 
T JO 


Ache um valor aproximado da fer (1) para quatro casas de- 
cimais, usando a regra de Simpson com n 10. 

Para a função erro definida no Exercício 29, ache um valor 
aproximado da fer (10) até quatro casas decimais, usando 
a regra de Simpson com n IO. 


k(90 — y) 


Introduzimos equações diferenciais com variáveis separáveis na Secção 5.3, e 
as aplicações adicionais de tais equações apareceram na Secção 7.7. Agora dis- 
cutiremos as equações diferenciais lineares de primeira ordem, que são equa- 


0) 
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onde Pe Q são contínuas e y = F(x) onde F é diferenciável. Uma função F 
que satisfaz essa equação é chamada de solução da equação. A solução comple- 
ta envolve uma constante arbitrária. 

Para chegar a um método que dê a solução completa de (1), começamos to- 
mando Q(x) = O para obter a equação 


O, po)y=0 | (2) 
dx 


Podemos separar as variáveis e obtemos 
d 
a API 

y 

Integrando ambos os membros, temos 
Inly| + € = — [ P(9 dx 


Se tomarmos C = —lIn|C|, temos 


In|y| — In[C| = — [PG dx 





In a = — | P(o) dx 
L = emSPo)ar 
vel P(x) dx o C (3) 


A solução completa de (2) é dada por (3). Mas lembre-se de que nosso objetivo 
é resolver a equação (1). Observe que se calcularmos a diferencial do primeiro 
membro de (3), teremos 


d(ye! P(x) no = dye! P(x) dx Ra ye! P(x) dx P(x) dx 
d(ye! PO dx) = elPO) dx (dy 4 P(x)y dx) | (4) 
Agora, podemos mostrar que se multiplicarmos ambos os membros de (1) por 


e!” dx dx, o primeiro membro se tornará o segundo membro de (4). Fazemos 
isso escrevendo (1): 


d | 
e + PO) = 069 


d 
e! P(x) dx dx E Rr Pop] sms e! P(x) dx dx[0(x)] 
ei Pedx (dy + P(x)y dx) = Q(x)e! PO &x dx 
Substituindo de (4) nessa equação, obtemos 


d(ye! P(x) ae ss O(x)e! P(x) dx dx 


Integrando ambos os membros, resulta 


ve! P(x) dx cs foce P(x) dx dx 
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Se G for uma antiderivada qualquer de Q(x)e! Ft “x, temos 
ye!Pedx = G(x) + € 


y a G(x)e”! Pe dz + Ce! Pl) dx 
<o y= e! Pl) dx [ Ofgei rem ax dx + Ce” 3 Pl) dx (5) 


Sabemos que se a equação (1) tiver uma solução, será da forma (5). Para verificar 
que (5) é a solução completa de (1), devemos mostrar que qualquer y da forma 
(5) é a solução de (1). Para fazer isso, multiplicamos primeiro ambos os mem- 
bros de (5) por ei?) & para obter 


vel PO) dx — fone Pod dy 4 C 


. Diferenciando ambos os membros dessa equação com relação a x, temos 


d 
e e! Pl) dx + ve! P(x) dx P(x) as Ode P(x) dx 
Agora, multiplicamos ambos os membros por e-!?W «x e obtemos 
dy 
—— + P = 
dx + Pl) = Gl) 


Provamos o teorema a seguir. 


7.8.1 TEOREMA | A solução completa da equação diferencial 


=. + P = y ..! 
AX Cop 00) | | a 


& 


| onde P e Q são contínuas, é dada por O es 





y = elfos | Ol) a gx + Cerf Pl dx ME us ÃO 


Para aplicar o Teorema 7.8.1, é necessário memorizar a fórmula por y. Entre- 
tanto, podemos resolver uma equação linear de primeira ordem calculando pri- 
meiro e'?t) à, que é chamada um fator de integração da equação. Então, pro- 
cedemos da mesma maneira que fizemos para obter (5), ou seja, multiplicamos 
ambos os lados da equação pelo fator de integração e depois integramos ambos 
os membros da equação resultante. Ao calcular o fator de integração, toma- 
mos a constante arbitrária como sendo igual a zero, pois qualquer antiderivada 
de P resultará um fator de integração. Demonstramos esse procedimento na ilus- 
tração a seguir. 


D ILUSTRAÇÃO 1 A equação diferencial 


d 
— 2xy = 3x 
é da forma de (1) onde P(x) = —2x e Q(x) = 3x. Para resolver essa equação 


calculamos primeiro 


Es — 2 
e! 2xdx q x 
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Multiplicamos ambos os membros da equação dada por esse fator de integra- 
ção para obter 


— x2 dy - 2 — nTx? 
e (5) ++ (—2xy) = e * (3x) 


dx (€ y) = 3xe 


Integrando ambos os membros, temos 
e *y= [3xe? dx 
e *ly=-Se *"4C 

Multiplicamos ambos os membros por e** e obtemos 
y=-$+Ce 


que é a solução completa da equação diferencial dada. «q 


Observe que a equação diferencial na Ilustração 1 também pode ser resolvi- 
da, separando as variáveis após escrevermos a equação na forma 


dy 


Uma equação diferencial linear da forma (1) para a qual Q(x) = O também po- 
de ser resolvida, separando as variáveis. Na ilustração a seguir resolvemos tal 
equação por dois métodos. | 


b ILUSTRAÇÃO 2 (a) Resolvemos a equação 


4y 
dx 


como uma equação diferencial linear de primeira ordem da forma (1), onde 
P(x) = 2x e Q(x) = 0. Um fator de integração é 


2x dx x? 
e =e 


Multiplicando ambos os membros da equação diferencial por e*”, temos 


+ 2xy = 0 


x2 dy 


dir +2xe“y =0 
doa 
“(e y=0 
FE (e”y) 
Integrando ambos os membros, obtemos 
e“y=C 
y=Ce* 


(b) Resolvemos a mesma equação, separando as variáveis 


dy 
Fri — 2xy 
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|| = ev%e* 
y mi + efe” * 
y=Ce* 
onde C = +ek. 4 
EXEMPLO 1 Encontre a solução completa da equação diferencial 
dy 
e 
x Es y=x 
onde x £ 0. 
Solução Para escrever a equação diferencial dada na forma (1) dividimos 


ambos os membros da equação por x, de modo que o coeficiente dy/dx 
seja 1. Temos | 


ea (6) 
dx x 
Como P(x) = +, um fator de integração é 


eta dx — ein x? 


l 


x? 


Multiplicando ambos os membros de (6) por 1/x”, obtemos 


ldy 2 


x? dx x 


ain. 
dx 1x2 7) 


Integrando ambos os membros resulta 
1 l 
a= [5a 


1 
Es 
3) n|x| + € 


ma | 


y =x? InJx| + Cx? 


que é a solução completa. 
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EXEMPLO 2 Encontre a solução da equação diferencial 
Sy + y cotg x = cos x 
dx . 


se y = 1 quando x = q7. 


Solução Temos uma equação diferencial linear de primeira ordem para a 
qual P(x) = cotg x. Portanto, um fator de integração é 
el cCtexdx — elnisen x| 
= [sen x| 


Multiplicando ambos os membros da equação diferencial dada por sen x (despre- 
zamos as barras de valor absoluto pois sen x > O quando x = =7t), obtemos 


dy 
sen e + (cos x)y = sen x cos x 


sen X COS X 


E y sen x) 


Integrando ambos os membros, resulta 


ysenx = | sen x cos x dx 


ysenx = 5sen?x + C | (7) 


Como y = 1 quando x = 7, substituimos esses valores por x e y nessa equa- 
ção e obtemos 


Isença = qsen' jm + € 
| | 


—— 


Substituindo C por 5 em (7), obtemos a solução desejada: 
ysenx = >sen'x+ + 


8y senx = 4sen?x+ 3 


EXEMPLO 3 Ache a solução completa da equação diferencial 


dy o 
dx 4x + y? 


onde y = 0. 
Solução Essa equação não é linear em y. Entretanto, 


dx 4x+y 
dy Cy 


di E AR (8) 


Tabela 1 
t O) 
y 120 


40 
60 


100 


Y100 
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Essa é uma equação diferencial de primeira ordem que é linear em x, isto é, 
é da forma 


dx 
J+P Es 
E + P(y)x = Q(y) 
onde P(y) = —-4/y e Q()) = 2. Portanto, um fator de integração é 


ES andy = q-ny! 


Multiplicando ambos os membros de (8) por 1/y* resulta 


| dx 4 l 


——— o X=— 
dy y yº 


a(s )=; 
dy y* y 


Integrando ambos os membros, obtemos 


X l 

yº [5 

X l 
—=——— + C 
y 2yº 

x= 32 + Cyº 


que é a solução completa. 





Uma aplicação das equações diferenciais lineares de primeira ordem é encon- 
trada em Física, atribuída à lei do resfriamento de Newton, que estabelece que 
a razão na qual um corpo varia de temperatura é proporcional à diferença entre 
sua temperatura e a do meio ambiente que o cerca. 


EXEMPLO 4 Se um corpo estiver no ar, cuja temperatura é 35º e resfria-se 
de 120º a 60º em 40 min, use a lei do resfriamento de Newton para achar a 
temperatura do corpo depois de 100 min. 


Solução Seja t min o tempo decorrido desde que o corpo começou a es- . 
friar. Seja y graus a temperatura do corpo em £t min. A Tabela 1 dá as condi- 
ções laterais, onde Yo graus é a temperatura do corpo após 100 min. 

Da lei do resfriamento de Newton temos 


dy 
ag —  — 35) 


onde k é uma constante e y > 35 para todo t > 0. 
Escrevendo a equação na forma 


= —hy= 35 (2) 
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observamos que se trata de uma equação diferencial linear de primeira ordem 
para a qual um fator de integração é 


eSckdt = gm 
Multiplicando ambos os membros de (9) por e-*' resulta 


et dy Bins 


% ke "ty = —35Ske 


d 
qe CV) = —35ke rt 


Integrando ambos os membros, obtemos 
e ty = [-3skert dt 


ety=35e “4C 


y=35+ Ce“ 
Quando t = 0, y = 120; assim, C = 85. Logo, 
y=35+ 85e” (10) 


Quando t = 40, y = 60 e obtemos 
60 = 35 + 8540 


40k 5. 
e Echo TE 


Substituímos esse valor de e** em (10) e obtemos 
y=35+ 85(e49/40 
y=35 + 8565140 
Como y = Y,oo quando t = 100, da relação anterior temos que 


Y100 = 35 + 853)*? 
= 39 


Logo, após 100 min a temperatura do corpo será 39º. 


Outra aplicação das equações diferenciais lineares de primeira ordem surge 
associada à eletricidade. Suponha que um circuito elétrico simples, mostrado 
na Figura 1, gere uma voltagem de E volts, com um gerador ou uma bateria. 
À corrente passa quando o botão em $, na figura, é pressionado, completando 
o circuito. O físico alemão Gustav Kirchhoff (1824-1887) formulou uma lei, cha- 
mada de segunda lei de Kirchhoff, estabelecendo que a cada instante, a soma 
da carga elétrica em torno do circuito elétrico é igual à força eletromotriz na- 
quele instante. No circuito da Figura 1, seja i ampéres a corrente em ts. Se L 


o o actê 5 pi À -, di 
henrys for a indutância, então a carga elétrica passando pelo indutor será L ar 


e se R ohms for a resistência, a carga elétrica que passa pelo resistor será Ri. 
Portanto, pela segunda lei de Kirchhoff 
di 


Li tRi=E (11) 


FIGURA 2 
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>» ILUSTRAÇÃO 3 Suponha que um circuito elétrico tenha um gerador forne- 
cendo 150 volts e um resistor de 15 ohms e um indutor de 5 henrys, ligado em 
série. Além disso, suponha que o interruptor seja acionado quando t = 0; isto 
é, i = 0 quando t = 0. Da equação (11) com E = 150, R = 15e L = 5, temos 


di 
5S5— + 15Si= 150 
E l 


di | 
ss =3 12 
E O (12) 


Um fator de integração para (12) é e!'“ = e*. Multiplicando ambos os mem- 
bros de (12) por e”, temos 


di 
p* dá + 3e%'; = 30e* 
dt 


d 

FP (ei) = 30” 
Integrando ambos os membros, obtemos 
ei = ) 30e3! dt 


esti = 108" + C 


= 10 + Ce"* 
Como i = O quando t = 0, € = -—10. Portanto, 
i=10-— 10e"* 
i=10(1- e") 
Como 
lim i= lim 10! —-e2) 
t> +00 > +09 


= 10 


i é sempre menor que 10 pois aproxima-se de 10 enquanto £ aumenta indefini- 
damente. Embora a corrente na verdade nunca alcance 10 ampéres, estabelece- 
mos a corrente teoricamente máxima como sendo de 10 amperes. «4 


O circuito elétrico mostrado na Figura 2 indica que uma força eletromotriz 
de E volts é ligada em série com um resistor de R ohms e um capacitor de € 
*farads. Por esse circuito, a carga elétrica passando por um resistor é Rie a car- 
ga elétrica passando por um capacitor é q/C, onde q coulombs é a carga instan- 
tânea sobre o capacitor em t s. Pela segunda lei de Kirchhoff 


Rip = E = (13) 


C 
Como a corrente é a razão da variação da carga em relação ao tempo 
- dg 
= — 
dt 


* N. do T.: Unidade de capacidade elétrica 
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Substutindo dessa equação em (13), obtemos a equação diferencial de primeira 
ordem 
da q 


R— += 4 
nro e Es 





EXEMPLO 5 Suponha que um resistor de (1 + 0,11) ohms em ts seja ligado 
em série com um capacitor de <farad e uma força eletromotriz de 100 volts. 
A carga inicial no capacitor é 6 coulombs. Se em ts a carga for q coulombs 
e a corrente for i ampéres, (a) expresse q como função de £ e (b) expresse i como 
função de t. (c) Ache a carga máxima teoricamente. 

Solução 

(a) De (14) com E = 100, C = SeR = 1 + 0,1, temos 


dg 
| 4010 2L 4 S9<. 100 
dq 5 100 
dt Cro! T+ Ol 


Um fator de integração dessa equação diferencial é 


els da + 0,10) = gS0Inl + 0,11) 


=(1+ 0,11) 


Multiplicando ambos os membros da equação diferencial por (1 + 0,11)? 
resulta 





1 + 0,17)% a + 501 + 01)g = 1000 + 0,1)º 


SO + 0,1)%9] = 1000 + 0,18)$ 


(1 + 0,11) 
(1 + 0,1) 


| 100(1 + 0,1)º dt 
20(1 + 0,11)5º + C 


q=20+ C(l+õo0O,f)*% 
Como a carga inicial é 6, q = 6 quando t = 0. Substituindo q e t por esses 
valores na equação acima, temos C = — 14. Portanto, 
q =20- 141 + 0,11)-* 
dq 
b) Como i = —+ 
(b) I dt 


d 
| =—[20 — 14(1 + 0,11)5 
E ( 9) 


701 + 0,18%! 


(c) lim q = lim [20 — 14 + 0,14)-9] 


t5> + ft» +00 
= 20 


Portanto, a carga máxima teoricamente é 20 ampéres por segundo. 
es SIR er 
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EXERCÍCIOS 7.8 


Nos Exercícios de 1 a 4, resolva a equação diferencial por dois 
métodos: (a) use um fator de integração; (b) separe as variáveis. 


dy y dy 

L—+>-=0 2, —— = 
e de Ty COS X: O 

| dy Ndy 

3 — t = ; EE DRA e 
q gx=0 4 (++ 0 


Nos Exercícios de 5 a 16, ache a solução completa da equação 
diferencial. 














dy dy 
5 — — — sd 6. re 4 ea, 
FE y=e | aa y = 5x 
dy 1 » dy 
T— = LX dZxy=e 
de RR 8 pr xy=e 
dy dy y 
9. 3y—- 2x) — = 10. — =—— 
(8 Es é dx 2x+y* 
dy dy 
ll. — + 2y cotg x = cos x 12. cosx— =2+42ysen x 
dx dx 
dy 1-2xy dy 1-2» 
13. — =>——— 14. — = 
dx 1+x dx 2secx 
dy yln»y dy l 
15. — = — 16. 2y — = — 
dx x+lny > ax e” + x 


Nos Exercícios de 17 a 22, ache uma solução da equação dife- 
rencial que satisfaça a condição dada. 


dy 


17.x7 — 2) =x + 1;y = quandox=ai 
2 dy E 

18. (xº + Dae + 2X) = xº; ) = O quando x = —1 
dy » 

19.—— —— =y-—-xy= - 

dx 5 y x; ) 2 quando x l 
dy 

20. t Ytgx=êsecx;y = quandox=o 

Legs are qundare dA 
“dx ú ; 
dy ã 

2X = 2) + 4x In x; y = 4 quando x = 1 


23. Ache uma equação da curva que passa pelo ponto (Er, 0) 
e para a qual a inclinação de qualquer ponto (x, y) sobre ela 
seja (2y + 4)/tg X. 

24. Ache uma equação da curva que passa pelo ponto (1, 2) e 
para a qual a indicação em qualquer ponto (x, )) sobre ela 
seja (3 — 2xy)/x2. 

25. Nas condições do Exemplo 4, depois de quantos minutos 
a temperatura do corpo será 45º? 

26. Se um corpo no ar, a uma temperatura de 0º resfria de 200º 
para 100º em 40 min, quantos minutos a mais levará para 
o corpo se resfriar a 50º? Use a lei de resfriamento de Newton. 
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27. Se um termômetro foi tirado de um ambiente em que a tem- 
peratura é 75º para um lugar aberto onde a temperatura é 
35º e a leitura do termômetro é 65º após 30 s, (a) quanto 
tempo após ser removido ele marcará 50º? (b) Qual será a 
leitura do termômetro após 3 min? Use a lei do resfriamento 
de Newton. 

28. Uma caneca com água fervendo a 100º foi resfriada no ar 
a uma temperatura de 0º. Após 20 min a temperatura da água 
passou para 90º. (a) Após quantos minutos a temperatura 
da água passou para 80º? (b) Qual seria a temperatura após 
| h? Use a lei do resfriamento de Newton. 

29. Uma força eletromotriz de 60 volts é aplicada a um circuito 
elétrico simples consistindo de um resistor de 20 ohms e de 
um indutor de 4 henrys. Se i ampêres for a corrente em ts 
ei = O quando t = 0, (a) expresse i como uma função de 
t. (b) Ache a corrente teoricamente máxima. 

30. Faça o Exercício 29 se, ao invés da indutância constante, um 
indutor de L henrys varia com o tempo, de modo que em ts, 
L = 0,04 + O,0ltonde 0 < 1 < 500. | 

31. Um circuito elétrico simples consiste em um indutor de 5 
henrys em série com um resistor de 40 ohms, e em ts a força 
eletromotriz é e' volts. Se a corrente for i ampéres em ts e 
i = O quando £t = 0, expresse i como uma função de 1. 

32. Faça o Exercício 31 se a indutância for L henrys e a resistên- 
cia for R ohms, onde L e R são constantes positivas. A força 
eletromotriz ainda é e' volts em ts. 

33. Um circuito elétrico simples tem um resistor de R ohms, on- 
deR = 1+ 0,0ltemtse0O< t< 500. O resistor é ligado 
em série com um capacitor de 0,1 farad e uma força eletro- 
motriz de 80 volts. A carga é q coulombs e a corrente é i am- 
péres em ts. Se a carga inicial no capacitor for 4 coulombs, 
(a) expresse q como uma função de t, e (b) expresse i como 
função de t. (c) Ache a carga teoricamente máxima. 

34. Uma equação diferencial de primeira ordem da forma 


d 
| a + POc)y = Ob)y” 


onde, n é uma constante, é chamada de equação diferencial 
de Bernoutli, em homenagem a James Bernoulli (1654-1705). 


Mostre que uma equação de Bernoulli pode ser linear em u 
pela substituição deu = y!-". 


Nos Exercícios de 35 a 38, ache a solução completa da equa- 
ção diferencial de Bernoulli pelo resultado do Exercício 34. 


dy 2. dy 

35. — + y=— x — yº= 
My E 36. x Tx y 2xy 
x? dy x? 3 

37. e RE 2xe y = xy 


d 
38. cos x +? = ysenx; >K<Xx<5A 
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EXERCÍCIOS DE REVISÃO DO CAPÍTULO 7 


Nos Exercícios de 1 a 6, determine se a função dada tem uma 
inversa, Se existir, faça o seguinte: (a) defina e estabeleça o seu 
domínio e a sua imagem; (b) faça esboços, no mesmo conjunto 
de eixos, dos gráficos da função e de sua inversa. Se a função 
não tiver inversa, mostre que uma reta horizontal intercepta o 
gráfico da função em mais do que um ponto. 


1 fo)=x)—4 2. fo)=23/x—-1 3 fk)=9-x? 
4 fo)=V4-—-x?º 5, nig=- e 6. fl) = |2x — 3] 





Nos Exercicios 7 e 8, (a) prove que a função dada tem uma in- 
versa, (b) ache f Hx) e (c) verifique as relações do Teorema 
7.1.4 para fe fr. 


7. fO)=:x+1 


Nos Exercícios de 9 a 12, ache (f ' (d). 
9. fo)=x]-6x+8,x>23d=3 


10. fl)=V3x+4;d=5 
11. f(xv)=8x*+ 6x; d=4 
12. fo)=x*+x—-22; d=12 


2x — 1 
2x + 1 





8. J(x) = 


Nos Exercícios de 13 a 24, diferencie a função dada. 


13. f(x) = (In x?) 

15. g(x) = 2º ** 

17. f(x) = Mt 

19. f(x) = [logs near 


l— x 
21. f(t) = Elm 
23. fo)=(0);x>0 





14. Xº) = 3 sen(e*”) 


x 





e 
O 
fo) (e +e 
18. f(x) = 1075" 
din E 
x—3 


22. F(x) = log, d(x22**1) 
24. f(x) = 3 


Nos Exercícios de 25 a 32, calcule a integral indefinida. 


Je2x 
25. | lreX dx 


27. ) (€3* + 239 dx 


xe? 
29. | Ra 
| V1 + e%* 
2* dx 


3-2 +4 


31. 


26. l e? -4Hx — 1) dx 


1019 x2 
28. | dx 
X 


30. | (x + De: 7 dx 


10 + 1 
2. 
3 [ira 








Nos Exercícios de 33 a 38, calcule a integral definida. 


33. ho x2e* dx 


3. | Da 
| xD 4 4% 


34. h (e2* + 1)? dx 


1/2 4 = "3 2 
36. | gba 
1/3 X - X 


37. 


39. 
40. 


41. 


42. 
43. 


44. 


45. 


46. 


47. 


48. 


49. 
50. 


51. 


52. 








In2 2x e2 dx 
— d 38. 
| Peg | x(In x) 


d 
Ache Co se yet + xe + x +) = O 


Se FO) = logentx + 1), ache f(x). 


Use diferenciais para encontrar um valor aproximado com três ca- 
sas decimais de l0g,9100.937. Use o fato de que log, = 0,434 
com três casas decimais de precisão. 
Ache a equação da reta tangente à curva y = x*" ! em (2, 2). 
Uma partícula move-se sobre uma reta, sendo s a distância 
orientada da partícula a partir da origem, v m/s, a velocida- 
de da partícula e a m/s”, a aceleração da partícula, em ts. 
Sea=e'+e"!,v=1les=2, quandot = 0,acheve 
s em termos de t. 
A área da região limitada pela curva y = e”*, pelos eixos 
coordenados e pela reta x = b(b > 0) é uma função de b. 
Se f for essa função, ache uma expressão para f(b). Ache 
também lim f(b). 

b> +00 


O volume do sólido obtido com a rotação da região do Exercício 

44 em torno do eixo x é uma função de b. Se g for essa função 

encontre uma expressão para g(b). Ache também ; lim g(b). 
-— +00 


A taxa de crescimento natural da população de uma certa ci- 
dade é proporcional ao número de habitantes. Se a popula- 
ção dobra em 60 anos e se a população em 1950 era 60.000, 
estime a população no ano 2000. 

A taxa de decaimento de uma substância radioativa é pro- 
porcional à quantidade de substância presente. Se metade de 
um dado depósito da substância desaparece em 1.900 anos, 
quanto tempo levará para que desapareça 95% do depósito? 
Prove que o retângulo que tem a base no eixo x e dois vérti- 
ces na curva y = e -*) terá a maior área possível se os seus 
vértices estiverem nos pontos de inflexão do gráfico. 

Dada f(x) = In|x| ex < 0. Mostre que f tem uma função 
inversa. Se g for a função inversa, ache g(x) e o domínio de g. 
Prove que se x < 1, Inx < x (Sugestão: seja f(x) = x — Inx, 
mostre então que f é decrescente em (0, 1) e ache f(1).) 
Quando um gás está em expansão ou com pressão adiabáti- 
ca (sem ganho ou perda de calor), então a taxa de variação 
da pressão em relação ao volume varia diretamente com a pres- 
são e inversamente com o volume. Se a pressão for p N/m? 
quando o volume for v mº, e a pressão e o volume iniciais 
forem respectivamente py N/m? e vym?, mostre que pv* = pyvo*. 
Seja W N/m o trabalho realizado por um gás contra um pis- 
tão em um cilindro e P dinas/cm? a pressão do gás quando 
o volume é V cm?. Mostre que se V, cm? e V, cm? forem os 
volumes inicial e final, respectivamente, então 


W = o PdV 


53. 


54. 


55. 


56. 


57. 


58. 
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Suponha que um pistão comprima um gás de um volume ini- 
cial de 60 cm” até um volume de 40 cm. Se a lei de Boyle 
(Exercício 23 nos Exercícios 3.4) for válida e a pressão ini- 
cial for 50 dinas/cm”, ache o trabalho realizado pelo pistão. 
(Use o resultado do Exercício 52.) 

A carga elétrica sobre uma superfície esférica escoa a uma 
taxa proporcional à carga. Inicialmente, a carga elétrica era 


de 8 coulombs e um quarto escoou em 15 min. Quando res- 


tarão apenas 2 coulombs? 

Quanto tempo levará para se duplicar um investimento se os 
juros são pagos a uma taxa de 8% ao ano compostos conti- 
nuamente? Eos 
Os juros em uma conta remunerada são calculados à taxa de 
10% ano compostos continuamente. Se alguém desejar ob- 
ter $ 1.000 na conta ao final de um ano com um único depósi- 
to feito agora, qual deverá ser o montante do depósito? 

A taxa de crescimento numa certa cultura de bactérias é pro- 
porcional ao número de bactérias presentes a cada instante 
e o número duplica em 20 min. Se ao final de uma hora exis- 
tirem 1.500.000 bactérias, quantas bactérias havia inicialmente? 
Consulte o Exercício 23 nos Exercícios 7.7. Um paleontolo- 
gista descobriu um inseto dentro de um âmbar transparente 
que é resina de árvore solidificada e foi determinando que 
a quantidade de !ºC presente no inseto era 2% da quantida- 


' de original. Use o fato de que a meia-vida de !4C é 5.600 
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60. 


61 


62. 


63. 


anos, para determinar a idade do inseto quando ele foi des- 
coberto. | 
Um aluno que está estudando uma língua estrangeira tem 50 
verbos para serem memorizados. A taxa segundo a qual o es- 
tudante pode memorizar esses verbos é proporcional ao nú- 
mero de verbos que restam a ser memorizados, isto é, se o 
estudante memoriza y verbos em t min 

dy 

ia k(SO — ») 
Suponha que inicialmente nenhum verbo tenha sido memo- 
rizado e que nos primeiros 30 min 20 verbos foram memori- 
zados. Quantos verbos serão memorizados em (a) 1 hora e 
(b) 2 horas? (c) Após quantas horas restará apenas um verbo 
para ser memorizado? 
Um tanque contém 100 litros de água pura e é despejada no 
tanque água salgada contendo 2 kg de sal por litro, a uma 
taxa de 3 litros/min. A mistura, sendo agitada permentemente 
para se manter uniforme, escoa na mesma taxa. Quantos qui- 
logramas de sal existirão no tanque ao final de 30 min? 
Um tanque contém 60 litros de água salgada com 120 kg de 
sal dissolvido. É despejada no tanque água salgada conten- 
do 3 kg de sal por litro, a uma taxa de 2 litros/min. A mistu- 
ra é agitada para manter-se uniforme, e escoa do tanque na 
mesma taxa. Quantos tempo irá levar para que restem no tan- 
que 135 kg de sal? 
Se a população de uma determinada cidade duplica a cada 
25 anos, a que percentagem estará crescendo anualmente? 
Ache o ponto no gráfico de f(x) = e” para o qual a reta que 


passa por ele e é tangente ao gráfico passa também pela 


origem. 


64. Ache o volume do sólido de revolução gerado pela rotação 
da região limitada pela curva y = 2"* e pelas retas x = 1 
ex = 4 em torno do eixo x.. 

65. Prove, usando a definição de uma derivada, que 


(Nota: compare com o Exercício 53 nos Exercícios 7.3.) 
66. Prove, sem usar a definição de uma derivada, que 


x 


—1 
=Ina 





a 
lim 


x>0 


(Sugestão: seja y = a* — 1 e expresse (a* — 1)/x como fun- 
ção de y, digamos, 9()/). Então mostre que y — O quando 
x > 0 e encontre lim 90).) 

vs 


67. Use os resultados dos Exercícios 65 e 66 para provar que 





(Sugestão: escreva 


qt er binx 


x— 1 blnx x-l 


Então tome s = blnxet =x -— 1.) 
68. Prove, usando a definição de uma derivada, que 


e 1. 
=a 





lim 
“x>0 X 


69. Se o domínio de f for o conjunto de todos números reais e 
f'(»9) = cf(x) para todo x onde c é uma constante, prove que 
existe uma constante k para a qual f(x) = ke“ para todo x. 
(Sugestão: considere a função g para a qual g(x) = flO)e * 
e encontre g'(x).) 


70. Prove que 


Din 9) = (— 171 =D 


(Sugestão: use indução matemática.) 
71. Ache | e-Ixdx se t for um número real qualquer. 
0 
72. Prove que sex > 0 e | t" -— Idt = 1, então 


lim x = lim (d + A) 


73. Faça o Exercício 65 da série de Exercícios de Revisão do Ca- 
pítulo 5, calculando todas as integrais. 
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74. Uma função importante em Estatística é a função densidade 
de probabilidade definida por 


1 | (x — | 
exp| —-—— 
ON 2% 20º 
onde o e qu são constantes tais que 6 > 0 e qu é um número 


real qualquer. Ache (a) os extremos relativos de fi (b) os pon- 
tos de inflexão do gráfico de f (c) lim f(Q);(d) lim FG. 
X — + 00 X> — o 


fo) = 





(e) Faça um esboço do gráfico de f. 


Os Exercícios de 75 a 81 pertencem à Secção Suplementar 7.8. 
Nos Exercícios 75 e 76, ache a solução completa da equação di- 
Jerencial. 


d 
75. 2 + ye +] 


d 
76. E 2x cotg y = sec? y 
dy 


Nos Exercícios 77 e 78, ache uma solução da equação diferen- 
cial, que satisfaça a condição dada. 


77. 
78. 


79. 


80. 


81. 


d 
cosx—5 = 1—y— sen xy = 2 quandox=o0 
dy 
—— + y=e5y=1 d = In 2 
ro y=e%)y quando x = In 


Uma força eletromotriz de 100 volts é aplicada a um circuito 
elétrico simples, consistindo em um resistor de 10 ohms e um 
indutor de L henrys, onde L varia com o tempo, de modo 
queemts,L = 0,03 + 0,0lfonde0 < t < 1.000. Se i ampéres 
for a corrente em ts e i = O quando t = 0, (a) expresse i 
como uma função de t. (b) Ache a corrente máxima, teori- 
camente. 

Encontre uma equação da curva que-passe pelo ponto (0, —1) 
e para a qual a inclinação em qualquer ponto (x, y) sobre ela 
seja cos x — ytg x. 

Use a lei do resfriamento de Newton para determinar a tem- 
peratura de um corpo num ambiente onde a temperatura é 
40º, se 30 min atrás a temperatura do corpo era 150º e 10 min 
atrás era 90º. 





o - 





a) 


5. 


Neste capítulo aparecem mais funções transcendentais. Definimos as funções —T 
trigonométricas inversas na Secção 8.1. Essas funções desempenham um papel 
importante em nossa discussão sobre integração por substituição trigonométri- 
ca no próximo capítulo. As Secções 8.2 e 8.3 são dedicadas a derivadas e a inte- 
grais envolvendo as funções trigonométricas inversas. 

As funções hiperbólicas envolvem potências de e, e são introduzidas na Sec- 
ção 8.4. Essas funções têm propriedades similares âquelas das funções trigono- 
métricas. A Secção Suplementar 8.5 trata das funções hiperbólicas inversas, que 
são usadas basicamente em associação com integração, mais adiante, na Sec- 
ção Suplementar 9.8. 


ar ço nm e a an e 


A puto e a O atm mqu o im 


- O iii RR fe a ram no O tanta À RR e ria 
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8.1 AS FUNÇÕES Lembre-se de que para uma função ter uma inversa, é necessário que ela seja 
TRIGONOMETRICAS INVERSAS  biunívoca. A Figura | apresenta um esboço do gráfico da função seno, mos- 
trando que todo número em sua imagem é o valor funcional de mais do que 
um número em seu domínio. Logo, a função seno não é biunívoca e, portanto, 
não tem uma inversa. Entretanto, observe na Figura 1 que o seno é crescente 
no intervalo [—- 7, 5-7). Esse fato é decorrência do Teorema 4.4.3, pois se 
f(x) = sen x, então f(x) = cos x > O para todo x.em (=, 1). Assim 
sendo, 


y 





FIGURA 1 


muito embora a função seno não tenha inversa, segue do Teorema 7.1.5 que 
a função F para a qual 


F(x) =snx e -ST<Xx< SA (1) 
tem uma inversa. O domínio de Fé [- 57, 57] e a imagem é [— 1, 1]. Um 
esboço do gráfico de F está na Figura 2. A inversa da função definida por (1) 
FIGURA 2 é chamada função inversa do seno. 





8.1.1 DEFINIÇÃO | A função inversa do seno, denotada por sen”!, é assim definida: 





y = sen! xsee somentesex = senye -SX LS YS GA 





O domínio de sen”! é o intervalo fechado [— 1, 1] e a imagem é o intervalo 
fechado [- 7, 57]. Um esboço do gráfico está na Figura 3. 

O uso do símbolo — 1 no expoente para representar a função inversa do seno 
torna necessário denotar o recíproco de sen x por (sen x)”!, a fim de evitar con- 
fusão. Uma convenção similar aplica-se quando estivermos usando qualquer 
potência de expoente negativo de uma função trigonométrica. Por exemplo 


1 1 1 








= =1 = -2 =— =3 
E (sen x) TE (sen x) RE (cos x) 
e assim por diante. 
D ILUSTRAÇÃO 1 
a 1 l 1 
FIGURA 3 (a) sen! = 47 0) sem! ( 3) ea «4 


Em (1) o domínio de F restringe-se ao intervalo fechado [—- 57, 57], de tal 
modo que a função seja monótona em seu domínio e, portanto, tenha uma fun- 
ção inversa. No entanto, a função seno tem um período de 27, sendo crescente em 
outros intervalos, por exemplo, [- 37x, — 57] e [57, 57]. Também, a função 


*N. do T.: outra notação muito usada para essa função é: arc sen. 





FIGURA 5 
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é decrescente em certos intervalos fechados, como os intervalos [- 57, — +n] 
e [57, 5]. Qualquer um desses intervalos poderia ser escolhido para o domínio 
da função F da equação (1). A escolha do intervalo [— 5-7, 5-7], contudo, é 
mais comum, pois é o maior intervalo contendo o número O no qual a função 
é monótona. 


» ILUSTRAÇÃO 2 Ao usarmos uma calculadora para determinar sen-! (0,4695), 
dispomos primeiro a calculadora para cálculos com radianos. Colocamos 0,4695 


no visor e então apertamos a tecla (ou a tecla seguida da tecla 
[sen)) e lemos 0,4887. « 


Segue da Definição 8.1.1 que 


sen (sen! x) = x paraxem [—1, 1] 

sen! (sen y) =» parayem [->7, 57] 
Observe que sen”! (sen y) x y se y não estiver no intervalo [—- =x, 5-1]. Por 
exemplo, sen”! (sen 5-7) = sen”! E “e sen-!(sen a) = sen”! (-75) 


E ad ais 


EXEMPLO 1 Ache (a) cos [sen-' (— >]; (b) sen”! (cos 27) 


Solução Como a imagem da função inversa do seno é [— 7, 51], 

sen (-D) = —57 | 

(a) cos [sen-! (—-5)] = cos (— %7) (b) sen”! (cos £m) = sen! (—- 5) 
E - = 





y = cosx 


FIGURA 4 


Um esboço do gráfico da função co-seno está na Figura 4. A função co-seno 
não tem uma inversa pois também não é biunívoca. Para definir a inversa da 
função co-seno restringimos o co-seno a um intervalo no qual a função é mo- 
nótona. Vamos escolher o intervalo [0, 7] no qual a função co-seno é decres- 
cente, conforme mostra a Figura 4. Consideremos então a função G definida por 


G(x) = cosx e O<xx<7a 


A imagem dessa função G é o intervalo fechado [— 1, 1], e seu domínio é 
o intervalo fechado [0, 7]. Um esboço do gráfico de G está na Figura 5. Como 
essa função é continua e decrescente em seu domínio, ela tem uma função in- 
versa chamada a inversa da função co-seno.* 


*N. do T.: outra notação muito usada para essa função é: arc cos. 
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8.1.2 DEFINIÇÃO 





vv =-cos ix 


FIGURA 6 
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A função inversa do co-seno denotada por cos”!, é definida assim: 


»y = cos”! x seesomentese x=cosye0O<y<ga 





O dominio de cos”! é o intervalo fechado [— 1, 1], e a imagem é o intervalo 
fechado [0, 7]. Um esboço do gráfico está na Figura 6. 


b ILUSTRAÇÃO 3 


(a) gaia (b) cost (==) =52 «4 


poa N; 


Da Definição 8.1.2 segue que 


cos (cos! x) = x  paraxem [-1, 1] 
cos”! (cos y) = y  parayem 0,7] 


Note que há, novamente, uma restrição em y, para que tenha a igualdade 
cos! (cos y) = y. Por exemplo, como 5x está em [0, 7] 


cos”! (cosa) = x 
Entretanto, 


cos”! (cos 57) = cos”! (-—) e cos! (En) = cos”! (5) 


2 
3 1 


dE 4 


EXEMPLO 2 Ache o valor exato de sen [2 cos! (— 5]. 


Solução Como queremos obter funções trigonométricas do número 
cos! (— 5), seja t esse número. | | 


t = cos! (—-5) 
Como a imagem da função inversa do co-seno é [0, 7] e cos t é negativo, t está 
no segundo quadrante. Assim 

cost= -Sesa<i<rm 


Queremos encontrar o valor exato do sen 2t. Da identidade sen 2t = 2 sen t cos t. 
Assim, precisamos calcular t. Da identidade sen? t + cos? t = 1, e como 
sen t > O uma vez que t está no intervalo (SA, r), sent = Vl — cos? t. Assim, 


sen t = 1 — (37 
- 4 
Logo, 

sen 2t = 2 sent cos t 


USAS) 


— ZA 
25 


donde concluímos que 


sen 2 cos !(-D = -S 


FIGURA 9. 





8.1.3 DEFINIÇÃO 
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EXEMPLO 3 Prove que 


cos!x = >m — senv!xpara |x| <1 (2) 
Solução Seja x um número pertencente a [—- 1, 1] e seja 
t=cos(5n — sen! x) (3) 


Aplicando a fórmula de redução cos (57x — v) = sen v com v = sen! x no 
segundo membro de (3) obtemos 


t = sen (sen! x) 

Como sen (sen! x) = x, 
ft =X 

Substituindo t por x em (3) resulta 
x = cos(ix — sen"! x) (4) 
Como —-57 «< sen!x «< 47, somando — 1x a cada membro teremos 
—-7 < -Sn + sen!x<o0 


Multiplicando cada membro da desigualdade acima por — 1 e invertendo os sen- 
tidos das desigualdades obtemos 


0O<57-senlix<a 
Desssa desigualdade, de (4) e da Definição 8.1.2 segue que 
cos!x = Im — sen! xpara |x| < 1 


que é (2). 





Observe na solução do Exemplo 3 que a identidade depende da escolha de 
[0, 7] como a imagem da função inversa do co-seno. 

Para obter a função inversa da tangente consideramos primeiro o gráfico da 
função tangente, dado na Figura 7. A função é contínua e crescente no interva- 
lo aberto (— 57, 57), conforme mostra a figura. Vamos restringir a função 
tangente a esse intervalo e considerar H como sendo a função definida por 


H() =tgx e -Sn<x< dig 


O domínio de H é o intervalo aberto (— 57, 57), e a imagem é o conjunto 
de todos os números reais. Um esboço de seu gráfico está na Figura 8. Como 
a função H é crescente e contínua em seu domínio, ela tem uma função inversa, 
chamada de função inversa da tangente.* 





A função inversa da tangente, denotada por tg”!, é definida da seguinte forma: 


») = tg"! xseesomentesex = tgye -;a <y<dto 


O domínio de tg”! é o conjunto de todos os números reais e a imagem é o 
intervalo aberto (— 57, 57). Um esboço de seu gráfico está na Figura 9. 


* N. do T.: outra notação muito usada para essa função é: arc tg. 
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FIGURA 10 


8.1.4 DEFINIÇÃO 
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D ILUSTRAÇÃO 4 


(a) tg! 3 = a (b) tg”! (-5) = -2a (c) tg"! 0 = 0 4 


Da Definição 1.3 temos que 


te (tg! x) = x paraxem(—-0, +00) 
tg"! (tg )y) = y parayem(-4S7, 57) 


D ILUSTRAÇÃO 5 


tg"! (tg qn) = mete! Ite(- qm = —47a 
Entretanto, 
tg"! (te ár) = tg! (-Dete! (tg) = tg! 
= -Sa = 4 «4 


EXEMPLO 4 Ache o valor exato de sec [tg"! (— 3)] 


Solução Resolveremos esse problema tomando tg”! (— 3) como um àn- 
gulo. Seja 
O = tg (-3) 


Como a imagem da função inversa da tangente é (— 7, +77), e como tg 6 é ne- 
gativa, segue que — 57 < 0 < 0. Assim, 


tg0= -3e-s7x<0<0 


A Figura 10 mostra o ângulo cuja medida é O radianos que satisfaz essas condi- 
ções. Observe que o ponto P selecionado no extremo de 6 é (1, — 3). Do Teore- 
ma de Pitágoras r é VI? + (-3)2 = 10. Portanto, sec 6 = 10. Logo, 


sec [tg-! (—-3)] = 10 | 


Antes de definir a função inversa da co-tangente, vamos nos referir ao Exemplo 
3, onde provamos a identidade (2) envolvendo cos! e sen”!. Essa identidade 
pode ser usada para definir a função inversa do co-seno e pode então ser prova- 
do que a imagem de cos”! é [0, 7]. Vamos usar esse tipo de procedimento pa- 
ra discutir a função inversa da co-tangente. 





Segue da definição que o domínio de cotg”! é o conjunto R de todos os nú- 
meros reais. Para obter a imagem escrevemos a equação da Definição 8.1.4 da 
seguinte forma 


tg !x = 57 — cotg! x (5) 
Como 


—+n <tg!x< dr 


*N. do T.: outra notação muito usada para essa função é: arc cotg. 





FIGURA 11 





FIGURA 12 





FIGURA 13 


e. are ço quem, e e (4) e et e ço e e e e e e ça 





FIGURA 14 


y = cotg 


y = secx 


x 
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Substituindo (5) nessa desigualdade, obtemos 
-in < da -—- cotgix< Sa 

Substraindo +7 de cada membro, obtemos 
-n < —-cotg !x < 0 


e agora multiplicando cada membro por — 1 e invertendo o sentido das desi- 
gualdades, obtemos 


O<cotg !ix<grx 

Logo, a imagem da função inversa da co-tangente é o intervalo aberto (0, 7). 
Um esboço de seu gráfico está na Figura 11. 
Db ILUSTRAÇÃO 6 
(a) tg ll =47 (b) tg"! (—1) e 


(c)cotg!1 = 57 — tg ll d(dcotg!(-1) = Gm — tg! (—1) 
= 97 — 4a | a 
= A ' fm 2a i «á 


EXEMPLO 5 Ache o valor exato de cos [cotg”! + + cotg"! (— 5]. 
Solução Sejaa = cotg! ?eB = cotg'(—3). Então, 


cotga=) e O0O<a<sa 


cotgB =-S e in<B<a 
Queremos encontrar cos (a + 8). Da fórmula do co-seno da soma, 
cos (a + 8) = cosacosB = sena sen B (6) 


Para determinar cos a e sen «, veja a Figura 12, que mostra um ângulo a no 
primeiro quadrante para o qual cotg a = +. Da figura, 


sena =S cosa=s | | (MN. 
A pri 13 mostra um ângulo 8 no segundo quadrante para o qual cotg 8 = 
= . Da figura, 

nd cosB = —-+ (8) 


Substituindo (7) e (8) em (6) temos 
cos (a + B) = —5) — 565) 


ES 


Para chegarmos à definição da função inversa da secante, vamos considerar 
primeiro um esboço do gráfico da função secante dado na Figura 14. Observe 
que ela é crescente no intervalo [0, 57) e decrescente no intervalo [7, Sn). 
Além disso, sex € [0, 7) U [7, 57), então secx E (- 00, 1] U [1, +00). 
Escolhemos o intervalo [x, 577] pois a derivação da função inversa da secante, 
bem como outros cálculos com ela (na Secção 9.4, por exemplo), tornam-se mais 
simples se a função inversa da secante for definida de tal forma que quando 
x < Oentãor < sec-!x < 57. Assim sendo, daremos a definição a seguir. 
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8.1.5 DEFINIÇÃO 





= sect! x 


FIGURA 15 


8.1.6 DEFINIÇÃO 
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A função inversa da secante, denotada por sec” !*, 
forma: 





é definida da seguinte 





sex 21 
sex < -1 


. 2(0O<xy<ar 
Y = sec”! x see somente se x = sec ye 3 
S&S y)<GA 





O domínio de sec"! é (-00, —1] U [1, +0c0). A imagem de sec”! é 
[0, 57) U [7, 57). Um esboço do gráfico de sec-! está na Figura 15. 

Da Definição 8.1.5 temos 

sec (sec! x) = x 

sec! (sec y) = » 


para xem (-c0, —1] U [1, +00) 
para y em [0, ix) U [7, 57) 


Vamos definir agora a função inversa da co-secante em termos da inversa 
da função secante. 


A função inversa da co-secante, denotada por cosec-!**, é definida por 





cosec-! x = 57 — sec! x para |x| >1 





Da definição, o domínio de cosec-! é (—- 0, — 1] U (1, +00). A imagem de 
cosec”! pode se encontrada de forma análoga à que foi usada para determinar 
a imagem de cotg”!. A imagem de cosec-! é (— 7, — >], e você deverá mos- 
trar isso no Exercício 53. Um esboço do gráfico de cosec-! está na Figura 16. 
Db ILUSTRAÇÃO 7 

(a)sec!i2 = 47 (b) sec! (-2) = 57 


(c) cosec! 2 = 57 — sec! 2 (d) cosec-! (—-2) = 57 — sec! (—2) 








| =51— + =297— 57 
“FIGURA 16 o ai = à 
EXERCÍCIOS 8.1 
Nos Exercicios de 1 a 6, determine o valor funcional exato. 5. (a) sen"! 1; (b) sen"! (— 1); (c) cosec”! 1; (d) cosec”! (— 1); 
- 1 
1. (a) sen"! 5; (b) sen! (- 5); (e) cost! Ti (d) cost! (-)) 6. (o) cost (b) cos! (— 1); (e) sec”! 1; (d) sec! (— 1); 
2. (a) sen”! sô, (b) sen”! (5); (c) cos”! ab, Ta Ds = sen”! + ache o valor exato de cada uma das 


(d) cos! (5) 


funções: (a) cos x; (b) tg x; (c) cotg x; (d) sec x; (e) cosec x. 
8. Dado que x = cos”! 5-, ache o valor exato de cada uma das 
funções: (a) sen x; (b) tg x; (c) cotg x; (d) sec x; (e) cosec x. 


3. (a) tg”! 5 (b) tg”! (— 3); (0) sec-! a 


10. 
| 2 41 
(d) sec”! (-S5) 
12. 
4. (a) cotg ! — (b) cotg”! (— 3); (c) cosec”! É 
(d) cosec”! (-S5) | 13. 


9. Faça o Exercício 7 sex = sen! (-+5. 


Faça o Exercício 8 se x = cos! (— 2). 


- Dado que y = tg !(— 2), ache o valor exato de cada uma das 


funções: (a) sen y; (b) cos y; (c) cotg ); (d) sec y; (e) cosec 7. 
Dado que y = cotg”! (—5), ache o valor exato de cada 
uma das funções: (a) sen y; (b) cos y; (c) tg ); (d) sec ); 
(e) cosec ». 

Dado que t = cosec-!(— 5), o valor exato de cada uma das 
funções: (a) sen t; (b) cos t; (c) tg t; (d) cotg t; (e) sec t. 


* N. do T.: outra notação muito usada para essa função é: arc sec. 
** N. do T.: outra notação muito usada para essa função é: arc cosec. 


14. 
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Dado que t = sec”! (— 3), ache o valor exato de cada uma 
das funções: (a) sen t; (b) cos t; (c) tg t; (d) cotg t; (e) cosec t. 


Nos Exercícios de 15 a 40, ache o valor exato da quantidade dada. 


15. 


16. 


17. 


18. 


19. 


20. 


21 


22. 


23. 


24. 


25. 


26. 


27. 


28. 
29. 


30. 
31. 


(a) sen”! (sen 7); (b) sen”! [sen (— <7)]; (c) sen”! (sen 7); 
(d) sen”! (sen = Lg) 

(a) sen”! (sen a (b) sen”! [sen (— 57)]; (c) sen”! (sen Edi 
(d) sen”! (sen =) 

(a) cos”! (cos 7); (b) cos”! [cos (— 57)); (c) cos”! (cos 7); 
(d) cos”! (cos 57) 

(a) cos”! (cos 27): (b) cos”! [cos (— +7)]; (c) cos”! (cos 27); 
(d) cos”! (eo 2) 

(a) tg"! (te 47); (b) tg”! [tg (- 57]; (0) tg"! (tg Gm); 
(d) tg! [tg (= S7)] 

(a) tg"! (tg 57); (b) tg”! [tg (= 57]; (0) tg”! (tg 57); 
(d) tg"! Itg (—57)] 


. (a) cotg”! (cotg 7); (b) cotg”! [cotg (— 51)]; 


(c) cotg” ! (cotg ui (d) cotg”! [cotg (— 57)] 

(a) cotg”! (cotg 57); (b) cotg”! [cotg (— <7)]; 

(c) cotg”! (cotg Sn); (d) cotg”! [cotg (—7)] 

(a) sec”! (sec 27); (b) sec”! [sec (—57)]; (c) sec”! (sec En); 
(d) sec”! (sec Sn) 

(a) sec”! (sec 57); (b) sec”! [sec (— +m)]; (c) sec”! (sec =n); 
(d) sec”! (sec 7) 

(a) cosec”! (cosec =n); (b) cosec”! [cosec (= 5-7); 

(c) cosec”* (cosec +77); (d) cosec”! (cosec “ix) 

(a) cosec”! (cosec 2"); (b) cosec”! [cosec (= >7)]; | 

(c) cosec”! (cosec =); (d) cosec”! (cosec 1) 

(a) tg [sen ! 53]; (b) sen [tg-! 5,3] 

(a) cos [ tg”! (— 3)]; (b) tg [sec ! (—3)] 

(a) cos [sen-! (— 9]; (b) sen [cos ! (—- 5] 

(a) tg [cotg”! (— 1)]; (b) cotg [tg”! (— 1)] 

cos [2 sen”! (= 5] 


8.2 DERIVADAS DAS 
FUNÇÕES TRIGONOMÉTRICAS 
INVERSAS 


vada tomamos 


y = sen"! x 


que é equivalente a 


x = sen» 


32. 
33. 
34. 
35. 
36. 
37. 
38. 
39. 
40. 


41. 
42. 
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tg [2 sec! (— 5] 
sen (sen! | + cost! 5) 

cos (sen! (—-5) + sen! 4] 
cos [sen! £ + 2sen!(-S] 
te (tg! (—-$) — cost (542) 
te (tg! 2 — sen! 5) 





tg [sec”! 5 + cosec! (— 5] 

cos (sen! > — tg 15) 

sen [cos”! (5) + 2sen! (—- SD] 

Prove: cos”! E + cos E = E 
10 5 4 

Prove: 2tg !5 —tg (SD) = 54. 


Nos Exercícios de 43 a 50, faça um esboço do gráfico da função 


dada. 

43. f00) = 5 sen lx 47. F(x) = cos! 3x 

44. g(x) = sen! 5x 48. G(x) = sec"! 2x 

45. g(x) = tg 1 2x 49. f(x) = 2 cotg”! =x 

46. $00) = 2 tg"! x 50. g(%) = 5cos! 5x 

51. Um peso é suspenso por uma mola e vibra verticalmente, de 


52. 


53. 
54. 


acordo com a equação »y = 2 sen 47x(t + +), onde y cm é a 
distância orientada do peso a partir de sua posição central 
ts após começar o movimento e a direção positiva é para 
cima. (a) Resolva a equação em t. (b) Use a equação da par- 
te (a) para determinar os três menores valores de t para os 
quais o peso está a 1 cm acima de sua posição central. 
Uma corrente alternada com 60 ciclos por segundo (Hertz) 
é descrita pela equação x = 20 sen 1207(t — 55), onde 
x ampéres é a corrente em ts. (a) Resolva a equação em f. 
(b) use a equação da parte (a) para determinar os três meno- 
res valores positivos de t para os quais a corrente é 10 
ampéres. 


Prove que a imagem de cosec! é (—-7, —-51] U (0, 57]. 
1 l 

Prove que tg !x + tg”! (=) = 27%: se x > O. (Sugestão: 

use a identidade cotg 4 = tg (GA — 4)... 


Como a função inversa do seno é continua e crescente em seu domínio, segue 
do Teorema 7.2.3 que ela tem uma derivada. Para obter a fórmula de sua deri- 


e yestáem [-+>7, 57] 


Derivando ambos os membros dessa igualdade com relação a y teremos 


dx 


= cos 
dy é 


e yestáem [->7, 57] 


(1) 
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Da identidade sen? y + cos? y = 1, substituindo sen y por x, obtemos 


cos? y = 1 — x? 


Se y está em [—- 5-1, 5-1], cos ) é não-negativo; assim, 


cosy = Vl — x? se y estiver em [-57, 57] 


Substituindo essa relação em (1), obtemos 


Era Vl — x? 
dy 
Do Teorema 7.2.3, ge é o recíproco de ca logo, 
dx dy 
o | 
D, (sen! x) = e | (2) 


O dominio da derivada da função inversa do seno é o intervalo aberto (— 1, 1). 
De (2) e da regra da cadeia temos o teorema a seguir. 


8.2.1 TEOREMA “Se u for uma função de x, derivável, 


1 
Vl — x? ai 






D, (sen! u) = 


D ILUSTRAÇÃO 1 Se y = sen! x2, então 


E A 

de O VT q CM 
= 2X » 
—- -x! 


Para obter a fórmula para a derivada da função inversa do co-seno, usamos 
(2) da Secção 8.1, que é 


cosix = 57 — sen! x 


Derivando com relação a x teremos 


D, (cos! x) = D, (57 — sen"! x) 


Assim, 


Ee ma (3) 
Vi = 
onde x está em (— 1, 1). 

O próximo teorema segue de (3) e da regra da cadeia. 


D, (cos! x) = — 
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8.2.2 TEOREMA | 


Se u for uma função de x, derivável, *.' 


ma 





na 


1 Pie 






tu) = Lana 


D, (c 


: 
e 
[5 








Vamos obter agora a fórmula para a derivada da função inversa da tangente. Se 
vy=tg!lx 

então 
x=tgy e yestáem(-+7, 57) 

Derivando ambos os membros da igualdade acima com relação a y iremos obter 


Mk as sec? y e yestáem (—47, 57) (4) 
dy 
Da identidade sec? y = 1 + tg? y e substituindo tg y por x, temos 

sec? y = 1 + x? 


Substituindo essa equação em (4), obtemos 


Assim, do Teorema 7.2.3, 


1: 


Dig) =" (5) 


O domínio da derivada da função inversa da tangente é o conjunto de todos 
os números reais. 
De (5) e da regra da cadeia obtemos o teorema a seguir. 


Se u for uma função de x; derivável, | 
ER 
l+u? 


8.2.3 TEOREMA 





D, (tg u) = Du 


Db ILUSTRAÇÃO 2 Se f(x) = tg”! RE então 


, =” | MNE: 
dida E + 1? 
(x + 1)? | 
a cm 
(x +12 +41 
—1 
2 R+2x+2 a 


Da definição 8.1.4, 


cotgix = 5a — tg! x 
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Derivando com relação a x, obtemos a fórmula. 


| 


D, (cotg”! x) = E du AE 


Dessa fórmula e da regra da cadeia segue o teorema a seguir. 


8.2.4 TEOREMA | Se u for uma função de x, derivável, 


E 
1l+ u? 


D, (cotg"! u) = 


Du 





EXEMPLO 1 Ache EA se 
dx 


Es = 1 
» = xº cotg ! 5x 











Solução 
dy —— 3x? cotg 1 5x + x? . =. ir 
dx | L+ ixo 3 
3x 
= 2 to-l dy = = 
3x* cotg”! 5x 9 + x 
EXEMPLO 2 Ache ESA se 
dx 
In(x + y) = tg”! (=) 
y 
Solução Derivando implicitamente ambos os membros da igualdade dada 
com relação a x, obtemos 
x áy 
Í dy ] PO gx 
lt |=——S"' —S— 
x+y dx xe y 
E 
yV 
dy dy 
E Rd E A 
CR 





X+yo o y+x 


2 2 dy 2 d 
yº E SR RR É (y? + xº) e =xy+y — (x? + xy) e 


“- 


dy xy — xº 


dx 2X +xy+y 


Para obter a fórmula para a derivada da inversa da função secante seja 


y = sec! x elx 21 
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Então, 
x = sec» e » está em [0, 27) U [7, 57) (6) 


Derivando ambos os membros de (6) com relação a y obtemos 


= = secytg)» e » está em [0, 17) U [7, 57) (7) 


Da identidade tg? y = sec? y — 1, sec y = x, obtemos 
tg? y =x2- 1 

Como y está em [0, in) U [7, 5-7), tg ) é não-negativa. Assim, 
tey= 2-1 se y estiver em [0, 17) U [7, 57) 


Substituindo (6) e a relação anterior em (7), teremos 


cp Pr —1 


dy 
Assim, do Teorema 7.2.3, 
1 
Disecix)=-——-—= (8) 


ata = 


onde |x| > 1. De (8) e da regra da cadeia segue o teorema a seguir. 


8.2.5 TEOREMA 





D ILUSTRAÇÃO 3 Se f(x) = sec! (3e”), então 
| | 
fo) = ENS 
| 
 S9e—1 
Da Definição 8.1.6, 


Se”) 


coseccix = dx — sec! x para |x|) 31 
Derivando em relação a x, obtemos 
pa 
xx? — 1 


onde |x| > 1. De (9) e da regra da cadeia, temos o teorema a seguir. 


(9) 


Dícosec! x) = — 


8.2.6 TEOREMA | Se u for uma função de x, derivável, 





D, (cosec!u) = — 


508 





FIGURA 1 


Funções Trigonométricas Inversas e Funções Hiperbólicas 





EXEMPLO 3 Ache f'(x) se 


f(x) = x cosec”! ç 


Solução 


f" 09) 


| [ 
O 2) 
O o) 
w a 
O O 
o ÕÓ 
4 
” a 
pal 
SR 
[o 
| 
x 
ts 
Pane Pá E 
| 
E 
ul ES 
Na Ed 
[ls 
Pa 
| 
“4 Ne 
RR 


| 
O 
Q 
a 
q 
te) 
I 
E 


1 
cosec! — 4 
X 





No exemplo a seguir, um observador está olhando um quadro colocado em uma 
parede. Veja a Figura 1. Quando o observador está afastado da parede, o ân- 
gulo segundo o qual ele vê o quadro é pequeno. À medida que o observador 
se aproxima da parede, o ângulo irá aumentando, até atingir um valor máxi- 
mo. Então, se o observador continuar se aproximando, o ângulo diminuirá. 
Quando o ângulo for máximo, diremos que o observador tem a “*melhor vi- 
são”” do quadro. 


e O DO A a ee 
EXEMPLO 4 Um quadro com 1 m de altura é colocado em uma parede de 
tal forma que sua base esteja 2 m acima do nível dos olhos de um observador. 
Quantos metros o observador deverá se afastar da parede, para obter a melhor 
visão do quadro, isto é, para que o ângulo segundo o qual ele vê o quadro seja 
o máximo? 


Solução Seja x m a distância do observador até a parede, O a medida em 
radianos do ângulo segundo o qual o observador vê o quadro, «a a medida do 
ângulo em radianos, segundo o qual o observador vê a parte da parede acima 
do nível dos olhos e abaixo do quadro, eB = a + 6. Veja a Figura 1. 

Queremos encontrar o valor de x que irá tornar 6 um máximo absoluto. Co- 
mo x está no intervalo (0, + co), o valor máximo absoluto de 6 será um valor 
máximo relativo. Vemos, da figura, que 


x 

cotgB =— e cotga = — 
sb =5 g > 
Como0<B<ja e O<a<ig 


Bb = cotg”! E e à =cotg! — 
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Substituindo esses valores de a e 8 na relação 6 = B — a, obtemos 


X X 
0 = cotg! — — cotg”"! — 
- s 3 


Derivando com relação a x, teremos 


E E 
a na DA oia 
dx E A 
1+(— 1+ (— 
(5 
13 2 
É oo E pd 


Equacionando — = 0, iremos obter 


23º + x) — 302 + x?) = 0 


—x? + (18 —- 12) = 0 
x =-6 
x = 2,45 


A solução — 2,45 foi rejeitada por não estar no intervalo (0, + co). Os resulta- 
dos do teste da derivada primeira estão na Tabela 1. Como o valor máximo 
relativo de 0 é um valor máximo absoluto, concluímos que o observador deve 
ficar a aproximadamente 2,45 m da parede. 


Tabela 1 
do a 
E conclusão 
dx | 
0O<x<l2 
de 2 8 tem um valor máximo relativo 


I2 <x< +00 











EXERCÍCIOS 8.2 


Nos Exercícios de 1 a 26, ache a derivada da função dada. 


1. f(x) = sen”! 5x 

2. 7100) = cos! 3x 

3. g(0%) = tg! 2x 

4. f(x) = cosec”! 2x 

5. F() = 2 cost! x 

6.20) = 5 sen! x? 

7. g(f) = sec”! St + cosec”! St 
8.10) = cotg”! e” 

9. f(x) = senTliVl — x? 


10. /(w) 


2 tg”! Es 
Ww 


2 
11. F(x) = cotg”! E + tg”! Ed 


2 
12. f(69) = In(tg”! 3x) 
13. h(y) = ysen!2»y 


14. ft) = t? cos! t 


15. g(x) = x? sec”! — 


16. g(s) = cos! s + 


l-—s? 
17. f(x) = cos”! (sen x) 
5 2x 
18. A(x) = tg AE 
19. F(x) = In(tg”! x?) 


20. F(x) = sec! x? + 4 
21. f(%) = 4sen! ix + xy4 — x? 


22. (1) = a sen”! — + Ja? — t? 


23. h(x) = cosec”! (2eº”) 
24. f(x) = sen lx + cos lx 


25. G(9) = xcotg ! x + InvVl + x? 


t-—1 
a -1 
26. J(f) = sen PE 
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dy 


Nos Exercícios de 27 a 30, ache —. 


27.7 +) = cost! x 


dx 
28. In(sen? 3x) = e* + cotg”! y 


29.xseny + x*=tg-!y 30.sen"! (y) = cos !(x + )) 


31. 


Ache as equações das retas tangente e normal ao gráfico da 
equação y = sec”! (2x + 1) no ponto (+, L-7). 


32. No Exemplo 4, mostre que outra equação que define 6 em 


33. 


34. 


35. 


36. 


37. 


termos de x é 

pus 
x* + 144 
Use essa equação para determinar a que distância da parede 
o observador deve ficar para conseguir a melhor visão do 
quadro. 
Um letreiro com 3 m de altura está colocado em uma pare- 
de, sendo que sua base está 2 m acima do nível dos olhos 
de uma mulher que tenta lê-lo. A que distância da parede 
ela deve ficar para ter a melhor visão do letreiro, isto é, para 
que o ângulo sob o qual ela vê o letreiro seja máximo? 
O Exemplo 4 e o Exercício 33 são casos particulares da se- 
guinte situação genérica: um objeto (como uma pintura ou 
um letreiro de sinalização) com a m de altura, está colocado 
em uma parede, de tal forma que sua base esteja a b m do 
nível dos olhos de um observador. Mostre que o observador 
terá a melhor visão do objeto quando a distância dele até a 
parede for Vb(a + b) m. 
Um quadro com 40 cm de altura está colocado numa pare- 
de, sendo que sua base está a 30 cm acima do nível dos olhos 
de um observador. Se o observdor está se aproximando da 
parede a uma velocidade de 40 cm/s com que velocidade a 
medida do ângulo de visão da pintura estará variando quan- 
do o observador estiver a 1 m da parede? 
Uma escada com 7 m de comprimento está apoiada em uma 
parede vertical. Se a base da escada for puxada horizontal- 
mente de tal forma que se afaste da parede e que o topo es- 
corregue a uma velocidade de 1 m/s, qual a velocidade com 
que a medida do ângulo entre a escada e o chão estará va- 
riando quando o pé da escada estiver a 4 m da parede? 
Um f «co de luz está a 3 km de uma praia reta. Se o foco 


tg”! 


38. 


39. 


40. 


41. 


42. 


43. 


44. 


45. 
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gira com velocidade angular de 2 rpm, ache a velocidade com 
que a luz percorre a praia quando o foco estiver a 2 km do 
ponto da praia mais próximo da luz. 

Um homem em um cais está puxando um bote por uma corda 
a uma velocidade de 1 m/s. As mãos do homem estão 6 m 
acima do ponto em que a corda está amarrada no bote. Com 
que velocidade estará variando o ângulo formado entre a cor- 
da e a superfície da água quando restarem para ser puxados 
16 m de corda? 

Uma mulher está andando com uma velocidade de 1,5 m/s 
ao longo de um diâmetro de um pátio circular. Uma luz no 
extremo de um diâmetro perpendicular a seu caminho pro- 
Jeta sua sombra sobre a parede circular do pátio. Com que 
velocidade a sombra estará se movendo ao longo da parede 
quando a distância da mulher ao centro do pátio for +12 
(rm é o raio do pátio) | 
No Exercício 39, qual a distância entre a mulher e o centro 
do pátio quando a velocidade de sua sombra na parede for 
de 90 cm/s? 

Uma corda é amarrada a um peso e passa por um gancho 
que está 8 m acima do chão. A corda é puxada passando pe- 
lo gancho, a uma velocidade de + m/s e arrasta o peso pelo 
chão. Se o comprimento da corda entre o peso e o gancho 
for de x m quando a medida em radianos do ângulo entre 
a corda e o chão for 6, ache a variação de 6 em relação ao 
tempo, em termos de x. 

Use diferenciais para encontrar um valor aproximado de 
sen”! 0,52 com três casas decimais. 

Resolva o Exemplo 3 da Secção 8.1, mostrando que sen”! x 
e — cos”! x diferem por uma constante e então calcule-a, 
Resolva o Exercício 54 da série de Exercícios 8.1, mostrando 


l ; 
que tg! xe —tg"! (=) diferem por uma constante e 
então calcule-a. 


Dada: f(x) = tg"! (1/x) — cotg”! x. (a) Mostre que 
f(x) = 0 para todo x no domínio de f. (b) Prove que não 
existe uma constante C para a qual f(x) = C para todo x 
em seu domínio. (c) Por que a afirmação da parte (b) não 
contradiz o Teorema 5.1.2? 








8.3 


EM FUNÇÕES TRIGONOMÉTRICAS os teoremas a seguir que dão algumas fórmulas de integração indefinida. 


INVERSAS 


8.3.1 TEOREMA 


INTEGRAIS QUE RESULTAM Dos teoremas sobre as derivadas das funções trigonométricas inversas obtemos 


senclu + C 


te lu + €C 


= seclu+C 
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A demonstração de cada fórmula é imediata, tomando a derivada do segundo 
membro. Temos também as fórmulas dadas no próximo teorema. 


8.3.2 TEOREMA | [> Ra c onde a > 0 


onde a * 0 


Sa 


onde a>o0 





Prova Essas fórmulas podem ser demonstradas calculando a derivada do se- 
gundo membro e obtendo o integrando. Provamos a fórmula (4). 


D,(sen-! 8) - TE Du(5) 


Ja —u” & 
a l 
= * — sea> 0 
Jal —-u” à 
1 
== sea>0 
Ja —u 


As demonstrações de (5) e (6) serão deixadas como exercícios (veja os Exerci- 
cios 38 e 39). E 


As fórmulas do Teorema 8.3.2 também podem ser provadas, com a variação 
adequada da variável e então, com a aplicação do Teorema 8.3.1 (veja os Exer- 
cícios 40-42). Observe que as fórmulas do Teorema 8.3.2 incluem aquelas do 
Teorema 8.3.1, usando q = 1. 





EXEMPLO 1 Calcule 
dx 
j V4 — 9x? 
Solução 
dx a d(3x) 
| 4-9 | V4 — (30)? 


Í 3 
= sen! +€ 





Nos três exemplos a seguir, completamos o quadrado de uma expressão qua- 
drática para indicar O integrando numa forma que nos possibilite usar o Teore- 
ma 8.3.2. 
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EXEMPLO 2 Calcule 
dx 
3x? — 2x + 5 
Solução 


dx = dx 
3x] — 2x +5 ] Hx —-)+S 


Para completar o quadrado de x? — 2x somamos 3 e como 4 deve ser mul- 
tiplicado por 3, realmente estamos somando + ao denominador e assim deve- 
mos também subtrair dele +. Logo, teremos 


dx dx 
[55º | wma 
dx 
- [WE 


l 
5 [ETR 





E hd (a) + 
qa (E) eo 


EXEMPLO 3 Calcule 


(2x + 7) dx 
x +2x+5 











Solução Como d(x? + 2x + 5) = (2x + 2) dx, escrevemos o numerador 
como (2x + 2) dx + 5 dx e expressamos a integral original como a soma de 
duas integrais. 


(2x + 7dx [| Qx+2)dx dx 
x +2x+5 | x24+2x+5 x2+2x+5 


dx 
=x? + 2x+5/+5| — SE 
po [ari 


x+1 





5 
= In(eê + 2x + 5) + tg”! + C 


Nota: x? + 2x + 5 > 0, paratodox |x2 + 2x + 5| =x2+2x+5. 








EXEMPLO 4 Calcule 


3 dx 


(x + Dx? + 4x +3 


Exercícios 8.3 513 


Solução 
3 dx 3 dx 
[ES + +Ax ADI 
-3 d(x + 2) 
(x +D(x+—- 1 
=3sec Hx+2)+C 
EXEMPLO 5 Ache a área da região no primeiro quadrante limitada pela curva 
l 
Pre 


pelo eixo x, eixo y e pela reta x = 1. 


Solução A Figura 1 mostra a região e um elemento retangular de área. Se 
a área da região for 4 unidades de área, 


n 








A = lim — Ss À,;X 
li4ll=0 A [ci 
a EE ad 
E 1) | + x? 
1 
=tg!1-—-tg!0 
= àm — 0 
— 41 
FIGURA 1 
EXERCÍCIOS 8.3 
Nos Exercicios de 1 a 25, calcule a integral indefinida. ã Í dx a | dx 
! | dx | dx à | dx 3x— x? — 2 JAs+mx-—x 
o e Jx+25 “) 9x2+16 sa dx a x dx 
a | dt | dx 6 | dx RR /3— 2x — x? 
JhA-i6 CJ AA (= “]9+3-x? ss | x dx sá (2 + x) dx 
| dx | x dx | dx X+x+1 V4 — 2x — x? 
Zi &l——— ,|->-— 3 
4x |x? — 16 x* + 16 /2 = 5x? 24. | 2 dt 25. | E dx 
3 dx r dr du (a Cu RR SAS 
e RR ii A6 - 9 ds | A /16u? — 9 Nos Exercícios de 26 a 34, calcule a integral definida. 











x 1/2 1] J3 d 
13. E a (pe já [Es 2. | o n. | Ear jo 2. | fd 


Dapsço /2-— cos? x (1 + x)vx o L+x o Vi + x? 
ds dx Este dt dx 
a ds 17. j == ; E 30. mn 
16. | E 1 | 23 |. -t-—-6-—s | x? — 4x + 13 
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32 í a 
1/7 x /4xº — 1 


3 1 dx 
E 5 e +e* 
sec? x dx 


e dx n/6 
33. —————= 34. —— > —S5— 
E | x[1 + (In x)7] | 1 + 9tg?x 


35. Ache a área da região limitada pela curva y = 8/(x? + 4), 
pelo eixo x, pelo eixo y e pela reta x = 2. 

36. Ache a área da região limitada pelas curvas x? = 4ay e 
v = 80e'/(x? + 443). 

37. Ache a área da região limitada pelo eixo x, pela curva 


y= 1//5 — 4x — x? e pelas retas x = -s Sex= e 


Nos Exercícios 38 e 39, prove a fórmula dada, mostrando que 
a derivada do segundo membro é igual ao integrando. 


du I u 
38. ww =>tgll4C 
| ae ao 


39 ás de o sea>0 
| --=— E - — a 
uvul—-a” a a 
Nos Exercícios de 40 a 42, prove a fórmula indicada do Teore- 


ma 8.3.2, fazendo uma variação adequada da variável e então 
usando o Teorema 8.3.1. 


40. Fórmula (4) 41. Fórmula (5) 42. Fórmula (6) 


43. Na Secção 3.10, estabelecemos que uma partícula movendo- 
se numa reta terá um movimento harmônico simples se a me- 
dida de sua aceleração for sempre proporcional à medida de 
seu deslocamento a partir de um ponto fixo sobre a reta e 
se sua aceleração e deslocamento tiverem sempre sentidos 
opostos. Logo, se em 1 s a distância orientada da partícula 
até a origem for s cm e v cm/'s for a velocidade da partícula, 
então uma equação diferencial para o movimento harmôni- 
co simples será 


dv 


Ea 
dt ks 


0) 


onde k? é a constante de proporcionalidade e o sinal menos 
indica que a aceleração tem sentido oposto ao desloca- 


mento RR AA A RR segue AM a 
de ds ap! Se dUe a E 


Assim sendo, podemos reescrever (7) como 


44. 


45. 
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dv 


V— = 


uL2 
ds ks 


(8) 
(a) Resolva (8) para v, obtendo v = ka? — s2. Nota: 
Tome a*k* como a constante de integração que é arbitrária, 

e ds ' 
e justifique essa escolha. (b) Tomando v = Ta na solução 
da parte (a), obtemos a equação diferencial 


= tkya? —- s? (9) 
Tomando t = O no instante em que v = O (e portanto 
s = a), resolva (9) para obter 


Ss = acos kt (10) 


(c) Mostre que o maior valor de |s| é a. O número a é cha- 
mado de amplitude do movimento. (d) A partícula irá osci- 
lar entre os pontos ondes = qaes = —aq. Se Ts for o tempo 
necessário para a partícula ir de a até — a e voltar, mostre 
que 7 = 27/k. O número T é chamado de período do mo- 
vimento. 

Uma partícula move-se em linha reta de acordo com a equa- 
ção do movimento s = 5 — 10 sen” 2t, onde s cm é a dis- 
tância orientada da partícula até a origem no tempo ts. Use 
o resultado da parte (b) do Exercício 43 para mostrar que 
o movimento é harmônico simples. Ache a amplitude e o pe- 
ríodo desse movimento. 

Prove que o movimento do Exercício 44 é harmônico sim- 
ples, mostrando que a equação diferencial (7) é satisfeita. 


Nos Exercícios de 46 a 48, prove a fórmula, mostrando que a 
derivada do segundo membro é igual ao integrando. 


46. 


47. 


48. 


| eu cos !u+C 
ei ST e u 
Jl—u? 


Essa fórmula é equivalente à fórmula (1)? Por quê? 


du o 
ru 


Essa fórmula é equivalente à fórmula (2)? Por quê? 





— cotg lu + € 


du 
DD———— mm — a 
|- EST cosecT!u + C 
vu 


Essa fórmula é equivalente à fórmula (3)? Por quê? 





8.4 AS FUNÇÕES 
HIPERBÓLICAS 


Certas combinações de e* e e-* aparecem tão frequentemente nas aplicações 
de Matemática que receberam nomes especiais. Duas delas são as funções seno 


e co-seno hiperbólicos. No fim desta secção mostraremos que os valores fun- 
cionais delas estão relacionados às coordenadas de pontos sobre uma hipérbole 
equilátera de uma forma similar âquela em que as funções trigonométricas es- 
tão relacionadas com pontos sobre uma circunferência. A seguir temos as defi- 
nições das funções seno e co-seno hiperbólicos. 
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8.4.1 DEFINIÇÃO A função seno hiperbólico é definida por 


er PEA eT* 
2 


senh x = 


O domínio e a imagem são o conjunto de todos os números reais. 


8.4.2 DEFINIÇÃO | A função co-seno hiperbólico é definida por 
et + e 


“coshx =. 2 


O domínio é o conjunto de todos os números reais e a imagem é o conjunto 
de todos os números no intervalo [1, + 0). 





Como 
senh(— x) = po cosh(— x) = E 
2 2 
o e*—-e* = cosh x 
E 2 
= —senh x 


o seno hiperbólico é uma função ímpar e o co-seno hiperbólico é uma função par. 

As fórmulas das derivadas das funções seno e co-seno hiperbólicos são obti- 
das aplicando as Definições 8.4.1 e 8.4.2 e derivando as expressões envolvendo 
funções exponenciais. Assim 


D(senhx) = D. (O) Dcosh x) 


| 
No 
x 
Da 
os 
q 
» 
res 





E se e —e 
— a as : 
= cosh x = senh x 
» = senh x | 
FIGURA 1 Dessas fórmulas e da regra da cadeia temos o teorema a seguir. 


8.4.3 TEOREMA | Se u for uma função derivável de x, 


D, (senh u) = cosh u Du 


D, (cosh u) = senh u Du 





Como D, (senh x) > O para todo x, a função seno hiperbólico é crescente 


4 em todo o seu domínio. Com essa informação, com o conhecimento de que ela 
3 é uma função ímpar e com alguns valores obtidos da tabela de funções hiperbó- 
2 licas no apêndice, traçamos o gráfico da função seno hiperbólico da Figura 1. 
: A função co-seno hiperbólico é decrescente no intervalo (— co, 0] pois 
io x D, (cosh x) < Osex < 0e é crescente no intervalo [0, + co) pois D, (cosh x) > 0 


se x > O. Além disso, o co-seno hiperbólico é uma função par. Com estas in- 
formações e com alguns valores do cosh x encontrados com uma calculadora, 
FIGURA 2 traçamos o gráfico da função co-seno hiperbólico da Figura 2. 


y = cosh x 
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Às quatro funções hiperbólicas remanescentes são definidas em termos das 
funções seno e co-seno hiperbólicos. Observe que elas satisfazem identidades 
semelhantes aquelas satisfeitas pelas funções trigonométricas. 


8.4.4 DEFINIÇÃO | As funções tangente, co-tangente, secante e co-secante hiperbólicas são defini- 
das da seguinte forma: 


senh x 
cosh x 


(1) 


tgh x 


cosh x 
senh x 


e po 
cosh x 


de de 
senh x 


cotgh x 
' sech x 


cosech x 





Às funções hiperbólicas da Definição 8.4.4 podem ser expressas em termos 
das funções exponenciais, usando as Definições 8.4.1 e 8.4.2. Temos 


cotgh x 


cosech x 





Um esboço do gráfico da função tangente hiperbólica está na Figura 3. Note 
que das Figuras 1, 2 e 3 podemos concluir que essas funções, ao contrário das 
funções trigonométricas correspondentes, não são periódicas. 

Existem identidades satisfeitas pelas funções hiperbólicas que são similares 
aquelas satisfeitas pelas funções trigonométricas. Quatro delas foram dadas na 
Definição 8.4.4. As outras quatro identidades fundamentais são as seguintes: 





FIGURA 3 
l 


tgh x =—— 5 
dd cotgh x | 6) 

cosh? x — senh2 x = 1 (6) 
I — tgh? x = sech? x | (7) 


1 — cotgh? x = —cosech? x (8) 





A identidade (5) segue imediatamente de (1) e (2). A seguir está a demonstra- 
ção de (6). 


e dee * 2 ee 2 
h2 rEneo h2 sf SE RAR Ss st SO = 
cos X sen X 5) ) 2 


=i(er +20 s+e Xi 42 e 28 


rd 


pru 


A identidade (7) pode ser demonstrada usando as fórmulas de tgh x e sech x 
em termos de e” e e -* como na prova acima, ou então uma demonstração al- 
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ternativa pode ser feita usando outras identidades, como: 


senh? x 


| — tgh? x = ds 
S cosh? x 


— cosh?x — senh? x 
cosh? x 


| 
cosh? x 


= sech? x 


A demonstração de (8) será deixada como exercício (veja o Exercício 1). A 
partir das oito identidades fundamentais, podemos provar outras. Algumas de- 
las estão nos exercícios. Outras identidades, tais como as funções hiperbólicas 
da soma e da diferença de dois números e as funções hiperbólicas do dobro e 
da metade de um número, são similares às identidades trigonométricas corres- 
pondentes. Às vezes é muito útil o emprego das seguintes relações que decor- 
rem das Definições 8.4.1 e 8.4.2. 


cosh x + senh x (9) 





cosh x — senh x (10) 


Elas são usadas na demonstração da seguinte identidade: 


senh (x + y) = senh x cosh » + cosh x senh y (11) 





Da Definição 8.4.1 


ex + Re et +) 


2 


senh (x + ») 


eres — e-*e-4 
Z 


Aplicando (9) e (10) ao segundo membro da igualdade acima, obtemos 


senh (x + y) = 5I(cosh x + senh x) (cosh y + senh y) — (cosh x — senh x) (cosh y — senh y)] 


Efetuando os cálculos do segundo membro da igualdade acima e combinando 
os termos obteremos a identidade (11). 
Da mesma forma podemos provar 


cosh (x + »y) = coshx cosh y + senh x senh y - (12) 





Se em (11) e (12) y for substituído por x, iremos obter as fórmulas 


- senh 2x = 2 senh x cosh x (13) 





cosh 2x = cosh? x + senh? x (14) 
A fórmula (14), combinada com a identidade (6), dá duas fórmulas alternati- 


vas para cosh 2x, que são 


cosh 2x = 2senh?x + 1 (15) 
cosh 2x = 2 cosh? x — 1 (16) 
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Resolvendo (15) e (16) em senh x e cosh x, respectivamente, e substituindo 
x por 5x, iremos obter 


cosh x — | 
——»—— sex>0 
X 2 
senh— = (17) 
2 cosh x — 1 
Er RR sex < O 


x cosh x + 1 
q RS e 18 
cosh + ; (18) 


Não temos um simbolo + no segundo membro de (18) pois a imagem da fun- 
ção co-seno hiperbólico é [1, + co). Os detalhes das demonstrações de (12) até 
(18) serão deixados como exercícios (veja os Exercícios 2, 4 e 5). 


Para encontrar a derivada da função tangente hiperbólica usamos algumas 
das identidades. 


h 
D.(tgh 2) = D, a ) 
cosh x 


cosh? x — senh? x 
E cosh? x 
| 
cosh? x 
= sech? x 


As fórmulas de derivação das funções hiperbólicas remanescentes são as seguintes: 
D, (cotgh x) = —cosech? x; D, (sech x) = — sech x tgh x; D, (cosech x) = 


= — cosech x cotgh x. As demonstrações serão deixadas como exercícios (veja 
os Exercícios 15 e 16). 


Dessas fórmulas e da regra da cadeia temos o teorema a seguir. 


8.4.5 TEOREMA | Se u for uma função de x derivável, 
D, (tgh u) = sech? uDu 
D, (cotgh u) — cosech? uD,u 
D, (sech u) — sech u tgh uD,u 





D, (cosech u) — cosech u cotgh uD,u 


Observe que todas as fórmulas das derivadas das funções hiperbólicas seno, 
co-seno e tangente têm um sinal mais, enquanto que as derivadas da co-tangente, 
secante e co-secante hiperbólicas todas têm um sinal menos. Esta é a única dife- 
rença entre as fórmulas de derivação das funções hiperbólicas e trigonométricas. 


EXEMPLO 1 Ache dy sendo 
dx 


»=tghd — x9 
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Solução 


dy 
dx 


sech? (| — x?) - DXI — x?) 


— 2x sech? (| — x?) 


EXEMPLO 2 Ache f'(x) sendo 
fo) = In senh x 


Solução 
fm) = = cosh x 
senh x 
— coshx 
senh x 
= cotgh x 


As fórmulas de integração indefinida do próximo teorema decorrem das fór- 
mulas de derivação dos Teoremas 8.4.3 e 8.4.5. 


8.4.6 TEOREMA | | senh u du ="coshu + € 


| cosh u du senh u a É 


| sech? u du “teh DR pad 


| cosech? u du = —cotgu + € 


| sech u'tgh u du ='—-sechu + € 





| cosech u cotgh u du = cosechu + CU 


Os métodos usados para integrar as funções hiperbólicas são similares aque- 
les usados para funções trigonométricas. Os exemplos a seguir ilustram o método. 


EXEMPLO 3 Calcule 
| senh x cosh? x dx 
Solução 


| senh x cosh? x dx = | cosh? x (senh x dx) 


+cosh? x + € 
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A 
0) 

v=acosh (5) 

FIGURA 4 


x 


a>0 
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EXEMPLO 4 Calcule 
| tgh? x dx 


Solução 


| tgh? x dx | (1 — sech? x) dx 


| dx — | sech? x dx 
=x-tghx+C 

Catenária é a curva formada por um cabo flexível com densidade uniforme, 
pendurado entre dois pontos, sob a ação de seu próprio peso. Alguns cabos 
de suspensão de pontes e fios de telefone presos a dois postes apresentam essa 
forma. Se o ponto mais baixo da catenária for (0, a), podemos mostrar que 
a equação dela é 

x 
y = a cosh (=) a>0 (19) 


Um esboço da catenária está na Figura 4. 


EXEMPLO 5 Ache o comprimento do arco da catenária definida por (19) en- 
tre os pontos (0, a) e (x,, Y,), onde x, > 0. 


Solução Se 


Hx) = a cosh (5) então f(x)=a senh(=) (a) 
a a a 
= senh() 
a 


Do Teorema 6.3.3, se o comprimento do arco dado for L unidades, 


L=[º T+ TrC9F ax 
E | É (t+ sena) as 
0 a 
= | o Jeoste (5) a» (de (6)) 
0 a ; 
x (pois cosh (=) 2 1) 


ax 
o Dá 
a. 


Pícos t, sen t) 


FIGURA 5 





FIGURA 6 
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Na Secção 1.6 as funções seno e co-seno foram definidas como as coordena- 
das de um ponto na circunferência de circulo unitário 


» da DO =1 
Lembre-se da Definição 1.6.2 que se t for a medida em radianos do ângulo en- 


tre o eixo x e a reta que passa pela origem e pelo ponto D(x, y) na circunferên- 
cia de círculo unitário então 


sent =) Cos t = X 


Veja a Figura 5. Substituindo os valores de x e y na equação da circunferência 
de círculo unitário, iremos obter a identidade 


cos? t + sen? t = 1 
Na Secção 10.3 será mostrado que a curva 
x —- y)=1 


é uma hipérbole equilátera, chamada de hipérbole unitária. Veja a Figura 6. 
Se £ for um número real qualquer, então o ponto (cosh t, senh £) estará sobre 
essa hipérbole pois 

cosh? t — senh? t = 1 


Observe que como cosh £ nunca é menor do que 1, todos os pontos (cosh t, senh £) 
estão no ramo direito da hipérbole. 

Vamos mostrar agora como as áreas sombreadas das Figuras 5 e 6 estão rela- 
cionadas. Como a área de um setor circular de raio r unidades e ângulo central 
com medida t rad é dada por r?t unidades de área, a área do setor circular 
da Figura 5 será 51 unidades de área, pois r = 1. O setor AOP da Figura 6 é 
a região limitada pelo eixo x, pela reta OP e pelo arco AP da hipérbole unitá- 
ria. Se 4, unidades de área for a área do setor AOP, 4, unidades de área for 
a área do triângulo OBP e A, unidades de área for a área da região ABP, 
teremos: 


A, = Á, —— A, (20) 
Da fórmula para determinar a área do triângulo obtemos 
A, = >cosh t senh £ (21) 


Vamos encontrar 4, por integração: 


A, = | senh u d(cosh u) 
= |: senh? u du 
= 4 | (cosh 2u — 1) du 
= + senh 2u — ul, 
Logo, 


A, = >cosh t senh t — 5t 
Substituindo essa igualdade e (21) em (20), teremos 


A, = 1 cosh tsenht — (4 cosh tsenht — 3º) 


= at 
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Assim sendo, tanto o número de unidades de área da área do setor circular 
AOP da Figura 5 quanto o número de unidades de área da área do setor AOP 
da Figura 6 são, em cada caso, a metade do valor do parâmetro associado ao 
ponto P. Para a circunferência de círculo unitário, o parâmetro t é a medida 
em radianos do ângulo A4OP. Para a hipérbole unitária, t não é interpretado 
como a medida de um ângulo; entretanto, algumas vezes o termo radiano hi- 
perbólico é usado para t. 

Mostramos que os valores funcionais de sen h e cos h têm a mesma relação 
com a hipérbole unitária que os valores funcionais de seno e co-seno têm com 
a circunferência de círculo unitário. Assim, como seno e co-seno são chamados 
de funções circulares, senh e cosh são chamados de funções hiperbólicas. 








EXERCÍCIOS 8.4 


Nos Exercícios de 1 a 10, prove a identidade. 


1.1 — cotgh? x = — cosech? x 
- cosh (x + y) = cosh x cosh y + senh x senh y 
tgh x + tgh » 


2 
En teh x tgh ) 
4 


- (a) senh 2x = 2 senh x cosh x; (b) cosh 2x = cosh? x + 
+ senh? x 
(c) cosh 2x = 2 senh? x + 1; (d) cosh 2x = 2 cosh?x — 1 
h 
5. (a) cosh 5x = RA, 


(b) senh 5x 


+ cosh x — 1 
N/ 2 


6. cosech 2x = > sech x cosech x 
7. (a) tgh (—-x) = —tgh x; (b) sech (—- x) = sech x 
8. senh 3x = 3 senh x + 4 senh'? x 
9. cosh 3x = 4 cosh? x — 3 cosh x 
10. senh? x — senh? y = senh (x + y) senh (x — )) 
11. Prove: (senh x + cosh x)” = cosh nx + senh nx, se n for 


inteiro positivo. (Sugestão: use a fórmula (9).) 
12. Prove que a função tangente hiperbólica é ímpar e que a fun- 
ção secante hiperbólica é par. 


13. Prove: tgh(ln x) = E 
e x +41 
14. Prove: + tehx = e2x 
1 — tgh x 


15. Prove: (a) DXsenh x) = cosh x; (b) D(cotgh x) = 
16. Prove: (a) D, (sech x) = — sech x tgh x; 
(b) D, (cosech x) = — cosech x cotgh x. 


Nos Exercícios de 17 a 30, ache a derivada da função dada. 


— cosech? x. 


17. FO) = teh =! 


19. f()) = senh e” 
21. f(w) = sech? 4w 


23. f(x) = e* cosh x 


25. h(t) = In(tgh 7) 
27. G(x) = sen" Htgh x?) 


g(t) = cosh £? 


20. f(x) = cotgh (In x) 
22. g(x) = In(senh x?) 


24. h(x) = cotgh — 


26. F(x) = tg”! (senh x?) 


28. f(x) = In(cotgh 3x — cosech 3x) 


29. f(x) = xºmbx y > 0 30. g(x) = (cosh x)* 


31. Prove: (a) | tghudu = In|lcoshu| + €; 
(b) | cotg u du = In|senh ul + C. 
32. Prove: | sechudu = 2tg!e2+C. 


33. Prove: | cosech u du = Inltgh qu] + €C. 


Nos Exercícios de 34 a 43, calcule a integral indefinida. 


34. | senh* x cosh x dx 35. ed e' cosh (e”) senh (e”) dt 


36. | e* cosech? e* dx sent rs 


38. | x sech? x? dx 


40. |sech: xtg h x dx 


39, x er 3x dx 
a. | sech? x tghº x dx 


4 ecosh t 
À | FERE dt 43. | tgh x fatGaah x) dx 
Nos Exercícios de 44 a 47, calcule a integral definida. 


44. |; Ê tgh z dz 45. N * sech? dt 


46. V (cosh x — senh x) dx 47. A senh? x cosh x dx 

48. Faça um esboço do gráfico da função co-tangente hiperbóli- 
ca. Ache as equações das assíntotas. 

49. Faça um esboço do gráfico da função secante hiperbólica. 
Ache os extremos relativos da função, os pontos de inflexão 
do gráfico, os intervalos nos quais o gráfico é côncavo para 
cima e para baixo. 

50. Prove que a catenária é côncava para cima em todo ponto. . 

51. Ache a área da região limitada pela catenária do Exemplo 
5, pelo eixo y, pelo eixo x e pela reta x = x, onde x, > 0. 

52. Ache o volume do sólido de revolução obtido pela rotação 
da região do Exercício 51 em torno do eixo x. 
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53. Uma partícula move-se ao longo de uma linha reta, de acordo 54. Prove que a função seno hiperbólico é contínua e crescente 


com a equação de movimento s = e “HA senh t + Bcosh 1), em todo o seu domínio. 

onde s cm é a distância orientada da partícula até a origem 55. Prove que a função tangente hiperbólica é continua e cres- 
em ts. Se v cm/s e a cm/s” forem a velocidade e a acelera- cente em todo o seu domínio. 

ção, respectivamente, da partícula em ts, ache ve a. Mostre 56. Prove que a função co-seno hiperbólico é contínua em todo 
também que a é a soma de dois números, um dos quais é o seu domínio, mas não é monótona. Ache os intevalos nos 
proporcional a s e o outro proporcional a v. quais a função é crescente e onde é decrescente. 


e e e ED e e a e tt TT ]]TTTTT E eeA|)-— 
SS SS 


8.5 AS FUNÇÕES Do gráfico da função seno hiperbólico (Figura 1 da Secção 8.4) vemos que uma 
HIPERBÓLICAS INVERSAS reta horizontal intercepta o gráfico em um e somente um ponto; logo, a função 
(Suplementar) seno hiperbólico é biunívoca. Além disso, a função seno hiperbólico é contínua. 
e crescente em seu domínio (veja o Exercício 54 nos Exercícios 8.4). Logo, pelo 

Teorema 7.1.5, a função tem uma inversa. 


8.5.1 DEFINIÇÃO | A função inversa do seno hiperbólico, dénotada por senh-! x, é definida da 


seguinte forma: 






» = senh-!x see somentese x =.senhy 





y=senhT! x 


FIGURA 1 


Um esboço do gráfico da função inversa do seno hiperbólico está na Figura 1. 
Seu domínio é o conjunto R de todos os números reais e sua imagem é também 
o conjunto R. 

Segue, da Definição 8.5.1, que 


senh (senh-! x) = x e senh-! (senh y) = ) 


Da Figura 2 na Secção 8.4 observamos que uma rea horizontal y = k, onde 

k > 1, intercepta o gráfico da função co-seno hiperbólico em dois pontos. Lo- 

3 "go, para cada número maior do que 1 na imagem dessa função correspondem 

dois números em seu domínio. Assim, a função co-seno hiperbólico não é biu- 

2 nívoca e não possui uma inversa. Entretanto, definimos uma função F da se- 
guinte maneira: 


1 F(x) = cosh x para x 3 O 


| ne O domínio de Fé o intervalo [0, + co) e a imagem de Fé o intervalo [1, + 0). 

ol 1 2 Um esboço do gráfico de F está na Figura 2. A função F é continua e crescente 

y=coshx,x >0 em seu domínio, assim sendo, pelo Teorema 7.1.5 F tem uma inversa a qual 
FIGURA 2 chamaremos de função inversa do co-seno hiperbólico. 
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8.5.2 DEFINIÇÃO 


v = coshT! x 


FIGURA 3 


8.5.3 DEFINIÇÃO 


1 


pe, 
| 
| 
ma 
E 
ta 
= 





v=tgho! x 
FIGURA 4 


8.5.4 DEFINIÇÃO 








Funções Trigonométricas Inversas e Funções Hiperbólicas 


A função inversa do co-seno hiperbólico, denotada por cosh-!, é definida da 
seguinte maneira: 


cosh”! x see somentese x=coshyey2>0 





Um esboço do gráfico da função inversa do co-seno hiperbólico está na Figu- 
ra 3. O domínio dessa função é o intervalo [1, + co), e a imagem é o intervalo 
[0, + 00). Da Definição 8.5.2, 


cosh (cosh-! x) = x sex >21 


cosh-! (cosh y) = y sey 20 


Da mesma forma que ocorria com a função seno hiperbólico, uma reta hori- 
zontal intercepta os gráficos das funções tangente, co-tangente e co-secante hi- 
perbólicas em um único ponto. No caso da função tangente hiperbólica, isto 
pode ser visto na Figura da Secção 8.4.3. Cada uma dessas funções é, portanto, 
biunívoca e, além disso, elas são contínuas e monótonas em seu domínio. Des- 
sa forma, cada uma tem uma função inversa. 


A função inversa da tangente hiperbólica, a função inversa da co-tangente hi- 
perbólica e a função inversa da co-secante hiperbólica, denotadas respectiva- 
mente por tgh”!, cotgh”! e cosech”-!, são definidas da seguinte forma: 





» = tgh! x se e somente se x = tghy. 
» = cotgho! x se e somente se x = cotgh y 
» = cosech-! x se e somente se x = cosech y 


Um esboço do gráfico da função inversa da tangente hiperbólica está na Fi- 
gura 4. 

Como sech x = 1/cosh x e a função co-seno hiperbólico não é biunívoca, 
segue que a função secante hiperbólica não é biunívoca. Logo, ela não tem uma 
inversa. Entretanto, procedendo da mesma forma que fizemos com a função 
co-seno hiperbólico, vamos definir uma nova função que tenha inversa. Seja 
G a função definida por 


G(x) = sech x para x > 0 


Podemos mostrar que G é contínua e monótona em seu domínio, logo, G tem 
uma inversa, que é chamada de função inversa da secante hiperbólica. 


A função inversa da secante hiperbólica, denotada por sech”!, é definida da 
seguinte maneira: 


» = sechv! x  seesomentese x =sechyey>O0 





As funções inversas hiperbólicas podem ser expressas em termos de logarit- 
mos naturais. Isso não surpreende, pois as funções hiperbólicas são definidas 
em termos da função exponencial e a função logaritmo natural é a inversa da 
função exponencial. 
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A seguir estão estas expressões para senh”!, cosh”!, tgh”! e cotgh”! 


In(x + e? + 1) x um número real qualquer 


senh-! x 











cosh-!x = In(x + x? — 1) x>1 | (2) 
l 1 + x | 
perdi <1 3 
tghtx= no |x| (3) 





cotghr! x = Ant 


Re a Rea al 


Vamos provar (2) e deixar a demonstração das demais fórmulas como exerci- 
cios (veja os Exercícios de 1 a 3). 

Para provar (a), seja y = cosh"! x, x > 1. Então, da Definição 8.5.2, te- 
mos que x = cosh y, y > 0. Aplicando a Definição 8.4.2 para cosh y teremos 


ee 
RE 


do que obtemos 


yz20 


e -Ixe' + 1=0 vy>0 


Resolvendo essa equação para e”, teremos 


os — 2X t dx! — 4 
= ; E 
=x+ty/x—l y>z0 (5) 


Sabemos que y > 0ex > 1. Logo e” > 1. Quando x = 1,x + Vx2 —- 1=1 
ex — x? — 1 = 1. Além disso, quando x > 1, temos0 < x —- | < x+ 1; 


assim x — | < x + 1. Logo, 
dx—ly/x—l<vyx—lIvyx+1 


resultando x —- 1 < x? — 1. Logo, quando x > 1,x-— x? —- | <1. 
Consegientemente, podemos desconsiderar o sinal negativo em (5). Como 
»y = cosh"! x, temos 


cosh!x=In(x+vxº—-1) x>l 


que é (2). 
EXEMPLO 1 Expresse em termos de logaritmo natural cada um dos valores 
funcionais dados. (a) senh-! 2; (b) tgh-! (— 5). 
Solução 
(a) De (1), (b) De (3), 

A 

senh-!2 = In(2 + 5) teh! (—-S) = ng 
5 
= 4n 3-2 
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8.5.5 TEOREMA 





Funções Trigonométricas Inversas e Funções Hiperbólicas 


Para obter a fórmula da derivada da função inversa do seno hiperbólico, seja 


» = senh-! x, e então x = senh y. Assim, como aa = cosh ye ay é o 
dy dx 
À dx 
reciproco de —, 
dy 
| 
id (6) 
dx cosh y 


Da identidade cosh? y — senh? y = 1 obtemos cosh y = «/senh? y + 1, on- 
de, ao tomarmos a raiz quadrada, desconsideramos o sinal negativo pois 
cosh »y > 1. Logo, como x = senh y, cosh y = x? + 1. Substituindo esse 
valor de cosh y em (6), obtemos 


l 
de + 
Essa fórmula também pode ser obtida a partir de (1), da seguinte forma: 


D(senh-! x) = D.In(x + x? + 1) 


Dsenh-! x) = 


De 

o Vx2 +11 

“x4 24] 
x +1+x 


“fest + do +) 
2 Sb2+41 


As fórmulas para as derivadas das outras cinco funções hiperbólicas inversas 
são obtidas de forma análoga à que foi empregada para a derivada da função 
inversa do seno hiperbólico. Serão propostos exercícios para a sua obtenção (veja 
os Exercícios de 4 até 8). Dessas fórmulas e da regra da cadeia segue o próximo 
teorema. 


Se u for uma função de x derivável, 


Vu? + 1 
Dícosh'y)=-—1L—Du u>1 
u2 — 1 


DáXtgh! u) = + Da | u | <1 


DAsenh-! u) = Du 


1 
Too 8H ul >1 
l 


E ul = u? 


“D&cotgh"! u) 
- DXsech-! u) Du 0O<u<il 


Dácosech"! u) = uzxo 


l 
julvl + u? 


Exercícios de Revisão do Capítulo 8 
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EXEMPLO 2 Ache f'(x) sendo 
f(x) = tghr! (cos 2x) 
Solução De (9) 
f (O) = IT (-2 sen 2x) 
- — 2 sen 2x 
sen? 2x 
Epa 
- sen 2x 
= —2 cosec 2x 
EXEMPLO 3 Comprove que D(x coshT!x — /x2? — 1) = cosh”! x. 
Solução 


l x 
Díxcosh !Ix— x? — 1 = cos "xx fi 
dx =] ax” e=l 


= cosh 1! x 


A principal aplicação das funções hiperbólicas inversas é na integração. Tal 
tópico será objeto da Secção Suplementar 9.8. 


EXERCÍCIOS 8.5. 
Nos Exercícios de 1a 8, prove a fórmula indicada desta Secção. 


1. Fórmula (1) 
4. Fórmula (8) 
7. Fórmula (11) 


2. Fórmula (3) 
5. Fórmula (9) 
8. Fórmula (12) 


3. Fórmula (4) 
6. Fórmula (10) 


Nos Exercícios de 9 a 10, expresse a quantidade dada em termos 
do logaritmo natural. 

9. (a) senh-! +; (b) tgh ! + 
10. (a) cosh”! 3; (b) cotgh”! (— 2) 


Nos Exercícios de Il a 28, encontre a derivada da função dada. 


11. f(x) = senhr! x? 12. G(x) = cosh-! +x 
13. FO) = tgho! 4x 14. h(w) = tgh! w3 


EXERCÍCIOS DE REVISÃO DO CAPÍTULO 8 


1. Dado x = sen"! Ze y = cos H(—S), ache o valor exato 
de cada uma das seguintes funções: (a) cos x; (b) sen y; 
(c) tg x; (d) tg ). 

2. Dado x = cos! Ley =tg!(—), ache o valor exato 
de cada uma das seguintes funções: (a) sen x; (b) sen y; (c) 
cos y; (d) tg x. 


16. f(r) = cosech-! 57? 

18. A(x) = (sech”! x? 

20. g(x) = tgh”! (sen 3x) 
22. F(x) = cotgh”! (cosh x) 


15. a(x) = cotgh"! (3x + 1) 
17. f(09) = x? coshr! x? 

19. f(x) = senh”! (tg x) 

21. h(x) = cosh”! (cosec x) 
23. f(z) = (cotgh”! 2) 24. f(t) = senh-! e” 
25. g(x) = tgh”! (cos e?) 26. h(x) = cosh”! (In x) 


27. G(x) = xsenhlx — VI + x? 
28. H(9) = InVx? + 1 —- xtgho! x 


Nos Exercícios de 29 a 31, faça um esboço do gráfico da função 
indicada. 


29. A função inversa da co-tangente hiperbólica. 
30. A função inversa da secante hiperbólica. 
31. A função inversa da co-secante hiperbólica. 


Nos exercícios 3 e 4 ache o valor exato da quantidade dada. 
3. (a) sen [2 cos”! (— 9]; 
(b) tg [cosT! 5 + sen! (—55] 
4. (a) tg [2 sen! (— SO]; 
(b) cos [tg”! 5 — sen! (-SD] 
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Nos Exercícios de 5 a 16, ache a derivada da função dada. 


So) = tg! 2 
7. F(x) = senhº 2x 


6. g(x) = x? sen! 2x 
8. h(x) = e*(cosh x+senh x) 


9.J0) = sec lx? + 1 10. G(w) = tg”! (E 
3w + 1] 

11. g(x) = sen”! (gh x) 12. f(x) = sech (tg 3x) 

13. h(x) = cosech? ex 14. g(x) = cos”! (tgh 2x) 

15. f(x) = (cosh )!* 16. f(x) = sec”! (cosh x) 


Nos Exercicios 17 e 18, faça um esboço do gráfico da função 
dada. 


17. f09) = 2 tgh dx 18. f() = 1 sen! 3x 
Nos Exercícios 19 e 20 ache dy/dx por derivação implícita. 


2 
19. cotg”! E +72=0 20.tg!(x+3)=Iny 


Nos Exercícios de 21 a 28, calcule a integral indefinida. 


3x dx 

21. | — O 22. | x cotgh x? dx 
Jg — x* á 
23. | teh? 3x dx 24. E 
7 + 5Sx-— 2x? 
— dt 

25. | 55573 26. [5575 
27. | dx 28 [ES cosh t dt 

e? — 8 J senh 1 


Nos Exercícios de 29 a 32, calcule a integral definida. 


2(1+ 29) dt 2 24 
29, V Já — 30. E sech 2X dx 
(2x + 6) dx 


l l 
v 1 * a 
31 E 1 + coshy dy 32 E Ss 


33. Num circuito elétrico, a força eletromotriz é x volts em ts, 
onde E = 20 cos 1207t. (a) Resolva a equação em t. Use a 
equação da parte (a) para achar o menor valor positivo de 
t para o qual a força eletromotriz é (b) 10 volts; (c) 5 volts 
(d) — 10 volts; (e) — 5 volts. 

34. Um peso é suspenso por uma mola e vibra verticalmente de 
acordo com a equação y = 4sen 27 (t + +), onde y cm é a 
distância orientada do peso, a partir de sua posição de equi- 
líbrio t s após começar o movimento e a direção positiva é 
para cima. (a) Resolva a equação em t. Use a equação da 
parte (a) para determinar o menor valor positivo de t para 
o qual o deslocamento do peso em relação à sua posição de 
equilíbrio é (b) 2 cm e (c) 3 cm. 

x + 1 

2X 
36. Prove: (a) imo cotgh x = 1; (b) Misa cosech x = 0. 


9/19 — xº?, 





35. Mostre que cosh (ln x) = 


37. Ache a área da região limitada pela curva y = 
pelos eixos coordenados e pela reta x = 2/2. 


Funções Trigonométricas Inversas e Funções Hiperbólicas 


38. Ache o comprimento da catenária y = cosh x de (In 2, >) 
até (ln 3, 5 

39. Ache o volume do sólido de revolução gerado pela rotação 
da região limitada pela curva y = «/senh x, pelo eixo x e pe- 
las retas x = 0e x = In 2, em torno do eixo x. 

40. A gudermaniana, assim chamada em homenagem ao matemático 
alemão Christoph Gudermann (1798-1852), é a função definida 
por gd x = tg”! (senh x). Mostre que D (gd x) = sech x. 

41. Um holofote está a 5 km de uma estrada reta e mantém sua 
luz focalizada em um automóvel que está viajando a uma 
velocidade escalar constante de 60 km/h. Ache a taxa segundo 
a qual o feixe de luz está mudando de direção (a) quando 
o carro está no ponto da estrada mais perto do holofote e 
(b) quando o carro está a + km desse ponto. 

42. Um quadro com 150 cm é colocado numa parede com sua 
base a 210 cm do nível dos olhos de um observador. Se o 
observador está se aproximando da parede com uma veloci- 
dade de 90 cm/s, com que velocidade a medida do ângulo 
segundo o qual o observador vê o quadro estará variando 
quando o observador estiver a 3 m da parede? 

43. Um avião está voando a uma velocidade de 300 km/h, a uma 
altitude de 4 km. Se um observador está no chão, ache a ta- 
xa de variação no tempo da medida do ângulo de elevação 
do avião em relação ao observador, quando ele está sobre 
um ponto do solo a 2 km do observador. 

44. Um helicóptero deixa o solo num ponto a 250 m de um ob- 
servador e sobe verticalmente a 7,5 m/s. Ache a taxa de va- 
riação no tempo da medida do ângulo de elevação do heli- 
cóptero quando ele estiver a 180 m do solo. 

45. Dois pontos, 4 e B, são diametralmente opostos nas praias 
de um lago circular com 1 km de diâmetro. Uma pessoa de- 
seja ir do ponto 4 ao ponto B. Ela pode remar a uma veloci- 
dade de 15 km/h e andar a uma velocidade de 5 km/h. 
Ache qual o menor tempo gasto para ir de 4 até B. 

46. Resolva o Exercício 45 caso a pessoa possa remar e andar 
com as velocidades de 2 e 4 km/h, respectivamente. 


Os Exercícios de 47 a 55 pertencem à Secção Supementar 8.5. 
Nos Exercícios 47 e 48, expresse as quantidades dadas em ter- 
mos do logaritmo natural. 


47. cosh-! 2 48. tgh"! + 


Nos Exercícios de 49 a 52, ache a derivada da função dada. 


49. h(w) = w? senh”! 2w 
50. f(x) = tgh”! (sen 2) 


51. /(x) = sech! e-2* 
52. 8(1) = cosh! tt + 1 


53. O gráfico da equação 
E a Ja? ne y? 


é chamado de tratroz. Prove que a inclinação da curva em 
qualquer ponto (x, ) é -y/Va? — y2. 


x = asenh! 











Ame o de Ti; 





 —— am 4 ri md a 9 li ir re a =“ | | 


O valor exato de uma integral definida pode ser calculado pelo segundo teore- | | 
ma fundamental do Cálculo, contanto que uma antiderivada (ou integral inde- a À 
finida) do integrando possa ser encontrada. Alguns métodos para avaliar inte- 
grais indefinidas já foram dados, e outros serão apresentados neste capítulo. 
Na Secção 9.1, discutimos as técnicas de integração amplamente usadas, cha- 
madas de integração por partes, baseadas na fórmula para a derivada de um 
produto. As duas secções seguintes dizem respeito às integrais de potências das | 
funções trigonométricas. Integrandos envolvendo potências do seno e do co- | 
seno aparecem na Secção 9.2 e aqueles contendo potências das outras quatro | 
funções trigonométricas aparecem na Secção 9.3. Substituições trigonométricas 
são aplicadas na Secção 9.4 para simplificar integrandos envolvendo Va? — x?, 


à 
| 


| 
à 


AR rim rr ir id TD e a a mt pe e a mr” 





DC e ut im tm e 
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Técnicas de Integração 


Ja? + x2e x? — a?2, As frações parciais são usadas para integrar funções ra- 
cionais nas Secções 9.5 e 9.6. Mais substituições para avaliar integrais indefini- 
das são dadas na Secção 9.7. Os integrandos naquela secção envolvem potên- 
cias fracionárias de uma variável ou são potências racionais do seno e do co- 
seno. Na Secção Suplementar 9.8 as funções hiperbólicas inversas são aplica- 
das na integração para dar novas formas de resultados obtidos anteriormente 
através de outros métodos. 

Às vezes pode ser preferível fazer uso de uma tabela de integrais, em vez 
de efetuar uma integração complicada. Uma pequena tabela de integrais pode 
ser encontrada ao final deste volume e a Secção A.1 no apêndice dá instruções de 
como usá-la. Algumas vezes é necessário empregar técnicas de integração para 
expressar o integrando na forma em que ele aparece na tabela. Assim sendo, 
você deverá adquirir a capacidade de reconhecer qual a técnica a ser empregada 
numa dada integral. Além disso, é importante desenvolver habilidades de cál- 
culo em todos os ramos da Matemática e os exercícios deste capítulo são uma 
boa oportunidade de treino. Por essas razões aconselhamos o uso das tabelas 
de integrais somente depois que você dominar a integração. 

Na prática, não é sempre possível calcular uma integral definida através do 
cálculo de uma integral indefinida. Isto é, podemos ter uma integral definida 
que exista, mas o integrando não tem uma antiderivada que possa ser expressa 
em termos das funções elementares. Um exemplo de tal integral definida é 


12º; 
|, e“ dt 


O) 


Uma calculadora programável ou um computador utilizando os métodos nu- 
méricos discutidos na Secção 5.10 podem ser usados para aproximar o valor 
dessa integral definida. Outro procedimento é dado no Exemplo 2 da Secção 
13.3, onde uma série infinita é usada. 

As fórmulas de integração indefinida que foram dadas nos capítulos anterio- 
res e que são usadas com maior frequência são dadas abaixo e foram numera- 
das para referências posteriores. 


l. fdu=u+0 


2. fa du =au+C onde a é uma constante qualquer 
3. (Ly) + gtu] du = [ ft) du + fotu) du 
4. fu du = + € n&—l 

n 








6. [a!du= + €C ondea > 0ea xl 
Ina 

rê ferdu=e+C 

8. fsen u du = -cosu+0l 


f cos u du = senu + € 
10. fsec? u du =tgu+C 
J 


11. | cosec?u du = — cotgu + C 


9.1 
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12. [sec u tg u du = secu + € 

13. | cosec u cotg u du = —cosecu + €C 
14. It udu = lIn|secu|l + € 

15. Ícotg udu =ln|senul + € 

16. e udu=ln|jsecu+tgul + C 


cosec u du = Injcosecu — cotgu| + € 


18. = sen! — + € onde a > 0 


l u 
=— secli— 4 C onde a > 0 
NE a a 


20. 


si at qtro onde a * O 


21. [e udu = coshu + C 

2: | cosh udu = senhu + C 

23. | sect? udu=tghu+cl 

24. | cosech? udu =-cotghu + € 
25. | sech utghudu=-sechu+C 


26. | cosech u cotgh u du = —cosechu + €C 








INTEGRAÇÃO POR PARTES Da fórmula da derivada do produto de duas funções obtemos um método de 


integração muito útil chamado integração por partes. Se f e g forem funções 
diferenciáveis, então 


DA SCIg0)] = FO) + go) F6) 
o foge) = DAS C)gl)] — 90)f(x) 


Integrando ambos os membros, iremos obter 


| fog) dx = [DISC] dx — fab) 09 dx 


(1) 





Chamaremos (1) de fórmula de integração por partes. Para propósitos de cál- 
culo existe uma maneira mais conveniente de escrever essa fórmula, tomando 


u=f(x) e v=g(x) 
Então 


du=f(x)dx e dv=g(x) dx 
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assim sendo, (1) torna-se 


| udv=ãuv- | v gi (2) 


Essa fórmula expressa a integral | u dv em termos de uma outra integral, 
| v du. Escolhendo adequadamente u e dv, pode ser mais fácil calcular a 
segunda integral do que a primeira. Quando escolhemos as substituições para 
u e dv, em geral pretendemos que dv seja o fator do integrando mais complica- 
do que se possa integrar diretamente, e que u seja uma função cuja derivada 


seja uma função mais simples. A seguir estão exemplos e ilustrações mostrando 
o método. 


Db ILUSTRAÇÃO 1 Queremos calcular 


fx In x dx 


Para determinar quais as substituições para u e dv, devemos ter em mente 
que para encontrar v precisamos saber integrar dv. Isso sugere que dv = x dx 
eu = lInx. Então, ; | 

x? dx 


= aro sia 
pra Sr is 


Da fórmula (2) 


xe x? dx 
fxmsax=ma(D+0,)- | (Sc) 


Ê - | 
=D mx+Ciinx =; [nds—€, da 


X 


ae | 2 
= lox+Clnx— —€s Inx+C, 

=3x?Inx — ix? + C, 4 

Na Ilustração 1, observe que a primeira constante de integração C, não apa- 

rece na resposta final. €, foi usada somente para mostrar que todas as escolhas 


de v da forma > x? + C, produzem o mesmo resultado para | x In x dx. 


Essa situação vale em geral e provamos isso da seguinte forma: escrevendo 
v + €, na fórmula (2), teremos 


|uay u(y + C) - [O + C) du 


uv + Cu -— |vdu-C | du 


uv + Cu — | v du — Cu 


uv — | v du 


Assim sendo, é desnecessário escrever C, quando calcularmos v a partir de 
dv. 
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> ILUSTRAÇÃO 2 A resposta na Ilustração 1 pode ser escrita como 
3x*(Inx — D+ C 


Verificamos esse resultado calculando a derivada de um. produto. 


+ Ro O É O PR 
De%0nx— D|=50(5)+x(ms ) 


=ix+xlInx— ix 
=xInx - | «4 
> ILUSTRAÇÃO 3 Para calcular 
pe dx 
usamos integração por partes com dv = xe” dx eu = x?. Então 
v=1e” e du=2xdx 
Da fórmula (2) 
ad dx = xHde”) — [Ge"ax dx 


[O] Le 


2 2 ; 
cos e [xe dx 


2 p! 
x2e* — de* + C «4 


fofos 


EXEMPLO 1 Calcule 

fx cos x dx 
Solução Sejau = xedv = cos x dx. Então 

du = dxe v = sen x 
Assim 

| x cos x dx =xsenx -— | sen x dx 

= xsenx + cosx + O 

b ILUSTRAÇÃO 4 No Exemplo 1, se em vez de nossas escolhas de u e dv con- 


forme está acima, tivéssemos tomado 
u=cosx e dv=xdx 


então 
du = -senxdx é v= 5% 
Assim 
E i 
| X 5 AD 
[xcosxar = *cosx +; | x sen x dx 


A integral do segundo membro é mais complicada do que a que tínhamos inicial- 
mente, indicando assim que as escolhas feitas para u e dv não são boas. «4 
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Pode acontecer que determinada integral exija repetidas aplicações da inte- 
gração por partes. Isso está ilustrado no exemplo abaixo. 


EXEMPLO 2 Calcule 
[xe dx 


Solução Sejau = xº?edv = e* dx. Então 
du = 2xdx e v=e 
Temos, então, 
[xe dx = xe — 2 | xe: dx 
Vamos aplicar a integração por partes ao segundo membro. Seja U =x e 
dv = e* dx. Então, 
du=dx e v=e 
Obtemos assim 
[xe dx = xe* — fe dx 
=xe'—-e*+C 
Logo 
[xe dx= xe" — xe e +C) 
=x?" —-2xe' +28 +C onde C = —2C 


A Integração por partes é frequentemente usada quando o integrando envol- 
ve logaritmos, funções trigonométricas inversas e produtos de funções. 


EXEMPLO 3 Calcule 








| ter! x dx 
Solução Sejau = tg! xedv = dx. Então 
dx 
du = [e e v=x 
Assim 
tg! xdx=x tg x— di 
| + x 


=xtg!x-lnl+x)4C 


Uma situação que ocorre às vezes quando estamos usando integração por par- 
tes é mostrada no Exemplo 4. 
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EXEMPLO 4 Calcule 


| e* sen x dx 


Solução Sejau = e*e dv = sen x dx. Então 
du=etdx e v=-—-cosx 

Logo, 
fesens dx = —e* cos x + fe cos x dx 


A integral do segundo membro é semelhante à primeira integral, exceto que em 
vez de sen x temos cos x. Aplicamos a integração por partes novamente, sendo 
u=etedv = cosx dx. Então, 


du = e*dx e v=senx 


Assim, 
| e! sen x dx = -e”*cos x + (es sen x — | ex sen x dx) 


Agora temos no segundo membro a mesma integral que no primeiro. Assim, 
se somarmos | e* sen x dx a ambos os membros da igualdade, teremos 

2 | er sen x dx = —e*cosx + e*senx + 2C 
Observe que o segundo membro da igualdade acima tem uma constante arbi- 
trária, pois no primeiro membro temos uma integral indefinida. Essa constante 
arbitrária foi escrita como 2C; assim, quando dividirmos por 2 os membros da 


igualdade, a constante arbitrária na resposta será C. Assim, temos 


| e:senx dx = ser(sen x — cos x) + € 





Ao aplicarmos a integração por partes em uma dada integral, um determina- 
do par de escolhas para u e dv pode funcionar, enquanto que outro par pode 
falhar. Vimos isso na Ilustração 4 e um outro caso ocorre na Ilustração 5. 


Db ILUSTRAÇÃO 5 No Exemplo 4, na etapa em que tínhamos 
| e* sen x dx = —e*cos x + | e* cos x dx 

se calcularmos a integral à direita tomando u = cos xe dv = e* dx, temos 
du = -senxdx e v = es 

Assim, iremos obter 


| er sen x dx = —e* cos x + (e» cos x + | ex sen x dx) 


je sen x dx 4 
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Nos Exercícios 53 e 54 será pedido que você derive as seguintes fórmulas, 
onde a e n são números reais não-nulos. 


| e“ sen nu du 


| e“ cos nu du = 


eu 


Eta (a sen nu — n cos nu) + €C (3) 
es 
E no (a cos nu + nsennu) + C * (4) 


Integrais da forma daquelas em (3) e (4) são frequentes em problemas envol- 
vendo circuitos elétricos como nos Exercícios 55-57, pertencentes à Secção Su- 


plementar 7.8. 


Gi ii 0 ai Ei SS E 
. 


EXERCÍCIOS 9.1 


Nos Exercícios de 1 a 24, calcule a integral indefinida. 


1. 
3. 
5, 
7. 
9, 


13. 
15. 


19. 


19. 


21. 


23. 


F xe dx 2. fx cos 2x dx 
[x sec xtg x dx Á. fx 3 ax 

fin x dx 6. f sen! w dw 
J (In x)? dx 8. f x sec? x dx 
fx tg"! x dx 10. Es In x dx 
LS dx 12. Ea sen 3x dx 


[sem x In(cos x) dx 14. f sen(In x) dx 





fe cos x dx 16. fx e” dx 
3 d - 
xº dx 18. sen2x ax 
VI — x? er 
| a | 
x2 senh x dx 20. | ————— dx 
) | 


| -1 
cotg-1/z ii 
Jz 
fcos Jx dx 


22. Í cos”! 2x-dx 


24. fre! x dx 


Nos Exercícios de 25 a 34, calcule a integral definida. 


25. 
27. 
29. 
31. 
33. 
35. 


2 2 
fo x23º dx 26. [É In(x + 2) dx 
[5 sen 3x cos x dx 28. [72 cos 2x dx 
|; E xe?* dx 30. f | 2 cos 2z dz 
Eres sen 4x dx 32. ho x sent! x dx 


E sec! tdt 


3n/4 
34. Do x cotg x cosec x dx 


Ache a área da região limitada pela curva y = In x, pelo eixo 


x e pela reta x = e?, 


36. 


37. 


38. 


39, 


40. 


41. 


42. 


43. 


44. 


45. 


46. 


47. 


48. 


Ache o volume do sólido gerado pela rotação da região do 
Exercício 35 em torno do eixo x. 

Ache o volume do sólido gerado pela rotação da região do 
Exercício 35 em torno do eixo y. 

Ache a área da região limitada pela curva y = x cosec? x, 
pelo eixo x e pelas retas x = ir ex = dz. 

Ache a área da região limitada pela curva y = 2xe-*2, pe- 
lo eixo x e pela reta x = 4. 

Ache o volume do sólido gerado pela rotação em torno do 
eixo x da região do Exercício 39. 

A densidade linear de uma barra num ponto a x m de um 
extremo é 2e”* kg/m. Se a barra tiver 6 m de comprimen- 
to, ache a massa e o centro de massa da barra. 

Ache o centróide da região limitada pela curva y = e*, pe- 
los eixos coordenados e pela reta x = 3. 

Ache o centróide da região no primeiro quadrante, limitada 
pelas curvas y = sen x, )y = cos x e pelo eixo y. 

A região no primeiro quadrante, limitada pela curva y = 
= cos xe pelas retas y = 1ex = 3, gira em torno da 
da reta x = 5. Ache o volume do sólido gerado. 

Um tanque cheio de água tem a forma de um sólido de revolu- 
ção formado quando a região limitada pela curva y = e-*, 
pelos eixos coordenados e pela reta x = 4 gira em torno do 
eixo x. Ache o trabalho realizado ao bombear toda a água 
para a borda do tanque. A distância é medida em metros. 
Tome o eixo x vertical e orientado para baixo. 

Uma partícula move-se ao longo de uma reta sendo a distân- 
cia da partícula a partir da origem em 1 s iguala sm. Se 
v m/s for a velocidade em ts,s = Oquandot = 0,ev:s= 
= f sen £, ache s em termos de t e também s quando £t = EE 
A função custo marginal é C' e C'(x) = In x, onde x > 1. 
Ache a função custo total se C(x) for o custo total da produ- 
ção de x unidades e C(1) = 5. 

Um fabricante descobriu que se 100x unidades de uma mer- 
cadoria forem produzidas por semana, o custo marginal se- 
rá determinado por x2*, e o rendimento marginal será de- 
terminado por 8 - 2-*2, onde o custo de produção e o ren- 
dimento são em milhares. Se os custos fixados semanalmen- 
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te chegam a $ 2.000, ache o lucro semanal máximo que po- 
derá ser obtido. 
49. (a) Deduza a seguinte fórmula, onde r é um número real 


qualquer. 
xt x ti 
—— Inx—-—sA+4C se —1 
[xinxdx= E (r + 1)? da 
AInx)2 +C ser=-—l 


(b) Use a fórmula da parte (a) para calcular | x* In x dx. 


50. (a) Deduza a seguinte fórmula, onde r e q são números reais 





quaisquer: 
r+1 q 
e. - oem x)" l dxser* —l 
fan x)º dx = ; : 


(In x)?! 


A +Cser=-—-1 e g&-—l 


(b) Use a fórmula deduzida em (a) para calcular 
fxtn x? dx 


51. (a) Mostre que sem > 2em for inteiro, 


sec” -?xtgx m-—2 


m-—l 





| sec” x dx = SR 


| seem? x dx 


(b) Use a fórmula da parte (a) para calcular | sec* x dx. 
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52. (a) Deduza a seguinte fórmula, onde r é qualquer número 
real: 


Eza dx=x'e —r Ea 1g* dx 


(b) Use a fórmula derivada em (a) para encontrar 
) x*e* dx. 
53. Deduza a fórmula (3). 


54. Deduza a fórmula (4). 


Os Exercícios de 55 a 57 referem-se à Secção Suplementar 7.8. 


55. Um circuito elétrico tem uma força eletromotriz de 
10 sen 10 t volts em ts e um resistor de 3 ohms, além de um 
indutor de 1 henry ligado em série. Se a corrente for i ampé- 
res em tsei = oO, quando t = oO, encontre (a) i quando 
t = 0,1e (b) i quando t = 3. 

56. Um circuito elétrico tem uma força eletromotriz de 
100 sen 200 t volts em ts e um resistor de 10 ohms, além de um 
indutor de 0,1 henry ligado em série. (a) Se a corrente for 
i ampéres em tsei = 0 quando t = 0, expresse i como uma 
função de t. (b) Dê um valor aproximado de i para valores 
maiores de t em termos de funções seno e co-seno. 

57. Faça o Exercício 56 se o circuito elétrico tiver uma força ele- 
tromotriz de 120 sen 1207 t volts e um resistor de 100 ohms; 
as demais condições são as mesmas. 


me DDDD""=2[22TTTTTTTTPFSPPRSRIRIRIRIIXR'II£T£<R--< < É |||!  “STF“P“PF“""""""— 


9.2 INTEGRAÇÃO DE 
POTÊNCIAS DE 


SENO E CO-SENO 


D ILUSTRAÇÃO 1 


Vamos considerar quatro casos de integrais indefinidas envolvendo potências 
de seno e co-seno, conforme as potências sejam pares ou impares. 


Caso 1: | sen” u du ou | cos" u du, onde n é um inteiro impar. 


fcos? x dx = [cos? x(cos x dx) 


= Í (1 — sen? x)(cos x dx) 


= fcos x dx — | sen? x cos x dx (1) 


Para a segunda integral do lado direito de (1) observe que sendo d(sen x) = 


= cos x dx, temos 


| sen? x(cos x dx) = 5 sen' x + €, 


Como a primeira integral do lado direito de (1) é sen x + C,, 


| cos? x dx = senx — > sen'x + € 
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EXEMPLO 1 Calcule 
| senº x dx 
Solução 
(sen? x)? sen x dx 


| sen' x dx = 


(1 — 2 cos?x + cos! x) sen x dx 


) 

= | (1 — cos? x)? sen x dx 
) 
) 


sen x dx -— 2 | cos? x sen x dx + | cost x sen x dx 


— Cos x + 2 | cos? x(— sen x dx) — | cost x(— sen x dx) 


—cos x + $cos!x — + cosx + C 





Caso 2: | sen” x cos” x dx, onde pelo menos um dos expoentes é ímpar. 


A solução desse caso é semelhante à do Caso 1. 
D ILUSTRAÇÃO 2 


| sen* x cos* x dx = | sen? x cos* x(sen x dx) 


) 
= | (1 — cos? x) cos! x(sen x dx) 
| 


cos! x sen x dx — | cos* x sen x dx 


-+ cos x + + cos!x + € 4 


Caso 3: | sen” u du e | cos” u du, onde n é um inteiro par. 


O método usado no Caso 1 e no Caso 2 não funciona neste caso. Usaremos 
as seguintes identidades trigonométricas: 


1 — cos 2x Ê | + cos 2x 
> cosíx=————— 


2 x=— 
sen* x 3 | 2 


D ILUSTRAÇÃO 3 


[sent x ax — | 1 Sos q, 


=ix-—isen2x + C «4 


Caso 4: | sen” x cos” x dx, ambos m e n são pares. 


A solução deste caso é semelhante à do Caso 3. 
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EXEMPLO 2 Calcule 


f sen? x cost x dx 


Solução 


Í sen? x cos* x dx 


o | — cos2xY/1 + cos 2x ax 
E 2 S) 


1 1 | 
| +5 | cos 2x dx — | cos 2x dx -5 | os 2x dx 


"8 
A RR 1 | + cos 4x 
RE op Rca 2 


o) 1 1 | 
sen 2x x sen de 4 [cos 2xdx + q | seré 2x cos 2x dx 


dx — : fa — sen? 2x) cos 2x dx 





Oo | à 
[a 
ON 
prada 
O 
ON 
+. 
oo 





x sen2x sen4x sen E sen? 2x 








de Co MI MG o 46 
x ga Re 2x sen 4x Cc 
16 48 64 








EXEMPLO 3 Calcule 


H sen! x cos! x dx 


Solução Se usarmos a identidade sen x cos x = 5 sen 2x, teremos 


l 
f sent x cos* x dx = TE [sem 2x dx 


a | — cos 4x Fis 
“16 2 


1 l l 5 
= [dx 55 | cos ax dx + [os 4x dx 





x sen 4x 1 1 + cos 8x as 
“64 128 64 2 

x  sen4x x sen 8x 
=>— — —— + — + + C 


64 128 128 1024 


OM Sem fx Sen br, Cc 
128 128 1024 
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EXEMPLO 4 Ache o centróide da região no primeiro quadrante, à esquerda 
da reta x = 5 e limitada pela curva y = sen x, pelo eixo x e pela reta x = ri 


Solução Vamos usar os símbolos 4, M,, M,, x e ) definidos na Secção 6.4. 
A região e o i-ésimo elemento retangular estão na Figura 1. Primeiro vamos 
calcular a área da região. 


R 
A= lim 5 seny,A;x 
HA4/]>0 i=1 


r/2 
= f: sen x dx 


12 
-— COS X 

9) 
= 1 


Aplicamos a Definição 6.4.2 para calcular M, e M,. Para calcular M,, usare- 
mos integração por partes com u = xe dv = sen x dx. 


n 


lim 5 yseny, Ax 


= lim Za s[seny;]” A,x M 


y 


H411>0 i WAtj>0 i=1 
1 n/2 = po d 
= — x COS RE + [a cos x dx 
a 1 — cos 2x 2x E 0 0 
a n/2 
= —XxCosx +4sen x|; 
n/2 
1 1 
= + E) a € 
ie ge = —iíncosin+seniz 
4a [57 
= 4[5n] | 
= Ir 
Logo, 
E M,. j= M., 
,.| A 
1 
dd 87 
1 Í 


Assim, o centróide está no ponto (1, 27). 





O próximo exemplo envolve um outro tipo de integral contendo um produto 
de seno e co-seno. 





EXEMPLO 5 Calcule 


[sen 3x cos 2x dx 


Exercícios 9.2 


Solução 


sen mx COS AX =— 


| sen 3x cos 2x dx 


EXERCÍCIOS 9.2 


Nos Exercícios de 1 a 24, calcule a integral indefinida. 


1. | sent x cos x dx 2. J sen? x cos x dx 

3. | cos? 4x sen 4x dx 4. ) cosé +x sen >x dx 
5. | sen? x dx 6. Í sen? 3x dx 

7. [sent z dz 8. f cosê x dx 

9, | cos? ix dx 10. ) sen? x cos? x dx 


11. 


15. 


17 


19. 
2. 


23 


| sen? x cos? x dx 12. | cos* x dx 


14. [sen? 2t cos* 2t dt 


16. | Nicos z sen' z dz 


18. 


E | sen x cos? x dx 


[ sen? 3t cos? 3t dt 
cos* 3x 
) S/sen 3x 


fcos 4x cos 3x dx 


dx f sen? +y cos? Ly dy 


20. f sen 2x cos 4x dx 


22. f cos t cos 3t dt 


[sem 3y cos 5y dy 


; |(sen 3t — sen 21)? dt 24. | sen x sen 3x sen Sx dx 


Nos Exercícios de 25 a 32, calcule a integral definida. 


25. 
27. 
29. 
31. 
33. 


34. 


n/2 | | 
Ii É cos? x dx 26. ] sen? xt dt 
0 0 


l 3 
IR sen? > xx dx 28. Io sen? 1 cos? t dt 


6 
ho sen? rt cos? xt dt 30. Jo sen 2x cos 4x dx 


n/8 n/2 1 ls 
o Sen 3x cos 5x dx 32. Iê sen? >x cos? 5x dx 


Calcule | 2 sen x cos x dx por três métodos: (a) fazendo 


a substituição u = sen x; (b) fazendo a substituição u = cos x; 
(c) usando a identidade de 2 sen x cos x = sen 2x. Explique 
a aparência diferente das respostas obtidas em (a), (b) e (c). 
Se n for um inteiro positivo qualquer, prove que 


* cen? e E 
Ê sen“ nx dx = 5A 


l 


——apa 


> sen(m — n)x + 5 sen(m + n)x 


35. 


541 


Vamos usar a seguinte identidade trigonométrica: 


| > senx + 4 sen 5x) dx 
” sen x dx + + | sen 5x dx 


-+ cosx — “E cos 5x + C 


Se n for um inteiro positivo ímpar, prove que 


fo cos” x dx = 0 


Nos Exercícios de 36 a 38, me n são inteiros positivos; mostre 
que a fórmula dada é verdadeira. 


36. 
37. 


38. 
39. 
40. 
41. 


42. 


43. 


44. 


45. 


46. 
47. 


O semgn 


| 
J Cos nxx cos max dx = 
E | sem=n 


i 
E cos nxx sen mmx dx = O 


1 n sem £n 
f sen nxx sen mnx dx = 

a l sem=n 
Ache a área da região limitada pela curva y = sen? x e pelo 
eixo xdex = 0ax = 14. 
Ache o volume do sólido gerado pela rotação de um arco da 
senóide em torno do eixo x. 
Ache o volume do sólido gerado pela rotação da região do 
Exercício 39 em torno do eixo x. 
A região no primeiro quadrante limitada pela curva y = cos x 
e pelas retas y = lex = 5 gira em torno do eixo x. Ache 
o volume do sólido gerado. 
Ache o volume do sólido gerado pela rotação da região do 
Exercício 39 em torno da reta y = 1. 
A região limitada pelo eixo y e pelas curvas y = sen xe 
») = cosxpara0 «< x « 4 gira em torno do eixo x. Ache 
o volume do sólido de revolução gerado. 
Ache o centróide da região de x = la x = 
pela curva y = cos x e pelo eixo x. 
Ache o centróide da região descrita no Exercício 44. 


Prove 
l | n-2 
sen udu 


se n for um inteiro positivo maior que 1. 


>, limitada 





1 = 
[sen” udu=—-sen"”" !ucosu+ 
n 
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48. Prove O Exercício 49 refere-se a Secção Suplementar 6.7. 


49. A face de um dique tem a forma de um arco da curva 
fcos" spidii DE Renas [cost di » = —100 cos 57x, x € [—- 100, 100], e a superfície da 
n do água chega até a borda do dique. Ache a força decorrente 


da pressão da água na face do dique se a distância for medi- 
se n for um inteiro positivo maior que 1. da em metros. 











9.3 INTEGRAÇÃO DE Vamos lembrar as seguintes fórmulas envolvendo tangente, co-tangente, secan- 


POTÊNCIAS DA TANGENTE, te e co-secante: 
CO-TANGENTE, SECANTE E 
CO-SECANTE Ie u du = Infsec ul + € [cotg udu=lnl|senu| + C 


| sec udu=injlsecu+tgu) + € | cosec u du=In |cosec u-—cotgu| +C 
fsec2udu=tgu + C | cosec? u du = —- cotgu + € 
[sec utgudu=secu+C [cosec ucotgudu = -cosecu + €C 


Com essas fórmulas e as identidades trigonométricas 
| + tg?u = sec? u l + cotg? u = cosec? u 


podemos calcular integrais da forma 
| tg” usecrudu e | cotg” u cosec” u du (1) 


onde m e n são inteiros não-negativos. 


D ILUSTRAÇÃO 1 


(a) | tg? x dx = | (sec? x — Ddx (b) | cotg? x dx = | (cosec? x — IDdx 


- |sectxdx — | dx = | cosect x dx — | dx 
=tgx—-x+0C E 


Vamos distinguir agora os vários casos das integrais da forma (1). 


Caso 1: | tg” u du ou | cotg” u du onde n é um inteiro positivo. 


Escrevemos 
tg" u = tg" 2utg?u cotg” u = cotg”-? u cotg? u 
=tg”-?u(sec?u — 1) = cotg”-* u(cosec? u — 1) 





EXEMPLO 1 Calcule 


| tg” x dx 


9.3 Integração de Potências da Tangente, Co-Tangente, Secante e Co-Secante 543 


Solução 


tg x(sec? x — 1) dx 


| tg? x dx 


| 


tg x sec? x dx — | tg x dx 


+ tg? x + Injcos x| + C 


EXEMPLO 2 Calcule 
| cotg* 3x dx 


Solução 


| 


| cotg* 3x dx | cotg? 3x(cosec? 3x — 1) dx 


| cotg” 3x cosec” 3x dx — | cotg” 3x dx 


s(— cotg” 3x) — | (cosec? 3x — 1) dx 


— +cotg' 3x + ScotgIx + x + € 


Caso 2: | sec” u du ou | cosec” u du, onde n é um inteiro par positivo. 
Escrevemos 


sec” u = sec”-2u sec? u o “tosec”u = cosec”"-? ucoseclu 
(tg? u + 1) -22 sec? u (cotg? u + 1)" - 22 cosec? u 


EXEMPLO 3 Calcule 
| cosec*, x dx 
Solução 


| cosec* x dx = | (cotg? x + 1) cosec? x dx 


| cotg'x cosec?x dx + 2 | cotg?x cosec?x dx + | cosec? x dx 


=+cotg' x — <cotg'x — cotgx + C 


Caso 3: | sec” u du ou | cosec” u du, onde n é um inteiro ímpar positivo. 


Para integrar portências ímpares de secante e co-secante, usaremos integra- 
ção por partes. O procedimento está ilustrado no exemplo a seguir. 


EXEMPLO 4 Calcule 
| sec? x dx 


Solução Seja u = secxedv = sec? x dx. Então 


du = secxtgxdx e v=tgx 
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| tg” x sec” x dx 
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Logo, 
| sec! x dx = secxtg x — | sec x tg? x dx 
| sec*' x dx = secxtg x — | sec x(sec? x — 1) dx 


| sec? x dx = secxtgx -— | sec? x dx + | sec x dx 


Somando | sec* x dx a ambos os membros, obtemos 
2 | sec x dx = secxtgx + In|secx + tg x|-+ 2€ 


| sec x dx = >secxtgx+ Sln|secx + tgx| + € 





Caso 4: |tg” u sec” u du ou | cotg” u cosec” u du, onde n é um inteiro par 


positivo. 
Esse caso está ilustrado pelo exemplo a seguir. 


EXEMPLO 5 Calcule 
| tg” x sec! x dx 
Solução 


| tg” x sec! x dx = | te” x(tg? x + 1) sec? x dx 


| tg' x sec? x dx + | tg” x sec? x dx 


| 


stgix + stgêx + C 





Caso 5: | tg” u sec” u du ou | cotg” u cosec” u du, onde m é um inteiro 


ímpar positivo. 
O próximo exemplo ilustra esse caso. 


EXEMPLO 6 Calcule 


| tg” x sec” x dx 
Solução 
= | tg! x secs x sec x tg x dx 


ao | (sec? x — 1)? sect x(sec x tg x dx) 


| sec!º x(sec x tg x dx) — 2 | sec* x(sec x tg x dx) + | sect x(sec x tg x dx) 


spseclx —Ssecº'x + sec! x + € 
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Caso 6: | tg” u sec” u du ou | cotg” is cosec” u du, onde m é um inteiro par 


positivo e n é um inteiro impar positivo. 
O integrando pode ser expresso em termos de potências ímpares de secante 
ou co-secante. Por exemplo, 


[te x sec? x dx = f(seo? x — 1) sec? x dx 
— [sec x dx — | seo? x dx 


Para calcular cada uma dessas integrais usamos integração por partes, confor- 


me foi indicado no Caso 3. 


Nos Exercícios de 1 a 30, calcule a integral indefinida. 


l. fig 5x dx 2. fcotg? 4t dt 3. fx cotg” 2x” dx 
4. fe te(e”) dx 5, ) cotg” t dt 6. J tg” x dx 
q, fes 3x dx 8. [ cotg' 2x dx 9, [sec x dx 
10. ) cosec* x dx 11. f cosec? x dx 12. f see x dx 
471+ 
13. ) ex tee” dx 14. | gut D 
x 


15. ) tg x sec! x dx 
17. | cotg? 3x cosec! 3x dx 


19. [cs 2x + cotg 2x)? dx 


2senw— 1 
2”. | Eli 
cos w 


23. fig 3x dx 
du 

25. | ——— — 

i [Ss 


27. | aee 
tg” x 





ão | tg*dn ») seo Dm 


9.4 INTEGRAÇÃO POR 
SUBSTITUIÇÃO 
TRIGONOMÉTRICA 


16. [tg x sec? x dx 


18. J (sec 5x + cosec 5x)? dx 
20. Ls 
l + cosx 


NEM 


24. E 
sec” q 











4x 

é. e cosec 
cotg? x 

2 

" | ea sen? xx , 
cosé ne 

a: | sec* w 
Vtg w 


Nos Exercicios de 31 a 36, calcule a integral definida. 


31. JÊ “É tg3 4x dx 32. fia 3 sec* 2t dt 


2/16 
r/3 3 
34. | Ed dx 





33. À Es o sec* x dx 


n/2 4 
35. | di 
x/4 Senº f 

37. Ache a área da região limitada peta curva »y = 
eixo x e pela reta x = 7. 

38. Ache o volume do sólido gerado pela rotação da região limi- 
tada pela curva y = 3 cosec* x, pelo eixo x e pelas retas 
Xx=Znex =" em torno do eixo x. 

39. Ache o volume do sólido gerado pela rotação da região Ro 
tada pela curva y = sec? x, pelos eixos e pela reta x = n 
em torno. do eixo x. 


o Sec 





n/4 3 
36. [ ; COtg” W dw 


tg” x, pelo 


— cosec” x 
n 


40. Prove: | cotg x cosec” x dx = + C,sen = 0. 


41. Prove: | tg” x dx = AA em | te” -2 x dx, se 
n for um inteiro positivo maior do que 1. | 

42. Deduza uma fórmula similar àquela do Exercício 40 
para | tg x sec” x dx, sen = 0. 

43. Deduza uma fórmula similar àquela do Exercicio 41 
para | cotg” x dx, se n for um inteiro positivo maior do 


que 1. 


Se o integrando contiver expressões do tipo a? — u2, Va? + u?, ou vu? — a?, 
onde a > 0, em geral é possível efetuar a integração através de uma substitui- 
ção trigonométrica que levará a uma integral envolvendo funções trigonométri- 


cas. Vamos considerar cada forma como um caso separado. 


Caso 1: O integrando contém uma expressão da forma Va? — u?, onde a > 0. 
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Vamos introduzir uma nova variável 9 tomando u = a sen 0, onde 


0<0<iz seuz0 e -za<x0<0 seu<o 


Então du = a cos 8 dô, e 


a —u = la” — a? sen? O 
= Jal — sen? 0) 
= a'cos” 6 


Como -imx <0<J57,cos0 > 0. Então vcos? 0 = cos 6, e 


Ja? —u =acos6 


Como sen60 = u/ae -;n< 0< 57, 


U 
6 = sen”! — 
a 





EXEMPLO 1 Calcule 


| E 
E dx 





Ed 
Solução Sejax = 3sen0,onde0O<0<insex>0€e-;a <0<0Ose 
x < 0. Então dx = 3 cos 0 dO e 


J9—- xº=./9 — 9sen2?8 
= 3./cos” 6 


— 3 cos O 


Logo, 


[Pa aço cos 8 dê) 





= fes cotg”? 6 d6 


| (cosec? 0 —- 1) dô 


—-cotg0 —- 060 + € 


Como sen60 = Iixe-in <0< 47,0 = sen! ;x. Para encontrar cotg 6, 
consulte as Figuras 1 (para x > 0) e 2 (para x < 0). Observe que em ambos 
os casos cotg O = 9 — x2/x. Logo, 


[E 9 — x E ai 
x 


dE seno 
X 7 sen 3 





Caso 2: O integrando contém uma expressão da forma Va? + u?, onde a > É 
Introduzimos uma nova variável 0 fazendo u = a tg 8, onde 


O<o<jz seuz0 e -;za<0<0 seu<o 
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Então du = a sec? 6 do, e 
V2ru=V/2 +17 0. 
=avl+tg 0 
= a/stc? 8 
Como -;7 <0<x,sec0 >il. Assim sec? 8 = sec 0,e 


Ja? +u” =asecl 


Como tg0 = ulae-;n<0< gr, 


u 
O = tg”! — 
a 





EXEMPLO 2 Calcule 
[ae + 5 dx 


Solução Substituímos x = Js tg 0, onde 0 < 0<>7n sex>z0€ 
->7 <0<0Osex< 0. Então dx = v5 sec? 6 doe 


Jx2+5=/5Stg20 +85 
= 5,sec? 0 


5 sec 8 
Logo, 
[e +5 dx= [vs sec 0/5 sec? 8 de) 
=5 | seo? 9 dg 


Usando o resultado do Exemplo 4 da Secção 9.3, temos 
[be + Sdx = 35sec0tg0 + > In|sec 0 + tg 0] + € 


Determinamos sec 0 das Figuras 3 (para x > 0) e 4 (para x < 0), onde 
tg O = x/v5. Em ambos os casos vemos que sec 6 = x? + 5/5. Logo, 


” Vx? à e 
505 
+2Inl/x2+5+x)-2In/5+C 
+3In(Vx?+5 +)+0C, 


Observe que Eos mos -2lInvVS + C pela constante arbitrária C,. Além disso, 
como x? + 5 + x>60, eliramios as barras de valor absoluto. 


+ € 











Caso 3: O integrando contém uma expressão da forma Vu? — a?, onde a > 0. 
Introduzimos uma nova variável fazendo u = a sec 8, onde 


O<0<sn suzaen<o<)r seu<x-a 
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Xx< —3 
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Então du = a sec 0 tg O dO e 

2 —-a=/a?sec?0-—a? 

= Va/(sec? 6 — 1) 
=avtg' 0. 


Como 0 <0<irour<0<S7n,tg0 >o0. Assimyvtg?0 = tg 0, e temos 


u2-—-a?=atg0 
Como sec O = u/ae O estáem [0, 7) U [7, 57), 


“u 
0 =seç”! -— 
a 


EXEMPLO 3 Calcule 


| dx 

xx? — 9 

Solução Sejax = 3sec0,onde0O<0<insex>3Iemn<0<snse 
x < —3. Então dx = 3 sec 60 tg 0 dd e 


x? —9=/9sec?0-—9 
= 3vVtg? 0 
=3tg0 
Logo, 
x 3 sec O tg O do 
iués -|5 sec 0 - 3tg 0 


= 3 | cos? 8 do 


= | (1 + cos 20) do 


= &(0 + 1 sen20) + € 
= s4(0 + send cos 0) + C 


Como sec 60 = ixeOestáem (0,57) U (7, 57),0 = sec”! +x. Quando 
x>3,0<6<7, e obtemos sen 6 e cos 6 da Figura 5. Quando x < —3, 
7 <0< sz, e obtemos sen O e cos O da Figura 6. Em ambos os casos 
sen O = ad — 9/x e cos O = 3/x. Logo 





] ne x —-9 3 
me tt *  — C 
[55 = € 54 sa (see 3 a E —) E 
Lo x o Vyxºt—9 
Ta sta + 


EXEMPLO 4 Calcule 


dx 
| da 
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Solução Sejax = Ssec0,onde0O<0<ixsex>S5Sen<0<sanse 
x < —S. Então dx = S sec O tg O dO e 


dx? — 25 = «/25 sec? 8 — 25 
= 5v'tg' 0 


=5Stg 6 


Logo 
x — | 5SsecOtg Odo 
dx -25 Stg 0 
= f sec 0 do 


= Injsec0 + tg 0) +C 


Para encontrar tg 6, consulte a Figura 7 (para x > 5) e a Figura 8 (para 
x < —5). Em ambos os casos, sec O = x etg0 = 5x? — 25. Temos, 


então, 
2 aeee 
A Cd = Fo, 
5 5 
=Injx+vxº—-25|-In5+C 
=— In|x + axe ss 25| + C, 


= In 





[E 


EXEMPLO 5 Calcule 


E dx 
| (6 — x2)*2 


Solução Para calcular a integral indefinida | dx (6 — x2)2 fazemos a ' 


up ção é J6 sen 0. Nesse caso, podemos restringir 6 ao intervalo 
O <60< 7, pois estamos calculando uma integral definida para a ua, x>0, 
uma vez eeestá em [1, 2). Assim, x = 46 sen 9, 0O<0<inr,edx = 
a “6 cos 6 d8. Além disso, 


(6 — x)? = (6 — 6 sen? 93! 
= 6,/6(1 — sen? 6)? 
= 6,/6(cos? 0)3/ 
= 6,/6 cos? 6 


Logos, 
[em - [Ve 6 cos 6 do 
(6 — Epa 6,/6 cos? 6 cos” 6 
6 | cos? 8 


= : | see 6 do 


=:tg0+C 
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Encontramos tg 6 da Figura 9, na qual sen O = 


tg O = x/6 — x2, e portanto 
cc 
(6—-xP2 6/6-x? 
Logo, 


ER dx o x | 
Jd (6—-x)2 6/6-x2| 





x/V6e0< 07x. Assim, 


FIGURA 9 








EXERCÍCIOS 9.4 
Nos Exercícios de 1 a 24, calcule a integral indefinida. 
2. | da x 3. | ER sa 
x? xx? + 4 
6. [VI —u? du 
dx 


x? 
a [E 


[E 
x2,/4 — x? 
a | x?dx 

JlX+6 


dx 
5. —— em 
| x/25 — x? 
- | dx 
DO É aa Rea, ha 


8 | dw 
RT 


dx dx dx 
10. mama 11. = 00 — 12. =""——— 
| (4 + x?)?!2 | (4x? — 9)*? | x*/16 + x? 
3 
13. e E a 
Rem +25 (25 — x?) 


15. 


dx 
PERENE lo fo. 
iso V4x + x? | V4x — x? 


dx 
17. | ————— 18. | AA 
| (5 — 4x — x2)3/2 á | RE 
sec? x dx e * dx 
19. 20. 
[Ea (4 — tg? x)*? [esco o 
51 In* w dw 


E na 
| (22 — E + 1872 
16 E >; 
24. | ig 
e 


wvIn? w — 4 


e' dt 
dE 
| (e?! + 8e + 7)? 


Nos Exercícios de 25 a 32, calcule a integral definida. 


É dx 


3 4 
e DRE e e 
o (16 + x? 


o 16 — x? 


25. 


29. 


31. (. 


34. 
35. 
36. 


37. 


38. 


39. 


40. 








[ii fes dx sã |, x? dx 

É x Jo 4 — x? 
Lais dx Er h — dx 
4 XX? — Dixie 43 


6 dw 
32. e 
| (w? — 4)*2 


. Use os métodos das secções anteriores (isto é, sem substitui- 


ção trigonomeétrica) para calcular as integrais: 
3 dx 5x dx 


Brl= = — 

di o) | ue di lz — 2x? 

Ache a área da ap limitada pela curva y = x? — 9/x?, 
pelo eixo x e pela reta x = 5. 

Ache o comprimento do arco da curva y = In xentrex = 1 
ex =3. 

Ache o volume do sólido gerado pela rotação da região do 
Exercício 34 em torno do eixo y. 

Ache o volume do sólido gerado pela rotação da região à di- 
reita do eixo y, limitada pela curva y = x49 — x2 e pelo 
eixo x, em torno do eixo x. 

Ache o comprimento do arco da parábola y = x? de (0, 0) 
a (1, 1). 

Ache o centro de massa de uma barra com 8 cm se a den- 
sidade linear num. ponto a x cm do extremo esquerdo é 
p(x) g/cm onde p(x) = dx? + 36. 

A densidade linear de uma barra num ponto a x m de um 
extremo é V9 + x? kg/m. Ache a massa e o centro de mas- 
sa da barra, sabendo que ela tem 3 m. 





- Ache o centróide da região limitada pela curva 


yx? = Vxº — 9, pelo eixo xe pela reta x = 5. 
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42. Use integração para obter xr? unidades de área para a área 44. Uma comporta num canal de irrigação tem a forma de um 
da região cercada por uma circunferência com r unidades de segmento de círculo com 40 cm de raio. A parte superior da 


ralo. 


Os Exercícios de 43 a 45 referem-se à Secção Suplementar 6.7. 


comporta é hórizontal e 30 cm acima do ponto mais baixo. 
Se o nível da água estiver 20 cm acima da borda da compor- 
ta, ache a força sobre ela, exercida pela pressão da água. 


43. Uma tubulação horizontal cilíndrica tem um diâmetro inter- 45. Um tanque de automóvel tem a forma de um cilindro circu- 


no de 4 m e tem uma extremidade fechada por um registro lar reto com 8 cm de raio, com um eixo horizontal. Ache a 
circular que se ajusta à tubulação. Se a tubulação contiver força total num extremo, quando a gasolina atingir 12 cm 
água até uma profundidade de 3 m, ache a força no registro, de profundidade, sabendo que a densidade da gasolina é 


exercida pela pressão da água. 


9.5 INTEGRAÇÃO 

DAS FUNÇÕES RACIONAIS 

POR FRAÇÕES PARCIAIS QUANDO 
O DENOMINADOR TEM SOMENTE 
FATORES LINEARES 


p g/em'. 


Da definição de função racional, H será racional se H(x) = P(x)/O(x), onde 
P(x) e Q(x) são polinômios. Vimos previamente que se o grau do numerador 
não for menor do que o grau do denominador, temos uma fração imprópria 
e, nesse caso, dividimos o numerador pelo denominador até obter uma fração 
própria, isto é, uma fração cujo numerador tenha grau menor do que o grau 
do denominador. Por exemplo, 


Ho tOt+x+l o q, 3X—23 e 
xº— 4 = x? — 4 


Ássim, se quisermos integrar 


XlOXd+3x+to, 
x* — 4 É 


o problema se reduz a integrar 


3x — 23 
2 
fe - gar + | ED ds 


Em geral, então, estamos interessados em calcular integrais do tipo 


| P(x) je 
O(x) 
onde o grau de P(x) é menor do que o grau de Q(x). 

Para fazer isso, em geral é necessário escrever P(x)/O(x) como a soma de 
frações parciais. Os denominadores das frações parciais são obtidos fatorando 
O (x) num produto de fatores lineares e quadráticos onde os fatores quadráti- 
cos não têm zeros reais. Algumas vezes pode ser difícil encontrar esses fatores 
de O(x); porém, um teorema-de Álgebra Avançada estabelece que teoricamente 
isso sempre pode ser feito. 

Após fatorar Q(x) num produto de fatores lineares e quadráticos, o método 
de determinar as frações parciais irá depender da natureza desses fatores. Va- 
mos considerar separadamente os vários casos. Os resultados de Álgebra Avan- 
çada, que não estão provados aqui, fornecem a forma da fração parcial em cada 
caso. 





Caso 1: Os fatores de Q(x) são todos lineares e nenhum é repetido. Isto é, 
O(x) = (ax + bila;x + bo)... .(a,x + b,) 
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onde não existem dois fatores idênticos. Nesse caso escrevemos 
P(x) As A, A, 
E +—-—— | +. +—— 
O(x) ax+b, ax+b, ax + by 
onde 4,, 4,, ..., 4, são constantes a serem determinadas. 
Observe que na igualdade acima, em vez de = usamos = (que se lê idênti- 


co), pois (1) é uma identidade. 
A ilustração a seguir mostra como obter os valores de 4,. 


b ILUSTRAÇÃO 1 Para calcular 
(x — 1) dx 


Xe é = Dx 
fatoramos o denominador obtendo 
x-—1 o x—1 
x —-xº—-2x xx-2(x+ 1) 
Assim, 
x—1 A B C 
X 


MEDO. » "Red Gi 





(1) 
Como (1) é uma identidade, deve ser válida para todo x exceto O, 2e —1. 
De (1), 
x— 1l=A4A(x— 2(x + D) + Bx(x + 1) + Cx(x — 2) (2) 


A igualdade (2) é uma identidade válida para todos os valores de x inclusive 
O, 2e — 1. Queremos encontrar as constantes 4, Be €. Substituindo x por O 
em (2), obtemos 


-1=-24 o 4=1 

Substituindo x por 2 em (2), obtemos 
1=6B < =+ 

Substituindo x por — 1 em (2), obtemos 
—2=3C o C=—-$ 


Há um outro método para encontrar os valores de 4, Be €. Se no segundo 
membro de (2) agruparmos os termos, 


x-1=(A+B+Ox +(-4+B-20x- 24 


Como temos uma identidade, os coeficientes do primeiro membro devem ser 
iguais aos coeficientes correspondentes do segundo membro. Assim, 


A+B+C=0 
—-A+B-2C=1 
—24=—1 
Resolvendo essas equações simultaneamente, obtemos 4 = >, B=>e 
C = — 4. Substituindo esses valores em (1), teremos 


1 1 


à ad g —3 
j 4.6 3 


RE di a 
xx— 2x +) x x—2 x+1 
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Assim, a integral dada pode ser expressa da seguinte forma: 


=] ml[dx lf de. 2f dx 
Ix-x-2)%x " 2] x 6|lx-2 3Ix+41 


= 1 Inlxl+&lnx—2)—-$Inlx+ 1|+gInc 
= &(3Injx + Injx — 2) — 4Injx+ 1|+InC) 
: Cx(x — 2) 

6 (x + 1º 


A 


In 








Caso 2: Os fatores de Q(x) são todos lineares e alguns são repetidos. 
Suponha que (a;x + b,;) seja um fator que se repete p vezes. Então, corres- 
pondendo a esse fator haverá a soma de p frações parciais 


| A, 
(ax+b)P (ax+bp to CC (ax+b) ax+b; 


onde 4,, 4;, ..., 4, são constantes a serem determinadas. 
O Exemplo 1 a seguir ilustra esse caso e o método de determinar cada 4.. 


EXEMPLO 1 Calcule 


(e — 1) dx 
xx — 2) 


Solução A fração no integrando pode ser escrita como soma de frações 
parciais da seguinte forma: 
o A B C D E 


RR Re) Deo PO (3) 


Multiplicando ambos os membros de (3) pelo minimo múltiplo comum, teremos 
x —-1=4(x—- 2) + Bx(x— 2) + Cx? + Dx“(x — 2) + Ex*(x — 2)? (4) 
Substituindo x por 2 em (4), obtemos 
71=40 & C=i 
Substituindo x por O em (4), obtemos 
—1=-84 o 4=3 


Substituímos esses valores de 4 e C em (4) e expandindo as potências dos binô- 
mios, teremos 


x —-1=h(x' — 6x? + 12x — 8) + Bx(xº — 6x? + 12x — 8) + 3x? + Dx? — 2Dx? + Ex“xº — 4x + 4) 
x -1=(B+Ex!+(1-6B+D-4E)x +(-S+ 12B+1-2D + 4E)xX? +(-8Bx—l 
"Igualando os coeficientes das potências iguais de x, obtemos 
B+E=0 
;—-6B+D-4E=1 
-2+12B+4-2D+4E=0 
3-8B=0 
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Resolvendo, obtemos 


B=% D-i E=--& 
Logo, de (3) 
==] E: 16 à ã =16 
O "x mo) MEN so 
Assim, 
o ae | 
[pd 
24 Et dx 1 dx RR dx 3 d 
“8)xº 16) x 4](x-9D 4](x-27 16] x-2 
13 7 5 3 
= es E ato | e em REI OSÃE ra 
x tie gama Tex —2+€ 
o TX +itx—a 3, X I.c 
8x(x — 2)? 16 D 





EXEMPLO 2 Calcule 


E du 
PR 


Solução 
| | B 


O TO E 
ul— a u— a ut+a 








Multiplicando por (u — a)(u + a), obtemos 
l=A(u+a)+ B(u-—a) | 
I=(A44 Bju+ Aa - Ba 
Igualando os coeficientes, teremos 
A+B=0 
Aa — Ba= 1 


IH 


Resolvendo simultaneamente, obtemos 











du a du Í du 
u—-a? 2alu-a Zalu+a 


l | | 
= 5a lnju — al — sa lnlu + aj + € 


u—a 
u+a 





] 
= —ln 


a + C 








ft) 






Ho = Be 
FIGURA 1 


ft) 


ft) =A- Bet 
FIGURA 2 
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O tipo de integral do exemplo acima ocorre com uma freqiiência tal que jus- 
tifica ser dado como fórmula. Não é necessário memorizá-la pois trata-se de 
uma integração por frações parciais extremamente simples. 





Na Secção 7.7 discutimos o crescimento exponencial que ocorre quando a ta- 
xa de crescimento de uma grandeza é proporcional à quantidade da grandeza 
existente num dado instante. Obtemos o modelo matemático 


fe) = Be* (5) 
onde k é uma constante positiva, B unidades representa a quantidade presente 
inicialmente e f(t) unidades é o quanto existirá após t unidades de tempo, onde 
f(t) > B para t > 0. Também foi discutido na Secção 7.7 o crescimento limita- 
do, o qual ocorre quando uma grandeza cresce a uma taxa proporcional à dife- 
rença entre um número positivo fixo 4 e o seu tamanho. Um modelo matemático 
que descreve a situação é 


JW) = A — Be*. (6) 


onde Be k são constantes positivase 4 —- B< f(f) < A para t 2 0. As Figuras 
l e 2 apresentam esboços dos gráficos de (5) e (6), respectivamente. 

Considere agora o crescimento de uma população que é afetado pelo meio 
ambiente, o qual impõe uma limitação superior em seu tamanho. Por exemplo, 
espaço ou reprodução podem ser fatores limitados pelo meio ambiente. Em tais 
casos, o modelo matemático do tipo (5) não se aplica, pois a população não 
cresce além de um certo ponto. Um modelo que leva em conta os fatores am- 
bientais é obtido quando uma quantidade está crescendo a uma taxa conjunta- 
mente propocional a seu tamanho e à diferença entre um número 4, positivo 
fixo, e seu tamanho. Assim, se y unidades for a quantidade de uma grandeza 
presente em £t unidades de tempo, 

DA) () 
onde k é uma constante positiva, ce 0 < y < 4 para t 2 0. 

Para resolver (7) primeiro separamos as variáveis, obtendo 


dy 
a | 
KA — 3) 
dy N 
Iara (8) 
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Escrevendo o integrando à esquerda como soma de frações parciais, teremos 


Í 4 (5+ | ) 

HA —y) Aly Ay 

Assim, 
dy | ( | ) 
E -+——— d 
[a 4| v A-yjO 
l 
= a Only) — InJA — »D)+C; 

“Logo, de (8), temos 

1 

q (nly) —InjA—- y)=kt+C, 


InjA — y|— In|y|= — Akt — AC, 
Ay 
y 
Asa 

A 








as e” Aktg— 4C2 





Como 0<y<A,(A — y)/y > 0. Assim sendo, podemos omitir as barras 
de valor absoluto. Com B = e-4€> temos 


A-—y= Bye 44 
y1 + Be 4) = 4 
A 
"+ Beda ê 


Se tomarmos y = f(t), então essa igualdade pode ser escrita como 


p| 
MU = 7748 t>0 (10) 


onde 4, Be k são constantes positivas. Para fazer um esboço do gráfico de 
f, consideremos primeiro lim J(t). De (10), 
t> + 


A 
do = im e 
t> + 
A 


“1+B:0 
=A 
e f(t) está tendendo a A através de valores menores que 4. Logo, a reta f(x) 


A é uma assíntota horizontal do gráfico de f. Como f(0) = Ás o gráfico 





FIGURA 3 


Tabela 1 
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Er, 
1 + B 


fico de f tem um ponto de inflexão em t = 


intercepta o eixo f(?) em . No Exercício 38 você deverá mostrar que o grá- 


In B. Com essa informação 





fazemos um esboço do gráfico, conforme mostra a Figura 3. Ele é chamado de 
curva do crescimento logístico. Observe que quando d é pequeno, o gráfico é. 
similar ao do crescimento exponencial da Figura 1; à medida que í cresce, a 
curva torna-se semelhante àquela do crescimento limitado da Figura 2. 

Uma aplicação do crescimento logístico em Economia é dada pela divulga-. 
ção de informações sobre um dado produto. O crescimento logístico é usado 


' em Biologia para descrever o alastramento de uma doença e em Sociologia, pa- 


ra descrever a propagação de um boato ou rumor. 


a 





EXEMPLO 3 Em uma comunidade de 45.000 pessoas, a taxa de crescimento 
de uma epidemia de gripe é conjuntamente proporcional ao número de pessoas 
que a contraíram e ao número de pessoas que não a contraíiram. (a) Se 200 pes- 
soas tiveram a gripe quando irrompeu a epidemia e 2.800 pessoas tiveram gripe 
3 semanas depois, ache um modelo matemático que descreva a epidemia. Pelas 
estimativas, qual o número de pessoas que terá gripe (b) após 5 semanas e (c) 
após 10 semanas? (d) Se a epidemia continuar indefinidamente, quantas pes- 
soas irão contraí-la? 


Solução 


(a) Se t semanas já se passaram desde que irrompeu a epidemia e y pessoas con- 
traíram a gripé após as £ semanas, então 


a = ky(45.000 — )») | (11) 


onde k é uma constante e O < y < 45.000 para todo t > 0. As condições 
laterais são dadas na Tabela 1, onde y; e Yj São o número de pessoas com 
gripe após 5 e 10 semanas, respectivamente. 

A equação diferencial (11) tem a forma de (7) e sua solução geral é da 
forma de (9). Logo, a solução geral de (11) é 


Z 45.000 
LS | + Be 45.000kt (12) 


Como y = 200 quando t = 0, de (12) temos 


45.000 

Aid 1 + Beº 
1+ B= 225 
B = 224 


Substituindo esse valor de B em (12), obtemos 


o 45.000 
PO + 224e-850% ii 
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Quando t = 3, y = 2.800. Assim, de (13) temos 


2800 = — 43.000 
1 + 224e-135.00% 


45.000 
+ 224e-135.000k — SUL 
da 2.800 


1 + 224e- 135000% 16,0714 
omisso — 15,0714 


224 
— 135.000k = In 0,0672830 
k = — In 0,0672830 
135.000 
k = 0,0000199915 


Substituindo esse valor de k em (13), obtemos 


45.000 
1 + 224e7 0899616 


que é o modelo matemático pedido. 
(b) Como y = y, quando t = 5, (c) Como y = y, quando t = 10, 


45.000 45.000 


Y5 = + 2440-4480 do = 4 + 2240-8561 
" 45.000 o 45.000 
— 1 + 224(0,0111303) — 1+224(0,000123885) 
= 12.882,2 = 43.785,0 


Logo, 12.882 pessoas devem contrair a gripe após 5 semanas e 43.785 de- 
vem contrai-la após 10 semanas. 


(d) Como 
fi 45.000 = 45.000 
t+ | + 224008866 — 14 224-0 
= 45.000 


toda a comunidade de 45.000 pessoas irá contrair a gripe se a epidemia con- 
tinuar indefinidamente. 





Em Química, a lei de ação das massas fornece uma aplicação de integração 
que nos leva ao uso de frações parciais. Sob certas condições, sabe-se que uma 
substância 4 reage com uma substância B para formar uma terceira substância 
C, de tal forma que a taxa de variação da quantidade C seja proporcional ao 
produto das quantidades de A e de B ainda presentes em qualquer tempo dado. 

Suponhamos que existam inicialmente a gde A eBgdeBequergde A 
combinem-se com s g de B para formar (r + s)g de C. Se houver x g de C 
em í unidades de tempo, então € conterá rx/(r + s)g de 4 esx/(r + s) g de 
B. O número de gramas da substância 4 que restou é a — rx(r + 5), eo 


Tabela 2 


4 
x 


Õ 
Ó 


10 
2 


15 
X15 
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número de gramas de B que restou é B — sx/(r + 5). Logo, a lei de ação de 
massas dá 


dx rx SX 
E-x(a- (8-8) 


onde K é a constante de proporcionalidade. Essa equação pode ser escrita como 


dx Krs PES. ds E 
dt (r+slr a S 




















Tomando 
Krs r+s r+s o 
(r + s E p S b 
essa igualdade torna-se 
d 
a — Ka — xXb — x) (14) 
Podemos separar as variáveis em (14) e obter 
dx 
— = k dt 
(a — x)Xb — x) 


Sea = b, então o primeiro membo da equação pode ser integrado usando a 
fórmula da potência. Sea x b, podemos usar frações parciais para a integração. 


EXEMPLO 4 Uma reação química faz com que uma substância 4 combine- 
se com uma substância B para formar uma substância C, de acordo com a lei 
de ação de massas. Se na equação (14)a = 8,b = 6e 2g de substância C 
formaram-se em 10 min, quantos gramas de € terão se formado em 15 min? 


Solução Se x g da substância € formaram-se em é min, temos as condições 
laterais mostradas na Tabela 2, onde x, g da substância € serão formados em 
15 min. A equação (14) torna-se 


dx 


a — *(8 — 26 — x) 


Separando as variáveis, temos 


dx 


Escrevendo o integrando como soma de frações parciais, iremos obter 


a AB 
(8-x(6—-x) 8-x 6-—-x 


I=A(6-x)+ B(8- >) 


Substituindo x por 6, obtemos B = +, e substituindo x por 8, obtemos 4 = — +. 
Assim sendo, (15) pode ser escrita como 


l dx l dx 
to | fa 
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Integrando, teremos 


2 ]In|8 — x| — 5 Inf6 — x| + 3 In]C| = kt 














6 — x 
In |—— | = — 2k 
“ICB 
6 — x -2k 
O Ce 
Substituindo x = 0, t = 0, nesta equação, obtemos C = 4). Logo, 
G=%0 3 25% 
=. , : 16 
8x 4“ o 
Substituindo x = 2, t = 10 em (16), teremos 
4 — 30-20 
e 20k rm É 


Substituindo x = x,5, t = 15 em (16), teremos 


br 
8- xs 4 


46 — x15) = 3(e”20M3/2(8 — X15) 
24 — 4x5 = e — X15) 
- 


(SE 

cd 
E e 

SR RO 


Xis = 2,6 


e 3Ok 


Portanto, 2,6 g de substância C serão formados em 15 min. 











EXERCÍCIOS 9.5 





Nos Exercícios de 1 a 20, calcule a integral indefinida. oe = 7 dt 
| fi l | sd as (2x + 3x + 1)? di Jor + 1) 
a Ds? = IS. J: aaa 16. IS A ad 
à [5a a | (4x — 2) dx (22 — 4) x? — 4xº + 5x — 2 
as [E +3x) —- 5x? —- 4x + 17 5 
s [ do 6 [es q RA 
2w? + Tw — 4 Ps) 8. [EA E 
[Gio . [a 2xº — xé 
4x) — x ' x —1 19. Le SS E — 24xº + 30x? + 52x + 17 
JE e a RIR AE PARE + 4x +4 
10. | ——— — dx 
x* + 3x? | x* — x 20. Las E 
o. | dx o [as 16x a +1 
x2(x + 1)? wX — x? j 


9.6 Frações Parciais Quando o Denominador Contém Fatores Quadráticos 


Nos Exercícios de 21 a 28, calcule a integral definida. 


21. 


5 
|, x) +4x2 + 5x+2 


2 x—3 
[5 5 dx 
[XX + x 
| Eee 


xx + 1 
N 5x2 — 3x + 18 


4 — 
2 (x — 2) dx 
o 2x] + 1x + 3 


* (2x? + 13x + 18) dx 
ai Es | ESSES 
é |, (3x? + 7x) dx 

o X* + 6x? + 1Ix + 6 
38, E 
o 2X) + 9x? + 12x + 4 


d 
1 9x — x? 2 


(x? — 3) dx 


- Ache a área da região limitada pela curva y = (x — 1)/ 


(x? — 5x + 6), pelo eixo x e pelas retas x = 4e x = 6. 


- Ache a área, no primeiro quadrante, da região limitada pela 


curva (x + 2)?y = 4 — x. 


« Ache o volume do sólido de revolução obtido quando a re- 


gião do Exercício 29 gira em torno do eixo ). 


+ Ache o volume do sólido de revolução obtido quando a re- 


gião do Exercício 30 gira em torno do eixo x. 


+ Ache o centróide da região limitada pela curva y = (x — 1)/ 


(x? — 5x + 6), pelo eixo x e pelas retas x = 4e x = 6. 


+ Ache o centróide da região, no primeiro quadrante, limita- 


da pela curva (x + 2)2y = 4 — x. 


« Um dia em um campus universitário com 5.000 alunos, on- 


de se esperava uma assembléia estudantil um aluno ouviu que 
certo estudante polêmico iria fazer, durante a assembléia, um 
discurso explosivo. Essa informação foi transmitida para ami- 
gos que, por sua vez, a transmitiram a outros. A taxa com 
que se espalhou essa informação é conjuntamente propor- 
cional ao número de pessoas que a ouviram e ao número de 
pessoas que não a ouviram. (a) Se após 10 min 144 pessoas 
ouviram a informação, ache o modelo matemático que des- 
creve a divulgação da notícia. Quantas pessoas terão ouvido 
a notícia (b) após 15 min e (c) após 20 min? (d) Quantas pes- 
soas eventualmente ouvirão a notícia? 


- Numa determinada cidade com população 4, 20% dos ha- 


bitantes ouviram pelo rádio a notícia de um escândalo poli- 
tico local. A taxa de disseminação da informação é conjunta- 
mente proporcional ao número de pessoas que a ouviram e 
ao número de pessoas que não a ouviram. Se após 1 hora 
50% da população já sabe do escândalo, quanto tempo le- 
verá para que 80% da população tome conhecimento do fato? 


37; 


38. 


39. 


42. 


43. 
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Numa comunidade onde 4 pessoas são suscetíveis a um de- 
terminado vírus, a taxa de propagação do vírus é conjunta- 
mente proporcional ao número de pessoas que o contraíram 
e ao número de pessoas suscetíveis que não o contraíram. 
Se 10% dos suscetíveis contraíram o virus inicialmente e 25% 
foram infectados após 3 semanas, qual a porcentagem dos 
suscetíveis que foram infectados após 6 semanas? 

Mostre que o gráfico da função f definida por (10) tem 
Ta In B. 

Um fabricante que começou a operar quatro anos atrás de- 
terminou que o rendimento das vendas vem crescendo estavel- 
B+3 + 6+7 
+3+2 
t é o número de anos que a fábrica vem operando. Estima-se 
que o rendimento total das vendas continuará crescendo à 
mesma taxa nos próximos dois anos. Se o rendimento total 
do ano que acabou foi de $ 6 milhões, qual será o rendimen- 
to total das vendas esperado daqui a um ano? Dê a resposta 


um ponto de inflexão em £t = 


mente à taxa de milhões por ano, onde 


com precisão de $ 100. 


Uma partícula move-se ao longo de uma linha reta de tal for- 
ma que se v m/s for a velocidade após ts, então , 
t+3 
Vea 
tt+3t+2 
Ache a distância percorrida pela partícula desde o instante 
em que t = O ao instante em que t = 2. 


- Suponha, no Exemplo 4, quea = 5,b = 4elgdeCseja 


formado em 5 min. Quantos gramas de C deverão ser for- 
mados em 10 min? 

Suponha, no Exemplo 4, quea = 6,b = 3elgdeCseja 
formado em 4 min. Quanto tempo irá decorrer para estarem 
formados 2 g de €? 

Em qualquer instante, a taxa segundo a qual uma substân- 
cia se dissolve é proporcional ao produto da quantidade pre- 
sente em qualquer instante pela diferença entre a concentração 
da substância na solução naquele instante e a concentração 
da substância em uma solução saturada. Uma quantidade de 
material insolúvel é misturada com 40 g de sal, inicialmente. 
O sal é dissolvido num tanque com 20 litros de água. Se 
S g de sal dissolvem-se em 10 min e se a concentração de sal 
numa solução saturada for de 3 g/L, qual a quantidade de 
sal dissolvido em 20 min? 








9.6 . INTEGRAÇÃO DAS 
FUNÇÕES RACIONAIS POR 
FRAÇÕES PARCIAIS QUANDO O 
DENOMINADOR CONTÉM 


FATORES QUADRÁTICOS Cosas: 


A discussão de integração de funções racionais por frações parciais continua 
com os dois casos onde o denominador contém fatores quadráticos irredutíveis. 
Lembre-se da Álgebra, que um fator ax? + bx + c será irredutível se uma 
equação ax? + bx + c = 0 não tiver raízes reais, isto é, b? — 4ac < 0. 


Os fatores de Q(x) são lineares e quadráticos, e nenhum fator qua- 
drático é repetido. 


562 Técnicas de Integração 


Correspondendo ao fator quadrático ax? + bx + c no denominador, temos 
uma fração parcial da forma 


Ax + B 
ax? + bx + € 


EXEMPLO 1 Calcule 


(x? — 2x — 3) dx 
(x — D(x? + 2x + 2) 


Solução A fração no integrando pode ser escrita como a seguinte soma de 
frações parciais: 
x —2x—3 Ax + B C 

RO (1) 

(x— Dx +2x+2) x +2x+2 x—1] 
Multiplicando ambos os membros de (1) pelo mínimo denominador comum, 
teremos 

x? —-)x—3=(Ax+ Blx—- D+ Cx + 2x + 2) (2) 


Podemos calcular € substituindo x por 1 em (2) e obtendo 

—4=5C o C=-$ 

Substituímos C por — 5 em (2) e multiplicando o segundo membro, obtemos 
XxX —-2x-3=(A-3x2 +(B-A4-Bx+(-8-B) 


Igualando os coeficientes das potências iguais de x, teremos 


A-&=1 
B-A-S=-2 
—S — B= 3 
Logo, 
A=3 B=% 


Substituindo os valores de 4, Be €C em (1), teremos 
DAS un AS —s 
(xx +2x+2) x+2x+2 xl 





Assim, 


es Desa 
— + ———— dx 
(x — Dx + 2x + 2) 


o 9 x dx do ; dx 4 dx (3) 
“Slx4+42x+2 5S|xº4+2x+2 5] x-—1 


Para integrar | (x dx)/(x? + 2x + 2) vemos que a diferencial do denominador é 
2x + 1) dx; assim, se somarmos e subtrairmos 1 no numerador, iremos obter 


9 x dx 9 (x+Ddx 9 | dx 


| BS | SIT 2 dx de) 
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Substituindo essa desigualdade em (3) e combinando os termos, teremos 
x —2x—3 NX Ot&oSo» 
(x — D(x? + 2x + 2) — D(x? + 2x + 2) 
914/ UAx+l)dx 2 dx 4 dx (4) 
52)x+2x+42 5]xº+2x+2 5]x—l 


= hd Injx? + 2x + 2] — In|x — 1] 


2 4 
SJ] (+41 5 
=Slnx+2x+2]-2tg Mx + D- Blinkx 1l+dlnc 
Lo ex +2x 429] 2 


=—1 — tg”! | 
o O E 








> ILUSTRAÇÃO 1 No Exemplo 1 podemos evitar algumas passagens, se, em 
vez de (1), expressarmos a fração original como 


x — 2x — 3 -DEx+D+HE F 
(x-1)(xº2+2x+2) x2+2x+2 x—1 





Nota: Escrevemos D(2x + 2) + E em vez de 4x + B pois 
2x +2=Dlxº+2x+2) 
Então, resolvendo para D, E e F, obtemos 
D = & E = —f F=-S 
resultando diretamente (4). - «4 


Caso 4: Os fatores de Q(x) são lineares e PESADOS: e alguns dos fatores 
quadráticos são repetidos. 

Se ax? + bx + c for um fator quadrático de Q(x) que se repete p vezes, en- 
tão, correspondendo ao fator (ax? + bx + c), teremos a soma das p frações 
parciais: 

Ax+B, Ax + B, A ” Apx + B, 

(ax? + bx+cP (axº+bx+o” Lt ax? +bx+c 
D ILUSTRAÇÃO 2 Se o denominador contém o fator (x? — 5x + 2), corres- 
pondendo a esse fator, 

Ax + B E Cx+D a Ex + F 

(x2—- 5x+2) (x2º-5x+2)2 x2?-5Sx42 
ou, de forma mais conveniente, 

AQx—-)+B CQx-N)+D Elx—-D)+4F 

(xº —-Sx +29) (x2—-5x+2) x2-5Sx+2 


EXEMPLO 2 Calcule 


(x — 2) dx 
x(x? — 4x + 5 
Solução 


x-2 0 A BOX-9+C DOx-9+E 
x(xº — 4x + 5) x (xº-4x+5) x2-4x+5 
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Multiplicando ambos os membros dessa relação pelo mínimo denominador 
comum, teremos 
x—2=4(xº -4x +45) + x(2Bx-4B+C) | 
+ x(x? — 4x + 5)(2Dx — 4D + E) (5) 
x— 2= 4Axº* + 164xº + 254 — 84xº* + 104xº — 404x + 2Bx? — 4Bx 
+ Cx + 2Dx* — 12Dxº + Ex + 26Dx” — 4Ex? — 20Dx + SEx 
x—2=(A4+42D)xº + (—-84— 12D + E)x? + (264 + 2B + 26D — 4E)x? 
+(-404 —4B+ C—20D+ 5E)x+ 254 (6) 
O valor de 4 pode ser calculado de (5), substituindo x por O. Se igualarmos 


os coeficientes em (6) e resolvermos simultaneamente as equações resultantes, 
iremos obter 


2 


| (x — 2) dx o dx 1 dm 4) dx +5 ax 
dxx2—-4x +52 25) x 5] — 4x + 5 (x? —- 4x +55) 


duda (tai 4 dx 
25 | x2=d4x+4+5 2. x? —- 4x +85 


th 


E A a = 
2 S(x? —4x+5) 5) [2 —-4x+9)+17 


E (7) 


4 
nai [rea Ds 
Pp Sao] 25] (xº-4x+49)+4+1 


+3 


Vamos calcular separadamente as integrais do terceiro e quinto termos do se- 
gundo membro de (7) 


| E | 
lx 4 + D+IPO [lx — 22 +17? 


Sejax -2=tg8,onde0O<o0o<;Znsexz2e-in<0<0Osex< 2. 
Então dx = sec? 0 de (x —- 22 + 1 = tg? 90 + 1. Logo, 

; o sec? O dô 
lx +17 )(teo+ a? 


= sec? 6 dO 
“| sect 


[do 

“ Jsec?0 

= ! cos” 8 do 
(1+4cos20 . 

E | + A ” 


| 
pa Eq 2 
=2 + qSen 0+C, 


am 


=5 + send cos0 + C, 
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. Como tg0 =x —-2Ze-S7<0< 57,0 =tg-(x- 2). Encontramos sen Ge 
cos 6 das Figuras | (sex > 2)e 2 (sex < 2). Em ambos os casos 


x — 2 


sen 0 = 


Assim, 


| E t 


a 








| dx 
(x —4x+D41 


cos 0 = —— 








Atas | (8) 


Considerando agora a outra integral no segundo membro de (7), teremos 


lm Ax+)+t ](x-M+t 


= tg fx — )+€, 


Substituindo: essa relação. e. (8) em (7), teremos 








 (x-—2jdx 














— 2 Inlx| l SR t te lfx — 2) + x— 2 
25 Hsgi-ax+s 10º 10(x7 — 4x + 5) 
| | 4 k 
+-=Injxº — 4x +5|-=tg Hx —-2+C 
2 | | 25 8 ( ) ) 
to ixº— 4x 3 x—4 
==Inj—o—— |- ate lx-)+——o————— + C 
29d 50 — 10(x? — 4x + 5) 
FIGURA 2 T (xo — dx + 5) 
EXERCÍCIOS 9.6 
Nos Exercícios de 1 a 20, calcule a integral indefinida. I3. É (5z* — z? + 157 — t0) dz 14 — dt 
a (24 ICE 
[od “(x +4)dx e a 
| ot+x X2+4) pe SS Di x 
27x? | (+? + Dm 
3 | dx pit — 4x — 4) dx. ed 5 : ad 
"J 6xt—1 x 2x2 +4x—8 pf o. que o 
À € (4x? + 9)? x 44x + 6x+4 
(P+r+t+badt E Bê A Tm 4 À ; essas 
O O RT . ae e e EM SC. - 1 
CH DE+D w3 + 4w TR Do ia Do 
| > RR L+ tg'x 
“ fx” + x) dx dx | o 
7. | NO PR 8. SER GS (6w* =j- 4w* + 9wº + 24w E 32) dw 
O — x) Ex—l | 9xº E x 20.. - 5 
| | (w3 + Sw? + 3) 
a dx 10. | (x + 3) dx 
E e xo dx Cldax ra x? Nos Exercícios de 21 a 29, calcule a integral definida: 


“Qx—-x+2)dx (2x> + 9x) dx 


fl. | -—— 
É ad DP cad Ro 


12. |=>———————— 
(x +3(x2— 2x +43) 


* (4 + 5x?) dx 


21. | E 
N xº + 4x 


22 x dx 
ld REED de do) 
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4 
2. | 
3 
x? dx 


o 
25. = ————— 
[ (2x? + 2x + 17? 
"(x +3x+ Ndx 
Zi. —— 1 —— 
o X+xº 4x4] 
12 dt 


InS 
29. -———— — 
IN e”! + 16 


(5x? — 4x) dx 
— 16 


7 ) 
0 
n/2 
2. | 
n/6 


30. Use métodos anteriores a esta secção (isto é, sem frações par- 


ciais), para calcular as integrais: 


8x* 41 
1/2 1 
%. | pe 
0 
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9 dx 31. Ache a área da região limitada pela curva y(x? + 1) = xº, 
pelo eixo x, pelo eixo y e pela reta x = 1. 

Ache a área da região limitada pela curva y(x!* + 8) = 4, 
pelo eixo x, pelo eixo y e pela reta x = 1. 

Ache o volume do sólido gerado pela rotação, em torno do 
eixo y, da região do Exercício 32. 

Ache a abscissa do centróide da região do Exercício 32. 
Uma partícula move-se ao longo de uma reta de forma que 


v cm/'s seja a velocidade da partícula, decorridos t s; então 


32. 


x —1 33. 
cos x dx 


senx + sen? x 34. 


35. 


o P-t+1 
AMA 








(a) | fis ta (b) o | 3x + Ser Ache a fórmula da distância percorrida pela partícula do ins- 
x* — 6x? + 18x (x + 2) tante t = 0 ao instante 1 = t,. 
9,7 OUTRAS Seum integrando envolver potências fracionárias de uma variável x, o integrando 


SUBSTITUIÇÕES 


poderá ser simplificado pela substituição 
XE o 


onde n é o menor denominador comum entre os denominadores dos expoentes. 
Isso será ilustrado pelo exemplo a seguir. 


EXEMPLO 1 Calcule 
Jx dx 
|+ 3/x 
Solução Seja x = z*, então dx = 6zº dz. Assim, 
| do | 23(62º dz) 
| + xt | + zº 


8 
z 
E pec 
| de 


Dividindo o numerador pelo denominador, teremos 


x!/2 dx | 
— — 5=6||[2º-2*'+722-1+>—— |dz 
| e cd z* +41 
=652'-S2º+d2º-z+tg !7)+0C 
= $x16 8x6 4 xl? - 6x6 4 6tg 1x! 4 C 





Não há uma regra geral para determinar qual a substituição que irá resultar 
num integrando mais simples. O exemplo a seguir mostra outra situação onde 
racionalizamos o integrando dado. 


EXEMPLO 2 Calcule 


[oe + 4 dx 
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Solução Seja z = x? + 4. Então z? = x, + 4e 27 dz = 2x dx. Assim, 


(oie + 4 dx = [020 +4 x dx 
E [ (22 — 4Yz(z dz) 
= fes — 82! 4 162?) dz 


=)! So 422 4 Co 

tbs23[152º — 16822 + 560] + € 

Tós (x? + 4)2[15(x? + 4)? — 168(x? + 4) + 560] + € 
= s(x? + 4)/A15x* — 48x? + 128) + € 


Se um integrando for uma função racional de sen x e cos x ele poderá ser 
reduzido a uma função racional de z pela substituição 


como será mostrado por um exemplo. Para obter as fórmulas de sen x e cos x 
em termos de z vamos usar as seguintes identidades: sen 2) = 2 sen y cos y 
ecos2y = 2cos?y — 1 com y = 5x. Temos, então, ' 











sen x = 2senix cos 5x cosx =2cos? ix — 1 
sen ;x cos? ix ) 
COS 5X sec? 5x 
l 2 
sie “Er 
SEC" 3X La tes * 
l 
o 2tg5X E Na 
1 + tg 5x | + zº 
2z | — 
| + zí “+42 


Como z = tg 5x, 


dz = À sec? ix dx 
= 5(1 + tg” 2x) dx 


Assim, 





2 dz 
dx = 
f Ea 


Vamos estabelecer esses resultados sob a forma de teorema. 





9.7.1 TEOREMA | Sez = tg 1x, então . 


sen x = 


| + 2z 
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EXEMPLO 3 Calcule 


dx 
| —senx + cos x 


Solução Seja z = tg 5x. Então, das fórmulas do Teorema 9.7.1, temos 
2 dz 
dx o | + zº 
| -—senx+cosx 2z | — 2? 
l4+27 1+27 


E dz 
E 1+2)-22+(1- 2?) 


dz 
-2| 555 
- | dz 
l—z 
=-Infi-z|+C 
= -—Injll -tg5x|+C 








EXEMPLO 4  Sejaz = tg 1x, calcule 
[ sec x dx | 


Solução Com z = tg5xe as fórmulas do Teorema 9.7.1, temos que 


| dx 
| sec x dx = 
COS X 


n 2 dz Albquçe 
“1i4+4272 1-2 


dz 
= 2 
[56 


nie l+z 
q 














+ €C (Secção 9.5) 





Rato é 


1 + tg5>x 


= In + € 








1 — tg5x 





Podemos escrever o valor de | sec x dx do Exemplo 4 de outra forma, to- 
mando 1 = tg Z e usando a identidade trigonométrica 


tea + tg b 


Ad Il —- tgatgb 
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Assim, 
A A 
| secx dx = In ER ed + C 
l-—- teamo tgax 
| sec x dx = Inltg(ir + 59)| + € (1) 


No Teorema 5.4.5 tinhamos a fórmula 
| secx dx = In|secx + tgx|l + € 


obtida pela multiplicação do numerador e do denominador do integrando por 


sec x + tg x. Há ainda outra forma para | sec x dx obtida da seguinte manei- 
ra: 


, dx 
[sec x dx = 
COS X 
cos x dx 
cos? x 
cos x dx 
| — sen? x 


d 
- | — (sendo u = sen xe du = cos x dx) 


1 ne 











= -— In 


3 + € 





l—ul 


1/2 
+ C 


l +senx 
| — sen x 





Como -1 <senx< Iparatodox,1l + senxe 1 — sen x são não-negativos. 
Assim, as barras de valor absoluto podem ser removidas e teremos 


l + sen x | 
mn fi senx + € 2) 




















EXERCÍCIOS 9.7 
Nos Exercícios de 1 a 31, calcule a integral indefinida. IL | E (2xº + 3xº) dx D. E 
, | x dx j | dx VI + 2xº Vyx + 
À = . Es 3. 3 dx 14. 
4 di 1 cos x 1+senx 
3. | a 4. fx + 28 dx a ê 
peoá = ar = 2a 
l+x dx 
5. | dx 6. EE 
gen “o di [= «(TES 
7 = 8. [= | 
i 19. 20. 
l+ x —2 PRA [5-5 ERA 
dx x)? dx 
9. [= 10. | 5 5 DR RR 22. 
V2x — x + 4 5x2 +4 + 4 TES E Pa 
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a 8 dx si cos x dx a Rio 3 dx ” "'2 sen2x dx 
3cos2x + 1 3cosx —sS -m3 2 cos x + 1 o 2+cosx 
cos x d d 1 11º 43 
é LE 26. la 43. va dx aqu Ee. 
+ 2 Cos x sen x — tg x o 14 3/x 2 3/x2 4 4 
2 dx 28 dx d 
“| cotg x(6 + 7 cos 2x) cotg 2x(1 — cos 2x) 45. Calcule | sá e por dois métodos: (a) tomando x = z*; 
| x — Vx 
29, | dx 30. | 5 dx (b) escrevendo x — Vx = Vx(x'x — 1) e tomando u = Vx — 1 
2sen|x + 2 cos x + 3 6 + 4sec x 46. Use a substituição desta secção, z = tg x para mostrar 
dx que | senxdx = -cosx+ €C. 
31. IEF 
x 3/x(1 + 3/x) 47. Mostre que a fórmula (2) desta secção é equivalente à fórmula 
secx dx = In |secx + tgx| + €. (Sugestão: multiplique 
32.Calcule a integral indefinida | — E a por dois | | ] | E 
xx! + 2x — 1 o numerador e denominador sob o radical por (1 + sen x).) 
métodos: (a) use a substituição x = 1/z; (b) use a substituição 48. Usando a substituição z = tg + , prove que 
2 ER 
Vx? + 2x — 1l=7-x. 1 — cos x 
| cosec x dx = In di E + € 
Nos Exercícios de 33 a 44, calcule a integral definida. 49. Mostre que o resultado do Exercício 48 é equivalente à fór- 
4 1 3/2 
33, | dx 34. | eds mula | cosec x dx = In|cosec x — cotg x| + C. (Sugestão: 
o 1+ x E use um método similar ao sugerido no Exercício 47.) 
dx- ke dx 50. Calcule a integral 


a 


2 
35. 3%. | —— — 
[es 16 x — 4h? 


tg 5X 





) 


2 dx 72º dx sen x 
E | o Ssenx+3 e | 3 + cos 2x por dois métodos: (a) tomando z = tg x; (b) tomando 
E | MH E 3 dx di | 4º 8dx u = 5x e obtendo uma integral envolvendo funções trigono- 
6 2Sen2x + 1 o tgx+1 métricas de u. 








9.8 INTEGRAIS QUE RESULTAM As funções hiperbólicas inversas podem ser aplicadas em integração e algumas 
EM FUNÇÕES HIPERBÓLICAS vezes o seu uso abrevia consideravelmente os cálculos. Entretanto, esse proce- 
INVERSAS dimento não soluciona nenhum problema novo. Teremos somente novas for- 

(Suplementar) mas de obter resultados. 


Da fórmula (7) na Secção 8.5 


] 
Du 


Dsenh ! u) = 
du + 


de onde obtemos a fórmula de integração 
du 
[5 emo u+€C 
Vu + 1 
Se a fórmula (1) da Secção 8.5 for usada para expressar senh -! u como loga- 
ritmo natural, obteremos o teorema a seguir. 


= senhvlu + C 


9.8.1 TEOREMA 
In(u + vd + D+C | 


A fórmula (8) da Secção 8.5 é 





Dácosh”! u)=-———— 
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de onde segue que 


d 
[555 - cotrturo seu>l 


Wu] 


Combinando esse resultado com a fórmula (2) da Secção 8.5, obtemos o teore- 
ma a seguir. 


9.8.2 TEOREMA 55 = coshrlu+C 





In(u + VW —- 1) +C se u > 1 


As fórmulas (9) e (10) da Secção 8.5 são, respectivamente, 


| 


Ditgh-!u) = — 





+ Du onde |u| < 1 





Dácotgh-! u) = D,u onde ju| > | 


| =? 
Das duas fórmulas acima obtemos 


du — ftgh!u+C seju| < | 
L—u? lcotgh-! u+C selu)>! 


Com essa fórmula e com as fórmulas (3) e (4) da Secção 8.5 temos o próximo 
teorema. 


o bras u+C êselul <1 
tcotgh-lu + €C selu| >1 


9.8.3 TEOREMA 


+C seuái si as 





Temos também as três fórmulas dadas no teorema a seguir. 


du q M 
9.8.4 TEOREMA e: = senhv!- + C | 
| | “=nu+V/L+rP)+C sa>0 (1) 
[Es a cosh -! o + Co. 
=In(u+/ED2)+C su>a>0 (2) 
l 1 M | 
ai q tg! + C sejul < a 
a — uº À cotgho! 24, Cs |u| >a 
q a 
l a+u 
= da Mao np | O seuzxZaea xo (3) 








Prova Podemos provar as fórmulas encontrando as derivadas do segundo mem- 
bro e obtendo o integrando, ou, ainda mais diretamente, usando uma substitui- 


572 Técnicas de Integração 


ção por função hiperbólica. A prova de (1), derivando o segundo membro, é 


a seguinte: 
a 
D, (senh e) E 
u 
a 
ma « | 
E = +a” a 


e como qa > 0, Va? = a; assim, 


u 1 
D,| senh «d) =>—"———— 
Para obter a representação com logaritmo natural usamos a fórmula (1) da 
Secção 8.5 e temos 


E) 
sento! E In(a + (=) +1) 
a a a 
-tn(5 + Mito) 

a 


a 


=In(u+vVu+a)-lna 


Logo, 
senhr!- + C=In(u+ yu? + a? -Ina+C 
=In(u+vu+9)+C, 
onde €C,=C-lna. 


A demonstração de (2) por uma substituição por função hiperbólica usa a 
identidade cosh? x — senh? x = 1. Seja u = a cosh x, onde x > O; então 
du = a senh x dxe x = cosh-!(u/a). Substituindo no integrando, obtemos 


du a senh x dx 
a senh x dx 
Va? Jcosh? x — 1 
a senh x dx 
Va? «Jsenh? x 
Como a > 0, Va? = a. Além disso, como x > 0, senh x > 0; Logo, 


'senh? x = senh x. Então, 


asenh x dx 


je | Ta 
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A representação com logaritmo natural pode ser obtida de forma semelhante 
' à que foi usada na fórmula (1). A demonstração da fórmula (3) será deixada 
como exercício (veja o Exercício 23). ú E 


As fórmulas dos Teoremas 9.8.1 até 9.8.4 dão uma representação alternativa 
da integral em questão. Ao calcular uma integral, na qual uma dessas fórmulas 
ocorre, a representação por função hiperbólica inversa pode ser mais fácil de 
usar e às vezes, menos incômoda para escrever. Observe que a forma com loga- 
ritmos naturais da fórmula (3) foi obtida na Secção 9.5, usando frações parciais. 


EXEMPLO 1 Calcule 


| dx 
x? — 6x + 13 


Solução Vamos aplicar a fórmula (1), depois de completar o quadrado. 
dx o dx 
[== | == 
4 dx 
o | x +4 


= senh”! E) EO 


=In(x=-3+Vxº—-6x+13)+C 


EXEMPLO 2 . Calcule 


10 dx 
Ls 
Solução De (2) 
10 10 
6 a o | 
= cosh 12 -cosh!1,2 


Com uma calculadora obtemos cosh-! 2 = 1,32 e cosh” 1,2 = 0,62. Assim, 


=x 0,70 


“10 dx 
| Jx2— 25 


Em vez de aplicar as fórmulas, as integrais com as formas daquelas dos Teo- 
remas 9.8.1 até 9.8.4 podem ser obtidas usando uma substituição por função 
hiperbólica e procedendo de forma similar àquela usada para substituição tri- 
gonométrica. 


EXEMPLO 3 Calcule a integral do Exemplo 1 sem usar uma fórmula, mas 
usando uma substituição por função hiperbólica. 
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Solução 


dx 
| Jx— 32 + 4 


Na solução do Exemplo 1 a integral dada foi reescrita como 


Sex — 3 = 2senhuy, então dx = 2 coshu dueu = senh-! “(x — 3). Logo, 


dx 
[55=" 


2 cosh u du 


/4senh? u + 4 


2 cosh u du 


E | 2./senh? yu + 1 


cosh u du 


E cosh? u 


o | cosh u du 


cosh u 


que está de acordo com o resultado do Exemplo 1. 








EXERCÍCIOS 9.8 


Nos Exercícios de 1 a 16, expresse a integral indefinida em ter- 
mos de uma função hiperbólica inversa e como um logaritmo 
natural. 


EA dx 2 | dx 
Jlrx Ja 


3 x dx 4 dx 
ia RR] AS = e 
dx dx 
O PR 6. |] -————— 
[é 16 Is 
cos x dx 


q 


| dx 
4 — cos? x Jlx-adx+l 
dt 

a TOR ad 
8 —-eT! dw — we — 3 

IL O dx 12. dx 
2 — 4x — x? /25x2 +9 

13. TER lá. Eos 
x* + 10x + 24 (92? — 62-—8 


3 dw 3x dx 


w/4 In? w+9 x* +6xº + 5 


15. 


Nos Exercícios de 17 a 22, calcule a integral definida e expresse 
a resposta em termos de um logaritmo natural. 


18. | sm 
— 4 | — x 





17 |, E 
Er al =4 
1/2 d 2 d 
9. | e 2. | aa 
= quad =) xt 2% 
3 2 

a. | ação RR 2. | ai 
2 40x2 = 193==5 -2/16 4 x? 


23. Prove a fórmula (3) usando uma substituição por função hi- 
perbólica. 

24. Uma curva passa pelo ponto (0, a), a > 0 e a inclinação em 
qualquer ponto é /y?/a? — 1. Prove que a curva é uma ca- 
tenária. 

25. Um homem com um pára-quedas salta de um avião e quan- 
do o pára-quedas se abre. sua velocidade é de 60 m/s. Se 
v m/s for sua velocidade f s após a abertura do pára-quedas 


324 dy 
g dt 
Resolva essa equação diferencial para obter 





= 324 — 2 


8 E o 13 
t = ; (corn 18 cotgh ) 


Exercícios de Revisão do Capítulo 9 e Revisão de Integração 


26. Mostre que senh-!u = In(u + Vu? + 1), usando uma 
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27. A região limitada pela curva py = (16 — x?) 1, pelo eixo x 








e pelas retas x = —2e x = 3 gira em torno do eixo x. Mostre 
o raias ca or du que o volume do sólido gerado é Ayltgho! + — 
bstit trigonométrica alcular | —====. 4 4 
substituição trigon para calcu | SM Seo 1, 
EXERCÍCIOS DE REVISÃO DO CAPÍTULO 9 E REVISÃO DE INTEGRAÇÃO 
Nos Exercícios de 1 a 62, calcule a integral indefinida. 37 sen x dx 38, dx 
| + cos? x xx? + x+ 1 





5x? — 3 
Í. fe 4x cos! 4x dx 2 = dx 
= 
ã | e: dx ] | dx 
v4— e x2 a? + x? 
5, ftgr! x dx Es ads 
gs | 











/ l 1 
Já | cos? 3x dx 8. [Ha 
Vx+1—1 
a cr] d 
9, [Es | UA ps 
(x — 1) pede 
tl. | sen x sen 3x dx ; 12: fcos 0 cos 28 dô 
f d nie 
13. [Sa 14. fivz DE dt 
dx 
15. f (sec 3x + cosec 3x)? dx 16. | -—-— 
et — 
2º + 1148 
.l-D——>——— d 18. | xe d 
[ar çã 8. [xº%e * 
é eso nd | Ne 
19. [E ds 2. [NerÃ as 
21. | sent 3x cos? 3x dx 22. fe sen? 2t dt 
Axo 2 
23. dr 24. Ens a er 
3 —-dGr—r? x* — 5x? + 8x — 4 
3 2 y dy 
25. [x cos x? dx E aid 
27. f 2 cos 2t dt 28. [mê 
29. acido 30. E Ro a>0 
4 + sen! x 
R 3 2. 
31 fsen nx dx 3 [ani ne) 
: 5 34. 
33 | cosec x dx ne 
2y2 + 1 x ca 
35. | d 36. 
|5=E sa á Ss q? 


39. li Jat—t? dt 40. 





41. | Ea 42. 
É RR 
ja cÊ. 44. 
4 — 9e?* 
45. | cotg? 3x cosec* 3x dx 46. 
47. fo sen"! x dx 48. 
49. | E 50. 
sen x — 2 cosec x | 
cos 3t dt 
Sl. | -—-—————— 52. 
| sen 3t./sen? 3t — + 
2 2 
53. | do = 54. 
X 
| 
ss ( senvivt q, 56 


A be 2t 


57. | q OB a ss. 


vVv2+vVyx—l 


59. l Vtg x dx 60. 


61. fe In x dx 62. 


| dx 
Jl-—x + 3x 
es 

Ra 


dx 
S+4cos 2x 


cotg x dx 
3 + 2sen x 





| dx 
x 5x — 6 — xº 
fcos x In(sen x) dx 


dx 
(x? + 6x + 34)? 


) tg x sen x:dx 


: | Ingo? + 1) dx 


dx 
24 2senx+cos x 


fter xsectxdx,n > 0 


Nos Exercícios de 63 a 94, calcule a integral! definida. 


63. ho /2+2cosx dx 71 





29x Ex +4 
a 66. 
| O 4x “É 
2 3 
67. | EM 68. 
o 4 +t? 
2Ja x? dx 
69. | (16 — x?32 , 70. 





1 
fo= 
1/2 X 
| dx 
0 e" + e 


2 
IN sen”? t cos” t dt 


| xe” dx 


o (1 + x)? 
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95. A densidade linear de uma barra com 3 m de comprimento 
num ponto a x m de úma extremidade é ke ** kg/m. En- 
contre a massa e o centro de massa da barra. 

96. Ache o centro de massa de uma barra com 4 m, se a densi- 
dade linear num ponto a xm do extremo esquerdo for 


(9 + x? kg/m. E 


97. pe o comprimento do arco da parábola y? = 6x de 
=6ax =il2. 
98. Ara a área da Tegião limitada pela curva y = 
pela reta x = 4 /3 e pelo eixo x. 


99. Ache a área já região limitada pelo laço da curva 

x = 1 — y3. 
100. Ache o comprimento do arco da curva y = Inxdex = 1 
ax =e. 
101. Ache o volume do sólido de revolução gerado ao girar em 
torno do eixo y a região limitada pela curva y = In 2x, pelo 
eixo x e pela reta x = e. 
102. A região no primeiro quadrante, limitada pela curva 


Su 
y = ER pelo eixo x e pelo eixo y gira em torno do 


sen! 2x, 


eixo x. Ache o volume do sólido gerado. 

103. Duas substâncias químicas A e B reagem para formar a subs- 
tância Ce a taxa de variação da quantidade de C é propor- 
cional ao produto das quantidades de 4 e B restantes 
em cada instante dado. Inicialmente, existem 60 g de 4 e 
60 g de B. Para formar 5 g de C são necessários 3 g de 4 
e2g de B. Após 1 h, foram formados 15 g de €. (a) Se 


x g de C são formados após t h, ache uma expressão para 
x em termos de £. (b) Ache a quantidade de C após 3 h. 

104. Um tanque tem a forma de um sólido obtido ao girar a re- 
gião limitada pela curva y = In x, pelo eixo x e pelas retas 
x =eex = eºem torno do eixo x. Se o tanque estiver . 
cheio de água, qual o trabalho feito ao bombear toda a água 
até a borda do tanque? A distância é medida em metros. 
Tome o eixo x positivo vertical e orientado para baixo. 

105. Ache o centróide da região do Exercício 99. 

106. Ache o centróide da região limitada pelo laço da curva 
yt=x- x). 

107 « Ache o centróide da região limitada pelo eixo y e pelas curvas 

| )=senx— cosxey =senx+cosxdex=0ax= +. 


108. Ache o centróide da região no primeiro quadrante, limita- 
da pelos eixos coordenados e pela curva y = cos x. 

109. Um lago pode ter no máximo 10.000 peixes, de forma que 
a taxa de crescimento dos peixes é conjuntamente propor- 
cional ao número de peixes presentes e à diferença entre 
10.000 e o número presente. O lago contém inicialmente 400 
peixes e 6 semanas depois havia 3.000 peixes. (a) Quantos 
peixes existirão no lago após 8 semanas? (b) Quando é má-: 
xima a taxa de crescimento? Isto é, Apos quantas semanas 
o lago irá conter 5.000 peixes? 

110. Em uma cidade com 12.000 pessoas, a taxa de crescimento 
de uma epidemia de gripe é conjuntamente proporcional ao 
número de pessoas que tiveram a gripe e ao número de pes- 
soas que não a contraíram. Cinco dias atrás 400 pessoas es- 
tavam com gripe e hoje 1.000 pessoas já foram contagiadas. 
(a) Qual o número esperado de pessoas com gripe amanhã? 

“(b) Em quantos dias a epidemia estará se alastrando o mais 
rápido possível? Isto é, quando é que metade da população 
será contagiada? 


Os Exercícios 111 e 112 referem-se à Secção Suplementar 6.7. 


111. A extremidade vertical de um tanque de água tem 3 m 


de largura na borda e 2 m de profundidade, tendo a for- 
ma da região limitada pelo eixo x e pelo arco da curva 
y = 2sen S 3 4X. Se O tanque estiver cheio de água, ache 


a força exercida pela pressão da água na extremidade. 

112. Uma tora tem a forma de uma região limitada por uma re- 
ta e um arco senóide. Se a tora for submersa verticalmente 
na água, de modo que a reta seja o limite inferior, 2 m abaixo 
da superfície da água, ache a força na tora, exercida pela 
pressão da água. 


Os Exercícios 113 e 114 referem-se à Secção Suplementar 9.8. 
Obtenha o resultado por uma substituição da função hiperbólica. 


] 
113. a cotgh (sento! E) + Ca>o0 


| dx o 
xa? + x? 


dx | re: 
114. [Ss = qesenn(aan EE Ca>o0 
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tudado parte dessa matéria em um curso preparatório de Cálculo; nesse caso, 
tais tópicos poderão ser estudados como uma revisão, ou omitidos. 

Nas quatro primeiras secções discutimos as secções cônicas (ou cônicas), que são 
curvas de intersecção de um plano com um cone circular reto. Há três tipos de 
curvas que ocorrem dessa forma: a parábola, a elipse (incluindo a circunferên- 
cia como caso particular) e a hipérbole. A curva obtida depende da inclinação 
relativa entre o eixo do cone e o plano secante. O matemático grego Apolônio 
estudou as secções cônicas, em aproximadamente 225 a.C., em termos de Geo- 

metria, usando esta visão. 


O conteúdo deste capítulo é oriundo da Geometria Analitica. Você pode ter es- E 
à 


ad x “as q o qe ti mt rr - ae att ms — a . - Rs 
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Na Secção 10.1 vamos discutir a parábola e nas duas secções seguintes trata- 
remos da elipse e da hipérbole. Em nosso estudo de cada uma das curvas, pri- 
meiro vamos mostrar como o cone e o plano secante são tomados para obter 
a secção cônica em questão. Em seguida, definimos a curva como um conjunto 
de pontos em um plano. Foi provado que tal definição é conseqgiiência da defi- 
nição da curva como uma secção cônica, pelo matemático belga G.P. Dandelin 
(1794-1847) em 1822. Variações dessa prova podem ser dadas para uma pará- 
bola e para uma hipérbole. Introduzimos a rotação de eixos na Secção 10.4, para 
podermos considerar as cônicas cujos eixos não são nem horizontais, nem ver- 
ticais. 

As Secções de 10.5 a 10.7 são dedicadas a uma discussão de coordenadas po- 
lares e algumas de suas aplicações. Há um tratamento unificado das secções 
cônicas que utiliza suas equações polares na Secção 10.8. Na Secção Suplemen- 
tar 10.9 apresentamos retas tangentes de curvas polares. 








“diretriz 


FIGURA 3 





10.1 A PARÁBOLA E 
TRANSLAÇÃO DE EIXOS 


10.1.1 DEFINIÇÃO 


No estudo da geometria das secções cônicas, o cone é considerado como tendo 
duas folhas, estendendo-se indefinidamente em ambas as direções. Uma parte 
do cone circular reto com duas folhas está na Figura 1. Uma geratriz (ou ele- 
mento) do cone é uma reta que está sobre o cone; todas as geratrizes de um 
cone contêm o ponto V, chamado vértice. Na Figura 2 temos um cone e um 
plano secante paralelo a uma e somente a uma geratriz. A cônica é uma parábola. 





parábola 
FIGURA 1 FIGURA 2 


Uma parábola é o conjunto de pontos em um plano, equidistantes de um ponto 


e de uma reta fixos. O ponto fixo é chamado de foco e a reta fixa é chamada 
de diretriz. | 





Vamos deduzir agora a equação de uma parábola a partir de sua definição. 
Para que essa equação seja a mais simples possível, vamos escolher o eixo x 
perpendicular à diretriz, contendo o foco. A origem será tomada sobre o eixo 
x e no ponto médio, entre a diretriz e o foco. Convém ressaltar que estamos 
fazendo uma escolha particular dos eixos (e não da parábola). Veja a Figura 3. 

Seja p a distância orientada OF. O foco será o ponto F(p, 0), e a diretriz 
será a reta de equação x = — p. Um ponto P(x, y) estará na parábola se e so- 





*, diretriz 


FIGURA 4 


10.1.2 TEOREMA |; A equação da parábola com foco e 





FIGURA 5 


diretriz 


FIGURA 6 
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mente se P for equidistante de F e da diretriz. Isto é, se o(- DP, y) for o pé da 
perpendicular à diretriz passando por P, então P estará na parábola se e so- 
mente se 


FP| = OP) 
Como 


FPj=/x-02 +)? 


OP=vVx+0+(-—y) 


P está sobre a parábola se e somente se 
Vx—p+y=v(x+p) 
Elevando ao quadrado ambos os membros obtemos 


x —-2px+p'+y =x] +2px+p? 


y? = 4px 


Vamos enunciar esse resultado sob a forma de teorema. 


0), tendo como diretr 


es: 


m (p, 


das 
Pe . 
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Na Figura 3, p é positivo; mas p pode ser negativo pois é a distância orienta- 
da OF. A Figura 4 mostra uma parábola para a qual p < 0. 

Das Figuras 3 e 4 vemos que para a equação y? = 4px a parábola abre-se 
para a direita, se p > 0 e para a esquerda, se p < O. O ponto médio entre o 
foco e a diretriz da parábola é chamado vértice. O vértice das parábolas nas 
Figuras 3 e 4 é a origem. A reta que passa pelo vértice e pelo foco é chamada 
de eixo da parábola. O eixo das parábolas nas Figuras 3 e 4é o eixo x. 

Na dedução acima, se os eixos x e y forem trocados entre si, então o foco 
será o ponto F(0, p) e a diretriz será a reta com equação y = — p. Uma equação 
dessa parábola é x? = 4 py. 


| À equação da parábola com foco em (0, p) e tendo como diretriza reta y = — pé 


“te 





x* ="4 py 


o 


Sep > 0, a parábola abre-se para cima, conforme mostra a Figura 5; se 
p < 0,a parábola abre-se para baixo, conforme mostra a Figura 6. Em cada 
caso, O vértice está na origem e o eixo da parábola coincide com o eixo y. 

Ao fazer um esboço do gráfico de uma parábola é útil considerar a corda 
que passa pelo foco, perpendicular ao eixo da parábola, pois os pontos extre- 
mos dessa corda são dois pontos sobre a parábola. Tal corda é chamada de /a- 
tus rectum da parábola. O comprimento do latus rectum é |4 p|. (Veja o 
Exercício 20.) 
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EXEMPLO 1 Ache a equação da parábola tendo seu foco em (0, —3) e sen- 
do ) = 3 sua diretriz. Faça um esboço do gráfico. 


Solução Como o foco está no eixo y e também está abaixo da diretriz, a 
parábola abre-se para baixo e p = —3. Logo, a equação da parábola é 
x*= —12y 
O comprimento do latus rectum é 
|4(—3)| = 12 


Um esboço do gráfico está na Figura 7. 





Qualquer ponto sobre a parábola da Figura 7 é equidistante do foco e da 
diretriz. Na Figura 8 são mostradas três de tais pontos (P,, P, e P,) e temos 


|FP,| Ei P,0:| |FP,| se |P>04| FP3| e Ps03; 








EXEMPLO 2 Dada a parábola de equação y? = 7x, encontre as coordena- 
das do foco, a equação da diretriz e o comprimento do latus rectum. Faça um 
esboço do gráfico. 


Solução A equação dada é da forma y? = 4px; assim 
4p =7 
p=4 
Como p > 0, a parábola abre-se para a direita. O foco está no ponto F(É, 0). 
À equação da diretriz é x = —%. O comprimento do latus rectum é 7. Um 


esboço do gráfico está na Figura 9. 





Para encontrar a equação geral de uma parábola com vértice num ponto dis- 
tinto da origem e com diretriz paralela a um eixo coordenado, consideramos 
primeiro o conceito de translação de eixos. 

Note que o formato da curva não é afetado pela posição dos eixos coordena- 
dos, mas a equação da curva é alterada. 


D ILUSTRAÇÃO 1 Se uma circunferência com raio 3 tiver seu centro no ponto 
(4, — 1), então a sua equação será 
(x—-4)2+(y+1)2=9 
x +y —-8x+2y+8=0 


Entretanto se a origem estiver no centro, a circunferência terá uma equação mais 
simples, ou seja, 


x +y)=9 4 


Se os eixos coordenados puderem ser tomados como desejarmos, então fare- 
mos uma escolha tal que as equações resultem o mais simples possível. Se os 
eixos forem dados, contudo, frequentemente queremos encontrar a equação mais 
simples da curva dada, referida a outro conjunto de eixos. 





FIGURA 10 


10.1.4 TEOREMA 
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Em geral, se no plano, com x e y dados, escolhermos os novos eixos coorde- 
nados paralelos âqueles dados anteriormente, dizemos que houve uma transla- 
ção de eixos no plano. 

Vamos supor que os eixos x e y sejam transladados para os eixos x' e y' com 
origem no ponto (A, k) em relação aos eixos dados. Vamos supor também que 
os números positivos estejam do mesmo lado da origem tanto em relação aos 
eixos x' e »y” quanto em relação aos eixos x e y. Veja a Figura 10. 

Um ponto P no plano, tendo coordenadas (x, y) em relação ao sistema de 
coordenadas dado, terá coordenadas (x”, )y') em relação aos novos eixos. Para 
obter a relação entre esses dois conjuntos de coordenadas, trace uma reta por 
P, paralela aos eixos y e y' e também uma reta por P, paraléla aos eixos x e 
x". Suponha que a primeira reta intercepte o eixo x num ponto 4 e x' num 
ponto A”, enquanto a segunda reta intercepta o eixo y num ponto Be y' num 
ponto B”. 

Em relação aos eixos x e y, as coordenadas de P são (x, y), as coordenadas 


de 4 são (x, 0) e as de 4' são (x, k). Como 4'P = AP — AA", 


? 





V'=y)p-—-k e y=y'+k 


Em relação aos eixos x e y, as coordenadas de B são (0, )), e as coordenadas 
de B' são (A, y). Como B'P = BP — BB', 


/ 


x =x-h e x=x + h 


Provamos o teorema a seguir 





Se (x, )) representa um ponto P em relação a um dado conjunto de eixos e. 
(x", y') for a representação de P após os eixos terem sido transladados para 
uma nova origem com coordenadas (A, k) em relação aos eixos dados , então | 
x=x+h e y=y'+&k 
o x =x hey =y-—k 


Se uma equação de uma curva é dada em x e y, então uma equação em x” 
e y' será obtida substituindo x por x' + hey por y' + k. O gráfico de uma 
equação em x e y em relação aos eixos x e y é exatamente o mesmo conjunto 
de pontos que o gráfico da equação correspondente em x e y”, em relação aos 
eixos x' e y”. 


EXEMPLO 3 Dada a equação 
x? + 10x +6y+19=0 


ache a equação do gráfico em relação aos eixos x' e y' após uma translação 
de eixos para a nova origem (— 5, 1). Faça um esboço do gráfico e mostre am- 
bos os conjuntos de eixos. 


Solução Um ponto P representado por (x, y) em relação ao sistema de ei- 
xos anterior, tem a representação (x”, y') em relação ao novo sistema de eixos. 
Então, do Teorema 10.1.4, com h = -5Sek = 1, 


x=x-—-5S e y=y'+1 
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10.1.5 TEOREMA: 


“diretriz | 





Secções Cônicas e Coordenadas Polares 


Substituindo esses valores de x e y na equação dada,obtemos 
(x —- 52 +10(xX —-)+6y +D+19=0 
— 10x'+25+ 10x —-50+6y/4+6+19=0 


12 


x* = —6y 


f 


O gráfico dessa equação em relação a x' e y' é uma parábola com vértice 
na origem, abrindo-se para baixo, e com 4p = —6. O gráfico em relação aos 
eixos x e y é, então, uma parábola tendo seu vértice em (—5, 1), seu foco em 
(-5, ->)eareta y = 5 como sua diretriz. Um esboço do gráfico com am- 
bos os conjuntos de eixos está na Figura 11. 





O exemplo acima ilustra como uma equação pode ser reduzida a uma forma 
mais simples por uma translação de eixos adequada. 

Vamos aplicar a translação de eixos para encontrar a equação geral da pará- 
bola tendo diretriz paralela aos eixos coordenados e vértice no ponto (A, k). 
Em particular, vamos supor que a diretriz seja paralela ao eixo y. Se o vértice 
estiver no ponto V(A, k), então a diretriz terá equação x = h — pe o foco 
estará no ponto F(h + p, k). Sejam x' e y' eixos tais que a origem O” esteja 
em V(A, k). Veja a Figura 12. 

A equação da parábola da Figura 12 em relação aos eixos x' e y' é 


2 = 4px' 
Para obter uma equação dessa parábola em relação aos eixos x e y, substituí- 
mos x porx — he y' por y — k, o que dá 
(Ok) =4p(x—h) 
O eixo dessa parábola é paralelo ao eixo x. 
Analogamente, se a diretriz da parábola for paralela ao eixo x e o vértice esti- 


ver em V(A, k), então o seu foco estará em F(h,k + pey = k -— p será a 
equação da diretriz, e uma equação da parábola em relação aos eixos x e y será 


(eh? =4p(y—k) 
O eixo dessa parábola é paralelo ao eixo y. Provamos então o-teorema a seguir. 


Se p for a distância orientada do vértice ao foco, a equação da parábola com 
vértice em (A, k) e com eixo paralelo ao eixo x será 


O — k? = 4p(x — h) (1) 


Uma parábola com o mesmo vértice e com eixo paralelo ao eixo y tem por 
equação 


GC hp=40 = 2) 





EXEMPLO 4 Ache uma equação da parábola que tenha a reta y = 1 como 
diretriz e o ponto F(— 3, 7) como foco. Faça 1 um esboço do gráfico dessa pa- 
rábola. 


Solução Como a diretriz é paralela ao eixo x, o eixo será paralelo ao eixo 
» e a equação terá a forma (2). 


* diretriz 


FIGURA 13 
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Como o vértice V está no ponto médio entre a diretriz e o foco, V tem coor- 
denadas (— 3, 4). A distância orientada do vértice ao foco é p; assim 


p=1-4 o p=3 

Logo, a equação é 
(x+32=1Ay-—4) 

Elevando ao quadrado e simplificando teremos 
*2+6x-129+57=0. 


Um esboço do gráfico da parábola está na Figura 13. 


EXEMPLO 5 Dada a parábola com equação 

y2 +6x+8y+1=0 
ache o vértice, o foco, a equação da diretriz, a equação do eixo e o comprimen- 
to do latus rectum. Faça um esboço do gráfico. 
Solução Reescreva a equação dada sob a forma 

y2+8y=-6x-—1 
Completando o quadrado dos termos envolvendo y no primeiro membro da equa- 
ção e somando 16 de ambos os lados obtemos. 

vy  +8y+16= —6x+ 15 

+42 =-6(x—3) 

Comparando essa equação com (1), temos 

k=—4 h=5 


[to 


Apis abo sa is 


Logo, o vértice está em (5, —4), a equação do eixo é y = —4 0 foco está em 
(1, — 4), a equação da diretriz é x = 4, e o comprimento do latus rectum é 6. 
Um esboço do gráfico na Figura 14. 


Na Secção 1.3 há uma discussão da equação geral do segundo grau em duas 
variáveis: 


Ax? + Bxy+ Cy? + Dx+ Ey+F=0 (3) 


onde B = 0€ A = C. Então, o gráfico de (3) é uma circunferência, um ponto 
ou o conjunto vazio. Quando o gráfico for um ponto ou o conjunto vazio, di- 
zemos que ele é uma circunferência degenerada. Consideremos agora (3), onde 
B = 0€e AC = 0. Neste caso, 4 = 0ou € = 0, mas ambos não podem ser 
nulos pois então teriamos, em (3), 4, Be € nulos e (3) não seria uma equação 
do segundo grau. Suponha em (3) B = 0,4 = 0eC x 0, então temos a equação 


Cy? + Dx+ Ey+F=0 | - (4) 
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Se D x 0, esta será a equação de uma parábola, pois ela pode ser obtida ct 
(1) realizando-se as operações indicadas e reagrupando os termos. Se em (4) 
D = 0, então a equação torna-se 


Cy? + Ey+F=0 
O gráfico dessa equação pode ser duas retas paralelas, uma reta ou o conjunto 
vazio; qualquer um desses gráficos será chamado de parábola degenerada. 


b ILUSTRAÇÃO 2 O gráfico da equação 4)? — 9 = Q são duas retas paralelas; 
9y2 + 67) + 1 = Oé a equação de uma reta e 2y? + y + 1 = O não é satisfei- 
ta por nenhum valor real de y. «4 


Uma discussão análoga ocorreem (3) B = 0,C = 0€ 4 x 0. Os resultados 
estão resumidos no teorema a seguir. 


Se na equação geral do segundo grau 


Ax? + Bxy + Cy? + Dx + Ey = F = 


í 
B=0€e4=0eCx0ouC=0€e4 zõ0, então o gráfico será um dos seguin- 
tes: uma parábola, duas retas paralelas, uma reta ou o conjunto vazio. 





No começo desta secção indicamos que uma parábola é obtida como uma 
secção cônica quando o plano secante é paralelo a uma e somente a uma gera- 
triz do cone. Se o plano secante contiver o vértice do cone e apenas uma gera- 
triz, como na Figura 15, então teremos uma reta que é uma parábola degenerada. 
A parábola degenerada que consiste em duas retas paralelas não pode ser obti- 
da como uma secção cônica, a não ser que consideremos um cilindro circular 
como um cone degenerado (com vértice no infinito). Então, um plano paralelo 
aos elementos do cilindro e que corte dois elementos distintos produz a parábo- 
la degenerada que consiste em duas retas paralelas. 

Existe uma propriedade interessante das parábolas que tem aplicações na cons- 
trução de holofotes, faróis dianteiros dos automóveis e telescópios. Na Figura 
16, a reta PT é a reta tangente no ponto P ao gráfico da parábola. O ponto 
Fé o foco da parábola e a é a medida do ângulo entre o segmento de reta FP 
e a reta tangente PT. A reta PR é paralela ao eixo da parábola e:5 é a medida 
do ângulo entre PR e PT. No Exercício 48 será pedido que você prove que 
a = B. Devido a essa igualdade, num espelho parabólico de um holofote, raios 
de luz de uma fonte localizada no foco são refletidos ao longo de retas parale- 
las ao eixo. Um princípio similar envolve os refletores parabólicos nos faróis 
dianteiros de um automóvel. Para um espelho parabólico num telescópio refle- 
tor, ocorre uma situação inversa, onde raios de luz de um objeto no céu, que 
incidem no espelho paralelamente ao eixo, são refletidos por ele e passam pelo 
foco. 


EXEMPLO 6 Um espelho parabólico tem uma profundidade de 12 em no cen- 


tro e o diâmetro na face do espelho é de 32 cm. Ache a distância do vértice 
ao foco. 


Solução Veja a Figura 17. Os eixos coordenados são escolhidos de tal for- 
ma que a parábola tenha seu vértice na origem, seu eixo ao longo do eixo y 
e abra-se para cima. Logo, a equação da parábola é da forma 


x? = 4py 
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onde p cm é a distância do vértice ao foco. Como o ponto (16, 12) está na pará- 
bola, suas coordenadas satisfazem a equação e temos 


16? = 4p(12) 


=. 0 
= 3 


Logo, a distância do vértice ao foco é 5 + cm. 





Há outras aplicações práticas de parábolas. A trajetória de um projétil será 
uma parábola se o movimento for considerado num plano e a resistência do 
ar for desprezada. As vezes, os arcos são parabólicos e os cabos de suspensão 


- de pontes podem ter a forma de uma parábola. Antenas para receber os sinais 


de televisão via satélite são, também, parabólicas. 








EXERCÍCIOS 10.1 


Para cada uma das parábolas nos Exercícios de 1 a 8, ache as 
coordenadas do foco, a equação da diretriz e o comprimento do 
latus rectum. Faça um esboço da parábola. 


É. x?=4y |, 2 y = 6x 3. 
6. 


4. xº=—16y 5. x)+y=0 
7.2y"-9x=0 8 3x? +4y=0' 


y" = —8x 
y2+5x=0 


Nos Exercícios de 9 a 17, ache uma equação da parábola com 
as propriedades dadas. 


9. Foco (5, 0); diretriz x —S. 

10. Foco (0, 4); diretriz py = —4. 

11. Foco (0, ); diretriz y - 2 = 0. 

12. Foco (5; 0); diretriz 5 — 3x = 0. 

13. Foco (5 0) diretriz 2x + 1 = 0 

14. Foco (0, E; diretriz 3y + 2 = 0. 

15. Vértice (0, 0); aberta para esquerda; o comprimento do la- 
tus rectum é 6. 

16. Vértice (0, 0); aberta para cima; o comprimento do latus rec- 
tum é 3. 

17. Vértice (0, 0); diretriz 2x = —S5. 

18. Ache a equação da parábola que tem vértice na origem, eixo 
no eixo x e passa pelo ponto (2, —4). 

19. Ache a equação da parábola que tem vértice na origem, eixo 
no eixo y e passa pelo ponto (— 2, — 4). 

20. Prove que o comprimento do latus rectum de uma parábola 
é |4 p|. 


Nos Exercícios de 21 a 26, ache uma nova equação para o gráfi- 
co da equação dada após uma translação de eixos para a nova 
origem, conforme está indicado. Trace os eixos originais e os no- 
vos e faça um esboço do gráfico. 


21. x2+y2+6x+4y=0;(—3, —2) 
22. x2+yº —-6x— 1074 18=0;(3,5) 
23. y)—-6x+9=0;(3,0) 

24. y)+3x—2y+7=0;(—2,1) 

25. y-4=2Ax— 1); (1,4) 

26. +=; (2,1) 


Nos Exercícios de 27 a 32, ache o vértice, o foco, uma equação 
do eixo e uma equação da diretriz da parábola dada. Faça um 
esboço do gráfico. 


27. x2+6x+4y+8=0 28. 4x2 —-8x+3y-2=0 
29. y2+6x+10y+19=0 30. 3y? —-8x — 12y—-4=0 
31. 2y? = 4y — 3x 32. y=3x]—-3x+3 


Nos Exercícios de 33 a 40, ache uma equação da parábola com 
as propriedades dadas. Faça um esboço do gráfico. 


33. Vértice em (2, 4); foco em (—3, 4). 

34. Vértice em (1, —3); diretriz y = 1. 

35. Foco em (— 1, 7); diretriz y = 3. 

36. Foco em (— 4, 4); diretriz x = —5. 

37. Vértice em (3, — 2); eixo x = 3; comprimento do tatus rec- 
tum é 6. 

38. Diretriz x = — 2; eixo y = 4; comprimento do latus rectum 
é 8. 

39. Vértice em (—4, 2); eixo y = 2; passa pelo ponto (0, 6). 

40. Os extremos do latus rectum são (1, 3) e (7, 3). 


41. Os extremos do latus rectum de uma parábola são (5, k) e 
(— 5, k). Se o vértice da parábola está na origem e ela se abre 
para baixo, ache (a) o valor de k; (b) a equação da parábola. 

42. Suponha que a água escoando por um cano horizontal a 25 m 
acima do chão descreva uma parábola cujo vértice está na 
extremidade do cano. Se num ponto 8 m abaixo da linha do 
cano o fluxo da água curvou-se 10 m para fora de uma linha | 
vertical qué passa pela extremidade do cano, a que distância 
dessa linha vertical a água atingirá o solo? 

43. O cabo de uma ponte suspensa tem a forma de uma parábo- 
la quando a carga é uniformemente distribuída na horizon- 
tal. A distância entre duas colunas é 150 m, os pontos de 
suporte do cabo nas colunas estão 22 m acima da pista e O 
ponto mais baixo do cabo está 7 m acima da pista. Ache a 
distância vertical do cabo a um ponto na pista a 15 m do pé 
de uma coluna. 
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44. Um arco parabólico tem uma altura de 20 m e uma largura 
de 36 m na base. Se o vértice da parábola estiver no topo 
do arco, a que altura acima da base ele terá 18 m de largura? 

45. Prove que, sobre uma parábola, o ponto mais próximo do 
foco é o vértice. 

46. Suponha que a órbita de determinado cometa seja uma pa- 

rábola com o Sol no foco. Quando o cometa está a 100 mi- 

lhões de quilômetros do Sol, o ângulo entre o eixo da parábola 

e a reta do Sol até o cometa é de 45º. Use o resultado do 

Exercício 45 para determinar a menor distância entre o co- 

meta e o Sol. 

Um telescópio refletor tem um espelho parabólico para o qual 

a distância do vértice ao foco é 3 m. Se o diâmetro na super- 

fície do espelho for 64 cm, qual a profundidade do espelho 

no centro? 

48. Na Figura 16, prove que a = £. (Sugestão: escolha os eixos 
coordenados de tal forma que a parábola tenha seu vértice 
na origem e seu eixo ao longo do eixo y e que se abra para 
cima. Seja Q a intersecção da reta tangente PT com o eixo 
». Prove que a = $, mostrando que AQPF é isósceles.) 

49. A equação da diretriz de uma parábola éx + y = Oeseu 
foco está no ponto (1, 1). Ache (a) a equação do eixo da 
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parábola, (b) as coordenadas do vértice e (c) o comprimento 
do latus rectum. 

50. Se uma parábola tiver seu foco na origem e o eixo x co- 
mo eixo, prove que ela deve ter uma equação da forma 
y? = 4kx + 4k?,k £ 0. 

51. Se os eixos forem transladados para uma nova origem tendo 
coordenadas (A, k), mostre que após a translação a equação 
y = sen xtorna-sey' = Asenx' + Bcosx' + C, onde 
A, Be €C são constantes. Ache 4, Be €C em termos de h e 
k. Mostre que 4? + B2? = 1. 

52. Mostre que após uma translação de eixos para a nova origem 
(— 7, 1) a equação y = NA sen x + cos x) + 1 torne-se 

y' = sen x”. 

53. Usando ós resultados dos Exercícios 51 e 52 como referên- 
cia, determine uma translação de eixos tal que a equação 


y a (sen x — cos x) —3 torne-se y' = sen x”. 
2 


54. Usando os resultados dos Exercícios 51 e 52 como referên- 
cia, determine uma translação de eixos tal que a equação 


y = 5(N3 senx + cos x) + 2 torne-se y' = sen x”. 








10.2 A ELIPSE 


Uma elipse é obtida como uma secção cônica, se o plano secante não for para- 


lelo a nenhuma geratriz e, neste caso, o plano intercepta todas as geratrizes co- 
mo na Figura 1. Um caso especial da elipse é a circunferência, conforme mostra 
a Figura 2, formada quando o plano secante que intercepta todas as geratrizes 
também for perpendicular ao eixo do cone. Vamos definir agora a elipse como 
um conjunto de pontos num plano. 





circunferência 


elipse 


FIGURA 2 


FIGURA 1 


10.2.1 DEFINIÇÃO Elipse é o conjunto dos pontos de um plano cuja soma das distâncias a dois 
pontos fixos é constante. Os pontos fixos são chamados de focos. 





Seja 2c a distância não orientada entre os focos, onde c > 0. Para obter a 
equação de uma elipse escolhemos o eixo x como a reta que passa pelos focos 
Fe F' e escolhemos a origem como sendo o ponto médio do segmento FF”. 


(—c,0) O) 
FIGURA 3 





ir 
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Veja a Figura 3. Os focos Fe F' têm coordenadas (c, 0) e (—c, 0), respectiva- 
mente. Seja 2a a soma constante mencionada na Definição 10.2.1. Então, a > c 
e o ponto P(x, y) da Figura 3 será um ponto qualquer da elipse se e somente se 


|FP| + |FP| = 2a | (1) 
Como 
FPj=Vx-)+y e [FP=/x+)+y 


P está sobre a elipse se e somente se 


VESPA ea E = a 


Vamos simplificar essa equação escrevendo-a de tal maneira que um radical fi- 
que à esquerda e outro à direita e, em seguida, elevaremos ao quadrado ambos 
os membros. Assim obtemos 


da-P+y=2-Vx+0) +97? (2) 
(x—- co +y=4? -4Vx+to)+y txt +y? (3) 
x —-2x+c+y)=44º 4 xt) Ly? x2 +2x + e? +y? 


4av(x + c)) + y? = 49º + 4cx | 
Vx+co+y?=a+ - x | (4) 


seas É 2 


c 
xt + 2ex + cê + vt = a? + 20x + x? (5) 


2 ES 2 2 2 
(1-5) +) =qº—c 


(a? —-c)x? + a?y? =aa? — c?) 
2 2 


X 
Pta! RO 





Como a > c,a? — c? > 0 e podemos fazer 


b?=a* — c (7) 
“Substituindo essa equação em (6) obtemos 
x? y? 


Assim mostramos que as coordenadas (x, y) de qualquer ponto P sobre a elipse 
satisfazem a equação (8). Para provar que (8) é a equação da elipse, precisamos 
mostrar também que todo ponto P cujas coordenadas (x, y) satisfazem (8) está so- 
bre a elipse. Começamos com (8) e executamos as etapas em ordem inversa para 
obter (1). Para ir de (5) para (4) precisamos verificar que 


a+-2>0 | (9) 


e para ir de (3) para (2) precisamos verificar que 


Za-dix+o) +yº >0 Ro DE sÃ£o (10) 
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FIGURA 4 





FIGURA 5 
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Será pedido que você faça isto no Exercício 42. Um método alternativo para 
obter (1) a partir de (8) está resumido no Exercício 43. Como resultado dessa 
discussão temos o teorema a seguir. 


Se 2a for a constante a que se refere a Definição 10.2.1 e a elipse tiver seus fo- 
cos em (c, 0) e (—c, 0), então para b? = a? — c?, a equação da elipse será 


x2. 2 
Es 
qa? b? 


(11) 


Para obter um esboço do gráfico da elipse da equação (11), observamos pri- 
meiro que o gráfico é simétrico em relação a ambos os eixos x e y. Além disso, 
o gráfico intercepta o eixo x nos pontos (a, 0) e (—a, 0) e intercepta o eixo » 
nos pontos (0, b) e (0, —b). Veja a Figura 4 e tome-a como referência ao ler 
O próximo parágrafo. 

A reta que passa pelos focos é chamada de eixo principal da elipse. Para a 
elipse do Teorema 10.2.2, o eixo x é o eixo principal. Os pontos de intersecção 
da elipse com seu eixo principal são chamados de vértices. Assim, para essa elipse, 
os vértices são V(a, 0) e V'(—a, 0). O ponto sobre o eixo principal no ponto 
médio entre os dois vértices é chamado de centro da elipse. A origem é o centro 
dessa elipse. O segmento do eixo principal entre os dois vértices é chamado de 
eixo maior da elipse e seu comprimento é 2a unidades. Então, estabelecemos 
que a é o número de unidades no comprimento do semi-eixo maior da elipse. 
Para essa elipse o segmento do eixo y entre os pontos (0, b) e (0, — b) é chama- 
do de eixo menor. Seu comprimento é de 2b unidades. Logo, b é o número de 
unidades do comprimento do semi-eixo menor. Observe, de (7), que a > b. 

A elipse é chamada de cônica central, em contraste com a parábola que não 
tem centro, pois só tem um vértice. 


EXEMPLO 1 Dada a elipse com a equação 


PA 2 


X y 

== + mç 

25 16 
ache os vértices, os focos e as extremidades do eixo menor. Faça um esboço 
da elipse, mostrando os focos. 


l 


Solução Da equação da elipse, a? = 25eb? = I6;assima=5Seb=4. 
Logo, os vértices estão nos pontos V(5, 0) e V'(—5, 0) e as extremidades do 
eixo menor estão nos pontos B(0, 4) e B'(0, —4). De (7), 


Cc = 25 — 16 
=9 
Logo, c = 3 e assim os focos estão em F(3,0) e F'(—3, 0). Um esboço da elipse 
e se seus focos está na Figura 5. 


Da Definição de elipse, segue que se P for um ponto qualquer da elipse, 
IFP| + |F'P| = 10. 





EXEMPLO 2 Um arco tem a forma de uma semi-elipse. Ele tem 48 m de lar- 
gura na base e uma altura de 20 m. Qual a largura do arco a uma altura de 
10 m acima da base? 


CAM 
20 m 


— 28 ERR 2X no 24 
es E a] 


FIGURA 6 





FIGURA 7 
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Solução A Figura 6 mostra um esboço do arco e os eixos coordenados es- 
colhidos de tal forma que o eixo x esteja ao longo da base e a origem esteja 
no ponto médio da base. Então a elipse tem como eixo principal o eixo x e seu 
centro está na origem, a = 24e b = 20. A equação da elipse é da forma de (11): 


2 2 
ER 


576 * 400” 


Seja 2X o número de metros do comprimento do arco a uma altura de 10 m acima 
da base. Logo, o ponto (x, 10) está na elipse. Assim, 


é 100 
576 400 
x = 432 


x= 1243 


Então, a uma altura de 10 m acima da base a largura do arco será 24 3 m. 


Se uma elipse tiver seu centro na origem e seu eixo principal sobre o eixo y, 
então a equação da elipse será da forma 


(12) 


que é SRER E (11) substituindo x por 7. 


Db ILUSTRAÇÃO 1 Como para uma elipse a > b, segue que a elipse com equação 


tem seu foco sobre o eixo y. Essa elipse tem a mesma forma que a elipse do 
Exemplo 1. Os vértices estão em (0, 5) e (0, — 5) e os focos estão em (0, 3) e 
(0, — 3). Um esboço do gráfico dessa elipse está na Figura 7. 


Se o centro de uma elipse estiver no ponto (A, k) em vez de estar na origem, 
e se O eixo principal for paralelo a um dos eixos coordenados, então por uma 
translação de eixos tal que o ponto (A, k) seja a nova origem, a equação da 
elipse x?/a? + y2/b? = 1, seo eixo principal for horizontale 72/a? + x27/b? = 1, 
se O eixo principal for vertical. Como x = x — hey = y — k, essas equações 
em termos de x e y resultam 


EE ERR A 


(13) 


a? 


se O eixo principal for horizontal e 


OP o Who (14) 


a? b? 


se O eixo principal for vertical. 
Lembrando que dada a equação geral de segundo grau em duas variáveis 


Axº + Bxy + Cy? +Dx+Ey+F=0 
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quando B = 0€e 4 = C, o gráfico será uma circunferência ou um caso degene- 
rado de circunferência, sendo um ponto ou o conjunto vazio. Vamos discutir 
agora essa equação quando B = 0e 4 e € não são necessariamente iguais, mas 
AC > 0. 

Se eliminarmos as frações e combinarmos os termos em (13) e (14), obtere- 
mos uma equação da forma 


Ax2+ Cy? + Dx+ Ey+F=0 (15) 


onde 4 x Csea x be AC >-0. Pode ser mostrado, completando os quadra- 
dos em x e y, que uma equação da forma (15) pode ser posta na forma 


eh = 
E Pp 


A C 

Se AC > 0 então 4 e € têm o mesmo sinal. Se G tiver o mesmo sinal que 
AecC, então (16) poderá ser escrito na forma (13) ou (14). Assim sendo, o grá- 
fico de (15) é uma elipse. 


G | (16) 


b ILUSTRAÇÃO 2 Dada a equação 
6x2 +9y?— 24x — 54y+51=0 
que pode ser escrita como 
6(xº —- 4) + Ny" — 6y)= —5I 
Completando os quadrados em x e » obtemos 
6(x? — 4x +)+Ny? —-6y+9)=-5S1424+481 
6(x— 22 + Hy — 3)? = 54 
(x — 27 PR, E 3 


1 


6 9 


54 








Essa é uma equação na forma (16). Dividindo ambos os membros por 54 teremos 
— 2 — 37 
(e? 0-3? 
9 6 
que tem a forma (13) 4 


l 


Se em (16) G tiver sinal oposto aAecC, então (16) não será satisfeita para 
nenhum valor real de x e de y. Logo, o gráfico de (15) será o conjunto vazio. 
D ILUSTRAÇÃO 3 Suponha que (15) seja 

6x2 + 9y? — 24x — 54y 4 115 =0 
Então, após completar os quadrados em x e y, teremos 

6x -22+Ny-—-32=-1154+24+481 

—9 —-3?2 
= 0-3. 


E : — 10 (17). 
6 9 | | 
Essa equação tem a forma (16) onde G = — 10,4 = 6e C = 9. Para todos 


os valores de x e y, o primeiro membro de (17) é não-negativo; logo, o gráfico 
de (17) é o conjunto vazio. 4 
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Se G = 0 em (16), então a equação é satisfeita somente pelo ponto (A, k). 
Logo, o gráfico de (15) é um ponto. 
> ILUSTRAÇÃO 4 Uma vez que a equação 

6x? + 9yº — 24x — 54y + 105 =0 
pode ser escrita como 


mn mn 
GD) (32 


1 


6 9 


0 
o seu gráfico é o ponto (2, 3). | « 


Se o gráfico de (15) for um ponto ou o conjunto vazio, diremos que o gráfico 
será degenerado. 

Se 4 = Cem (15), temos uma circunferência ou um caso de circunferência 
degenerado, conforme já mencionamos antes. A circunferência é uma forma . 
limite de elipse. Esse fato pode ser mostrado considerando a relação entre a, 
b e c para uma elipse: 


b?=a? —- e? 


Dessa equação, vemos que à medida que c tende a zero, b” tende a a”. Se 
b? = a?, (13) e (14) tornam-se 


(x-h?+(y-k) = a” 


que é a equação de uma circunferência com centro em (A, k) e raio a. Os resul- 
tados da Secção 1.3 para a circunferência são os mesmos que aqueles obtidos 
de (15) para a elipse. | 

Os resultados da discussão acima estão resumidos no teorema a seguir. 


10.2.3 TEOREMA | Se na equação genérica de segundo grau 
Axº + Bxy + Cy? + Dx + Ey+ F=0 


B = 0€e4C> 0, então o gráfico será uma elipse, um ponto, ou ainda, o con- 
junto vazio. Além disso, se 4 = C, então o gráfico será uma circunferência 
ou um ponto, ou ainda, o conjunto vazio. 





O caso degenerado de elipse, um ponto, será obtido como uma secção cônica 
se o plano secante passar pelo vértice do cone, mas não contiver nenhuma gera- 
triz. Veja a Figura 8. 


EXEMPLO 3 Determine o gráfico da equação 
25x? + 16yº + 150x — 128y — 1.119 = 0 


Solução Do Teorema 10.2.3, como B = 0€e AC > 0, o gráfico é uma elip- 
se ou é degenerado. Completando os quadrados em x e y teremos 


25(x2 + 6x + 9) + 16(y2 — 8y + 16) = 1.119 + 225 + 256 
25(x + 32 + 16(y— 4? = 1.600 


Pa O a A 
FIGURA 8 | 64 100 





1 (18) 
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FIGURA 9 





(-2,2 -3V5) 
FIGURA 10 





FIGURA 11 
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Essa equação é da forma (14); assim, o gráfico é uma elipse com eixo principal 
paralelo ao eixo y e centro em (—3, 4). 


EXEMPLO 4 Dada a elipse do Exemplo 3, ache os vértices, os focos e as ex- 
tremidades do eixo menor. Faça um esboço da elipse e mostre os focos. 


Solução De (18) segue que a = 10e b = 8. Como o centro da elipse está 
em (— 3, 4) e o eixo principal é vertical, os vértices estão nos pontos V(— 3, 14) 
e V'(—-3, — 6). As extremidades do eixo menor estão nos pontos B(5, 4) e 
B'(— 11, 4). Como bb? = qa? — c?, 


64 = 100 — c? 
c? = 36 
c=6 


Assim, a distância do centro a um foco é 6 e, portanto, os focos estão nos pontos 
F(—-3, 10)e F'(—3, — 2). Um esboço da elipse com os pontos pedidos está na 
Figura 9. 


EXEMPLO 5 Ache a equação de elipse, dados os focos (— 8, 2) e (4, 2) e cuja 
constante mencionada na Definição 10.2.1 é 18. Faça um esboço da elipse. 


Solução O centro da elipse é o ponto médio do segmento que une os fo- 
cos; logo é (— 2, 2). A distância entre os focos de uma elipse é 2c e a distância 
entre (— 8, 2) e (4, 2) é 12. Logo c = 6. A constante mencionada na Definição 
10.2.1 é 2a; assim 2a = 18e a = 9. Como b” = a? — c?, 


b2=81-36 
b? = 45 
b=3,5 


O eixo principal é paralelo ao eixo x; logo, a equação da elipse é da forma (13). 
Como (A, k) é o ponto (-2,2), a = 9e b = 3/5, a equação pedida é 


+ 0-7) 
81 45. 


Um esboço dessa elipse está na Figura 10. 


] 








Existem aplicações de elipses em Astronomia, pois as órbitas dos planetas 
e satélites são elipses. Elas também são usadas para fazer engrenagens de má- 
quinas. Arços e pontes têm por vezes a forma elíptica. 

Existe uma propriedade reflexiva da elipse que é análoga à que foi mostrada 
para a parábola na Figura 16 da Secção 10.1. Para a elipse, consulte a Figura 
11, onde a reta PT é a reta tangente em P ao gráfico da elipse, com focos em 
Fe F'. A medida do ângulo entre o segmento de reta FP e a reta tangente 
PTéa, e a medida do ângulo entre o segmento de reta F'Pe a reta tangente 
PT é B. No Exercício 31 será pedido que você prove a igualdade «a = 8. Logo, 
um raio de luz de uma fonte colocada em um foco de um espelho elíptico atin- 
gindo o espelho é refletido numa reta que passa pelo outro foco. Essa proprie- 
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dade das elipses é usada. nas chamadas ““galerias dos cochichos””, onde o teto 
tem secções transversais que são arcos de elipse com foco comum. Uma pessoa 
localizada em um foco F pode ouvir uma outra pessoa cochichando no outro 
foco F”, pois as ondas sonoras emitidas em F' atingem o forro e são refletidas 


por ele ao ouvinte em F. Um exemplo famoso disso é 


é a cúpula do Capitólio 


em Washington, nos Estados Unidos. 








EXERCÍCIOS 10.2 


Nos Exercícios de 1 a 16, ache o centro, vértices, focos e extre- 
midades do eixo menor da elipse dada. Faça um esboço da cur- 
va, mostrando os focos. 


1. 4x2 + 9yº = 36 
3. 25x? + 4y? = 100 
5. 2x? + 3yº = 18 6. 64x? + yº = 16 
7. 16x? +47? =| 8. 3x? +4y2 =9 
9. 6x2 +9yº —-24x — 54y+51=0 

10. 9x? + 4y? — 18x + 16y— 11=0 

11. 5x2 +3y2—-3y— 12=0 

12.2x2+2y?—-2x + 18y+33=0 

13. 4x2 + 4y2 + 20x — 32y +89 =0 

14. 3x? + 4y? — 30x + 16y + 100 =0 

15. 30 +5/ =64=12=0 

16. 2x) +3y? — 4x + 12y4+2=0 


2. 4x2? +9y2 =4 
4. 16x2 + 9y? = 144 


Nos Exercícios 17 e 18, determine se o gráfico da equação dada 
é uma elipse, um ponto ou o conjunto vazio. 


17, 4x? + y? — 8x 2) +3=0 
18. 2x2 + 3y? + 8x — 6y + 20 = 0 


Nos Exercícios de 19 a 28, ache uma equação da elipse tendo as 
propriedades dadas e faça um esboço do gráfico. 


19. Vértices em (— 5, 0) e (5, 0) e um foco em (%, 0). 

20. Focos em (— 5, 0) e (5, 0) e a constante mencionada na Defi- 
nição 10.2.1 é 20. 

21. Focos em (0, 3) e (0, — 3) e a constante mencionada na Defi- 
nição 10.2.1 é 643. 

22. Centro na origem, focos sobre o eixo x, o comprimento do 
eixo maior é três vezes o do eixo menor e passa pelo ponto 
(3, 3). 

23. Vértices ém (2, 0) e (— 2, 0) e passa pelo ponto (— 1, 1/3). 

24. Vértices em (0, 5) e (0, — 5) e passa pelo ponto (2, — 5/5). 

25. Centro em (4, — 2), um vértice em (9, — 2), e um foco em 
(0, — 2). 

26. Um foco em (2, —3), um vértice em (2, 4), e centro sobre 
O eixo x. | 

27. Focos em (- 1, —1) e (—-1, 7) e o semi-eixo maior com 8 
unidades de comprimento. 

28. Focos em (2, 3) e (2, — 7) e o comprimento do semi-eixo me- 
nor é dois terços do comprimento do semi-eixo maior. 


29. Ache a equação da reta tangente à elipse 4x? + 9yº = 72 
no ponto (3, 2). 

30. Mostre que a equação da reta tangente à dlinie 
x2/a? + y2/ = 1 no ponto (x,, Yo) da elipse é xo x/a? + 
+ Yo )/b? = 

31. Na Figura 11 prove que a = $. (Sugestão: escolha os eixos 
coordenados de tal forma que o centro da elipse esteja na 
origem e os eixos, ao longo dos eixos coordenados. Então 
use o Teorema 1.6.8.) 

32. A órbita da Terra em torno do Sol é uma elipse com o Sol 
em um foco e um semi-eixo maior com 149,5 milhões de qui- 
lômetros. Se a distância entre os focos for de 5,08 milhões 
de quilômetros, ache (a) a menor distância entre a Terra e 
o Sol e (b) a maior distância entre a Terra e o Sol. . 

33. O teto de um saguão com 10 m de largura tem a forma de 
uma simi-elipse com 9 m de altura no centro e 6 m de altura 
nas paredes laterais. Ache a altura do teto a 2 m de cada 
parede. 

34. O arco de uma ponte tem a forma de uma semi-elipse com 
um vão horizontal de 40 m e com 16 m de altura no centro. 
Qual a altura do arco a 9 m à esquerda ou à direita do centro? 

35. Suponha que a órbita de um planeta tenha a forma de uma 
elipse com eixo maior cujo comprimento é 500 milhões de 
quilômetros. Se a distância entre os focos for de 400 milhões 
de quilômetros, ache a equação da órbita. 


“36. Uma bola de futebol americano tem 30 cm de comprimento 


e uma secção plana contendo uma costura é uma elipse cujo 
eixo menor tem 13 cm. Ache o volume da bola se o couro 
é tão duro que qualquer secção transversal é um quadrado. 

37. Resolva o Exercício 36, se toda secção transversal for uma 
circunferência. 

38. A Definição 10.2.1 apresenta um procedimento para fazer- 
mos o gráfico de uma elipse. Para aplicar o método a 
4x? + 9y2 = 36, determine primeiro os pontos de intersec- 
ção com os eixos coordenados. Obtenha os focos sobre o ei- 
xo x usando um compasso com o centro em um dos pontos de 
intersecção com o eixo y e com raio 3. Aperte então, em cada 
foco, um percevejo. Pegue um barbante com comprimento 6, 
que é 2a e prenda as duas extremidades, uma em cada perce- 
vejo. Apoie um lápis contra o barbante e estique-o. Moven- 
do o lápis de forma a manter o barbante esticado, trace uma 
curva. Essa curva é uma elipse, pois o lápis traça o conjunto 
de pontos do plano cuja soma das distâncias aos percevejos 
é a constante 6. 
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39. Para a elipse cuja equação é o onde Fe F' são os focos da elipse na Figura 3 (Sugestão: 
ese edi? Para mostrar a desigualdade (9), use o fatode quea > c > 0 
E ia = 1 e que para todo ponto (x, )) satisfazendo (8), -a < x < a. 
É b Para mostrar a desigualdade (10), mostre primeiro que 
E aa b A O, ache as coordenadas dos focos em termos ho +PL+y=a+ — x substituindo y2 por 
eh,k, aeb. 


b? (1 — +) e usando (7).) 

43. Ao invés de seguir, no sentido inverso, as etapas usadas pa- 
ra obter a equação (8) a partir da equação (1), um método 
alternativo de obter (1) a partir de (8) é o seguinte: 


Os Exercícios 40 a 41 referem-se à Secção Suplementar 6.7. 


40. Uma placa tem a forma da região limitada por uma elipse 
com semi-eixo maior de 3 cm e com semi-eixo menor de 2 cm. 
Se a placa for mergulhada verticalmente em um tanque com 


água até que o eixo menor esteja na superfície da água, ache IFP|+|FPj=Vx-)+y ++) +y 

a força devido à pressão da água sobre um lado da parte da 1 7 

placa submersa. | =-(Va(x—c) +a'y? + Va(x+c) + a2y?) 
a 


41. Se a placa do Exercício 40 for afundada até que o centro fi- 
que 3 cm abaixo da superfície da água, ache a força da pres- 
são da água em um ado da placa. O eixo menor continua 
horizontal. 

42. Percorrendo em sentido inverso as etapas na obtenção da 
equação (8) a partir da equação (1), prove que se P(x, y) for 
qualquer ponto cujas coordenadas satisfazem (8), então 


Substituindo a2y? por a2b? — b?x?, e usando (7) obtemos . 


FP+|FP|=|a-Cxa jar lx 
q a 














Mostre que o segundo membro acima é 2a, usando o fato 
| de que a > c > 0 e que para todo (x, y) satisfazendo (8), 
FP|+|FP|=2a | | -“a<xx<a. 








10.3 A HIPÉRBOLE Quando o plano secante for paralelo a duas geratrizes, ele interceptará ambas 
as folhas do cone e a secção cônica obtida será uma hipérbole mostrada na Fi- 
gura 1. À seguir, temos a definição de hipérbole como um conjunto de pontos 
no panos 


10.3.1 DEFINIÇÃO | Uma hipérbole é o conjunto de pontos no plano, cujo valor absoluto da dife- 


rença das distâncias a dois pontos fixos é uma constante. Os dois pontos fixos 
são denominados. focos. 





Para obter a equação de uma hipérbole começamos, como fizemos com a 
elipse, tomando a distância entre os focos igual a 2c, onde c > 0. Então, esco- 
lhemos o eixo x como sendo a reta suporte dos focos F e F' e tomamos a ori- 
gem no ponto médio do segmento FF'. Consulte a Figura 2. Os pontos (c, 0) 
e(—c, 0) são os focos Fe F' , respectivamente. Seja 2a a constante mencionada 
na Definição 10.3.1. Na ER 2, 0 ponto P(x, )) representa um ponto qual- 
quer da hipérbole. Então, da Definição 10.3.1, 


IFP| — [FPI = 2a pe (1) 


Para determinar a relação entre a e c, usamos o fato de que a soma rd compri- 
mentos dos lados de um triângulo é maior do que o comprimento do terceiro 
lado e escrevemos as duas desigualdades 


FF [FP [PPLO  IPFI+|FP> IFP] 





hipérbole ata, o o o de ts E 
FIGURA 1 | > FFri>|FP|-|FP| IFF|>I|FP|-|FP| 
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Usando valor absoluto, essas desigualdades podem ser escritas como a desi- 
gualdade | 


[FF|> |FP|- [FP] 





E (60) - ; ; qse , E ea 
FIGURA 2 | Como |F'F| = 2ce ||FP| — |F'P|| = 2a, temos 





2c > 2a | | | 
c>a | : : (2) 
| Como | | | 
FP=dx-P+y e [FP=/x+9+y 
então de (1), P estará na hipérbole se e somente se 
Mx) +y—-dMx+c+y]|=2a 
ou, equivalentemente, sem as barras de valor absoluto, 
de-P+y-Mx+o)+y=+2a 
Vac +y)=+2+vVx+0)+y 
x —Zx+ci+y)=4 +4(x+)+y+x2 + 2x4 ce +y? 
+4av(x + co + 7º = 44? + 4cx | ? A 
2 arma | o 
tvi +co +y id 


Ss 2 
| c 
xº + 2ex + cê + yf = a? + 20x + x? 


2 c? 2 , 2 
RC (o Po GU 
x (5 ) = a 


(c? o a?)x”? == ay? ds a(c? =” a”) 





E | (3) 


c* — q” 


Como, de (2), c > a, podemos tomar 


b2=c2-q? (4) 
Substituindo (4) em (3), temos 

x? y? | E 

2 o! as | 0) 


Provamos que as coordenadas (x, y) de qualquer ponto P na hipérbole satisfa- 
zem a equação (5). Para provar que (5) é a equação da hipérbole precisamos 
mostrar que todo ponto P cujas coordenadas satisfazem (5) está na hipérbole. 
Será pedido que você prove isso no Exercício 41. O procedimento é similar ao 
indicado na Secção 11.2 para a elipse, conforme foi esquematizado nos Exerci- 
cios 42 e 43 dessa secção. Essa discussão nos dá o teorema a seguir. 
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FIGURA 3 





FIGURA 4 
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Se 2a for a constante à qual se refere a Definição 10.3.1 e a hipérbole tiver fo- 
cos em (c, 0) e (— c, 0), então se b? = c? — a?, uma equação da hipérbole será 


(6) 


Um esboço do gráfico da hipérbole do Teorema 10.3.2 é ilustrado na Figura 
3. Vamos mostrar agora como ele é obtido. Da equação, observamos que o grá- 
fico é simétrico em relação a ambos os eixos x e y. Da mesma forma que a elip- 
se, a reta que passa pelos focos é chamada de eixo principal da hipérbole. Assim, 
para essa hipérbole o eixo x é o eixo principal. Os pontos onde o gráfico inter- 
cepta o eixo principal são chamados de vértices, e o ponto médio entre os vérti- 
ces é denominado centro da hipérbole. Para essa hipérbole, os vértices estão em 
V(a,0)e V'(—-a, 0) e o centro está na origem. O segmento V' V do eixo princi- 
pal é chamado de eixo transverso da hipérbole e seu comprimento é 2a unida- 
des; asssim, a unidades é o comprimento do semi-eixo transverso. 

Substituindo x por zero em (6) obtemos y? = — b? que não tem solução real. 
Consegientemente, a hipérbole não intercepta o eixo y. Entretanto, o segmen- 
to de reta com extremidades em (0, — b) e (0, b) é chamado de eixo conjugado 


“da hipérbole e seu comprimento é 2b unidades. Assim, b é o número de unida- 


des no comprimento do semi-eixo conjugado. 
Resolvendo (6) para y em termos de x obtemos 


— q? (7) 


Concluímos de (7) que se |x| < a, não existe valor real de y. Logo, não há 
nenhum ponto (x, y) da hipérbole para o qual -a < x < a. Vemos também 
de (7) que se |x| > a, então existem dois valores reais para y. Assim, a hipérbo- 
le tem dois ramos. Um deles contém o vértice V(a, 0) e se estende indefinida- 
mente à direita de V. O outro contém o vértice V'(—a, 0) e se estende 
indefinidamente, à esquerda de V”. 

Como no caso da elipse, uma vez que a hipérbole tem um centro, ela é cha- 
mada de cônica central. 


EXEMPLO 1 Dada a hipérbole 


x? yº 


EE qa ae] 


9 16. 


ache os vértices, focos e comprimentos dos eixos transverso e conjugado. Faça 
um esboço da hipérbole e mostre os focos. 


Solução À equação dada tem a forma (6); assim, a = 3eb = 4. Osvértices 
estão, portanto, nos pontos V(3, 0) e V'(—3, 0). O número de unidades no 
comprimento do eixo transverso é 2a ou 6 e o número de unidades no compri- 
mento do eixo conjugado é 2b ou 8. Como de (5) b? = c? — a?, temos que 
16 = c? — 9 assim c = 5. Logo, os focos estão em F(5, 0) e F'(—5, 0). Um 
esboço da hipérbole e de seus focos está na Figura 4. 

Da Definição 10.3.1, segue que se P for um ponto dessa hipérbole, então 
[FPI — IFP|| = 6. 








FIGURA 5 
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EXEMPLO 2 Ache uma equação da hipérbole tendo um foco em (5, 0) e os 


extremos do eixo conjugado em (0, 2) e (0, —2). 


Solução Como os extremos do eixo conjugado estão em (0, 2) e (—2, 0), 
então b = 2, o eixo principal está no eixo x, e o centro está na origem. Logo, 
a equação é da forma 


x? y? 


a b? | 
Como o foco está em (5, 0), Cc = Se como b? = c? —- q?,a? = 25 — 4. 
Assim, a = 21 e a equação da hipérbole é 


= 1 


(8) 
que é a equação de uma abipérbols com centro na ergem e eixo principal coinci- 


dindo com o eixo ). 


p ILUSTRAÇÃO 1 A hipérbole com a equação 


A 2 


à A | | . 
9 16. = ” 
tem seus focos e vértices sobre o eixo y, pois apresenta a forma (8). Um ADeço 
do gráfico dessa equação está na Figura 5. < 


Não existe, no caso da hipérbole, uma desigualdade geral envolvendo a e b 
que corresponda à desigualdade a > b, no caso da elipse. Isto é, para uma hi- 
pérbole é possível ter a < b como na Ilustração 1, ondea = 3 eb = 4; é possí- 


-vel também ter a > b, como no Exemplo 2, onde a = 21 eb = 2. Se, para 


a hipérbole, a = b, então dizemos que ela é equilátera. 

Vamos provar que uma hipérbole tem assintotas e mostrar como obter as equa- 
ções dessas assintotas. Nas Secções 2.4 e 2.5 foram definidas assíntotas verti- 
cais e horizontais do gráfico de uma função. Na Secção 4.7 discutimos também 
assintotas oblígiias de uma função racional. A seguir temos uma definição mais 
geral de assíntotas, sendo as definições anteriores casos particulares. 


O gráfico da equação y = f(x) terá a reta y = mx + b como assintota, se qual- 
quer das afirmativas a seguir for verdadeira: 


(D lim [f09) — (mx + b)] = 0, e para algum número M > 0, f0) = mx + b 


sempre que x > M. 
(ii) lim UG) — (mx + b)] = 0, e para algum número M < 0, fi) = mx + b. 


sempre que x < M. 
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A afirmativa (i) indica que para todo e > 0 existe um número N > O tal que 
se x>N então 0<If0)-(mx+bD)|<e | 


isto é, podemos tornar os valores funcionais de f(x) tão próximos do valor de 
mx + b quanto quisermos, tomando x suficientemente grande. Isso é consis- 
tente com nossa noção intuitiva-de assíintota de um gráfico. Podemos dar uma 
formulação semelhante para a parte (ii) da Definição 10.3.3. 

Para a hipérbole x?/a? — y2?/b? = 1, resolvendo em y obtemos 


b 

p= +t-vxº— a? 
a 
Assim, se 


fo)=2 ETA 


então 
| bo  [ b 
lim [109 — — «| = lim : x? — q? — — | 
x— + 00 aq x>+c | 4 a 
bb im (x? — a? — x(N/xº — a” + x) 
(o 1 DDD W[[DDWDDDDWD—T————— 
Axato x — q” + x 
| —a” 
=>-—- lim >>-——— 
Axstox?— q? + x 
-=0 | 
Logo, pela Definição 10.3.3, a reta y = — x é uma assíntota do gráfico de 


b — — | ; 
y = E vx?'— qa?. Analogamente, pode ser mostradô que a reta y = Eira xe 
| a 


f EA . b eu j 
uma assintota do gráfico de y = — — Jxº — a?. Consequentemente, a reta 
a. | 
D cos : e x? yº 
»y = — x é uma assiíntota da hipérbole E pI 1. Da mesma forma, 
2“ “a 

b F [é º 4 

podemos demonstrar que a reta y = — — x é uma assintota da mesma hipér- 
(7) 


bole. Temos, então, o teorema a seguir. 


As retas 


b b 
y=— x e y=—0— x 
aq a 


são assíntotas da hipérbole 


x? > 


a 


q? b? 
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A Figura 6 mostra um esboço da hipérbole do Teorema 10.3.4, junto com 
suas assintotas. Note, na figura, que as diagonais do retângulo com vértices em 
(a, b);(a, —-b),(-a, b)e(— a, — b) estão sobre as assintotas da hipérbole. Esse 
retângulo é chamado retângulo auxiliar da hipérbole. Os vértices da hipérbole 
são os pontos de intersecção do eixo principal com o retângulo auxiliar. Um 
esboço razoável de uma hipérbole pode ser feito traçando primeiro o retângulo 
auxiliar e depois os ramos da hipérbole, tangenciando no seu vértice ao lado 
do retângulo auxiliar e aproximando assintoticamente as retas suportes das dia- 
gonais do retângulo. Observe que como qa? + b? = c?, a circunferência com 
centro na origem e que passa pelos vértices do retângulo auxiliar também passa 
| pelos focos da hipérbole. ? 
FIGURA 6 Há uma forma heurística de obter as equações das assíntotas de uma hipér- 
| bole. Por exemplo, para a hipérbole com equação x?/a? — y2/b”? = 1, substi- 
tuindo por zero o segundo membro, obtemos | 





PA P) 


y 
+ 


Fatorando, teremos 


= () 


4 e 


y 
12=0 
b 


| 
o 
O - 
ax 


as quais, pelo Teorema 10.3.4, são equações das assíntotas da hipérbole dada. 
Usando essa heurística para a hipérbole com equação (8), vemos que as assín- 
totas são as retas de equações 

y o X y x 

= b = 0 e Z + 5 =) 
que coincidem com as assíntotas da hipérbole com equação x2/b? — y2/a? = 1. 
Essa hipérbole e aquela dada pela equação (8) são chamadas hipérboles con- 
jugadas. 

As assíntotas de uma hipérbole equilátera (a = b) são perpendiculares entre 
si. O retângulo auxiliar, neste caso, é um quadrado e os eixos transverso e con- 
jugado têm o mesmo comprimento. 

Se o centro de uma hipérbole estiver em (A, k) e seu eixo principal for parale- 
lo ao eixo x, então se os eixos forem transladados de forma que o ponto (A, k) ' 
seja a nova origem, a equação da hipérbole em relação ao novo sistema de coor- 
denadas será Xx?/02? — y2/b? = 1. Substituindo X por x — hey por y — k 
essa equação torna-se 


G-hpoOo p=. 





(9) 


aq? b? 


Da mesma forma, a equação da hipérbole com centro em (A, k) e eixo princi- 
pal paralelo ao eixo y é 


OP We — ht (10) 


a? bº 
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EXEMPLO 3 Os vértices de uma hipérbole estão em (—-5, -3) e (—-5, —1) 
e as extremidades do eixo conjugado estão em (—7, —-2)e (—-3, — 2). Ache a 
equação da hipérbole e a equação das assintotas. Faça um esboço da hipérbole 
e das assintotas. 


Solução A distância entre os vértices é 2a; logo 2a = 2e a = 1. O compri- 
mento do eixo conjugado é 2b; assim 2b = 4e b = 2. Como o eixo principal 
é paralelo ao eixo y, a equação da hipérbole é da forma (10). O centro (A, k) 
está no ponto médio do segmento que une os vértices, sendo, portanto, o ponto 
(— 5, — 2). Logo, a equação da hipérbole é 

(+27 (x+5 


Lo Rs 





Usando a heurística para obter as equações das assíntotas temos 


V+2 x+N/v+2 x+5)0 
RE ar 


que dá 








p+2=Hx+5) e y+2=-Hx+5) 


Um esboço da hipérbole e das assíintotas está na Figura 7. 


al Pad 
“o so 
Bira, e 
os Be AC X 
EE ado 
ei ud 
| e Rudi t 
0 (—S5, —2) 
| = as 
Ds, g ER 
pe V Va 
a 
so 
1" 
a 
o 
Ei ma 
FIGURA 7 


Se em (9) e (10) eliminarmos as frações e combinarmos os termos, as equa- 
ções resultantes serão da forma 
AX +Cy +Dx+Ey+F=0 (11) 


onde 4 e C têm sinais opostos; isto é AC < O. Agora queremos mostrar que 
o gráfico de uma equação da forma (11), onde 4C < 0 é uma hipérbole ou 
uma degeneração. Completando em (11) os quadrados em x e », onde AC < 0, 
a equação resultante tem a forma 


a(x — h? — By — kh? =H | (12) 
Se H > 0, (12) pode ser escrito como 
(eh? pk? 
H H 
o RP 


que tem a forma de (9). 





= 1 
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D ILUSTRAÇÃO 2 A equação 
4x? — 12yº + 24x + 96y — 181 = 0 
pode ser escrita como 
4x? + 6x) — 12(yº — 8y) = 181 
e completando os quadrados em x e y temos 
4x? + 6x +9)— 12(yº — 8y + 16) = 181 + 36 — 192 
4x +32 —-1Xy— 4) =25 
A qual tem a forma (12), onde H = 25 > 0. Pode ser escrita como 
(+ pap 


25 25 
4 1 


l 


2 


que tem a forma (9). | «4 


Se H <- 0, então (12) pode ser reescrita como 
— kh? (x—h?o 
[HI HI 
a? Bº 
que tem a forma (10). 
D ILUSTRAÇÃO 3 Suponha que (11) seja 
4x? — 12922 + 24x +96y— 131=0- 
Completando os quadrados em x e y teremos 


Mx + 1Ay— 4 =—25 


A equação acima tem a forma (12), onde H = — 25 < 0, e pode ser escrita como 
0-9 (6+3) | 
E TONS 
12 4 
que tem a forma (10). | o «4 


Se H = 0, então (12) será equivalente às duas equações 
“dx-h-By-h)=0 e adx-h+By—-k)=0 





que são equações de duas retas que passam pelo ponto (A, k). Este é um caso 
de hipérbole degenerada. 
O teorema a seguir resume os resultados da discussão anterior. 


duas retas concorrentes 


FIGURA 8 


10.3.5 TEOREMA Se na equação geral do segundo grau 






Ax2 + Bxy + Cy + Dx+ E + F=0 
B = 0e4C < 0, então o gráfico será uma hipérbole ou duas retas concorrentes. 
O caso degenerado de uma hipérbole, ou seja, duas retas concorrentes, é ob- 


tido como secção cônica se o plano secante contiver o vértice do cone e duas 
geratrizes, conforme mostra a Figura 8. 
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FIGURA 11 
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EXEMPLO 4 Determine o gráfico da equação 
9x? —4y2 — 18x — 167y+29=0 


Solução Do Teorema 10.3.5, como B = 0€ AC = -36 < 0,0 gráfico 
é uma hipérbole ou duas retas concorrentes. 
Completando os quadrados em x e y teremos 


Hx? —-2x+D)—-4y? +4y+)=—-29+9-—16 
M=12-4y+2 = —36 
(DE er 
9 4 


Essa equação tem a mesma forma que (10): assim, o gráfico é uma hipérbole 
cujo eixo principal é paralelo ao eixo y e cujo centro está em (1, —2). 


Ei | (13) 








EXEMPLO 5 Ache os vértices e os focos da hipérbole do Exemplo 4. Faça 
um esboço mostrando a hipérbole, suas assíntotas e os focos. 


Solução De (13) observamos que a = 3 e b = 2. Como o eixo principal 
é vertical, o centro está em (1, —2)e a = 3, segue que os vértices estão nos pon- 
tos VA, D)e V'(1, —5). Para uma hipérbole, c? = q? + b?;logo,c? = 944 
ec = v13. Assim sendo, os focos estão em F(l, —-2 + V13)e F'(1, -2 — 73). 
A Figura 9 mostra a hipérbole, suas assíntotas e os focos. 





As propriedades da hipérbole dadas na Definição 10.3.1 formam a base de 
vários sistemas de navegação importantes. Esses sistemas envolvem uma rede 
de pares de rádios transmissores em posição fixa e com distâncias conhecidas 
um do outro. Os transmissores enviam sinais de rádio que são recebidos pelo 
navegador. A diferença no tempo de chegada de dois sinais determina a dife- 
rença 2a das distâncias ao navegador. Assim, sabe-se que a sua posição é al- 
gum ponto ao longo de um arco de uma hipérbole que tem como focos as loca- 
lizações dos transmissores. Um arco, ao invés de dois, é determinado devido 
ao atraso do sinal entre os transmissores, causado pelo próprio sistema. O pro- 
cedimento é, então, repetido para um outro par de transmissores e obtemos ou- 
tro arco de hipérbole contendo a posição do navegador. O ponto de intersecção 
dos dois arcos de hipérbole é a posição real. Por exemplo, na Figura 10, supo- 
nha um par de transmissores localizados nos pontos 7, e S,, cujos sinais de- 
terminam o arco de hipérbole 4,. Outro par de transmissores está localizado 
em 7,e $,e o arco de hipérbole 4, é determinado pelos sinais. Então, a inter- 
secção de 4, com 4, dá a posição do navegador. 

A hipérbole tem uma propriedade reflexiva que é usada na fabricação de cer- 
tos telescópios. Na Figura 11, a reta PT é a reta tangente no ponto P ao gráfico 
da hipérbole com focos em Fe F'. A medida do ângulo entre o segmento de 
reta FP e a reta tangente PT é a e a medida do ângulo entre o segmento de 
reta F'Pe a reta tangente PT é B. Será pedido que você prove que «a = £, no 
Exercício 39. Dessa igualdade segue que um raio de luz de uma fonte localizada 
em um foco de um espelho hiperbólico (a secção transversal é uma hipérbole) 
é refletido ao longo de uma reta que passa pelo outro foco. 

Hipérboles são usadas também em **'combates de ondas sonoras”, para locali- 
zar a posição de armas inimigas, cronometrando o som dos disparos dessas ar- 
mas. Alguns cometas movem-se em órbita hiperbólica. Se uma quantidade va- 
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ria inversamente em relação a outra tal como a pressão e o volume na lei de 
Boyle para um gás perfeito (PV = k), o gráfico será uma hipérbole, como vere- 
mos na Secção 10.4. 

Dos Teoremas 10.1.6, 10.2.3 e 10.3.5 podemos concluir que o gráfico de uma 
equação quadrática geral em duas incógnitas, quando B = 0, é uma cônica ou 
uma cônica degenerada. O tipo de cônica pode ser obtido observando o produ- 
to de 4 com €C. Temos o teorema a seguir. 


O gráfico da equação 


Ax* + Cy? OR O 


10.3.6 TEOREMA 


pnde A é € não são ambos nulos, é uma cônica ou uma cônica degenerada; 


se for uma cônica, então o gráfico será: 


“(i) uma parábola, se A 
(11) uma elipse, se 4 e € tiverem o mesmo sinal, isto é 


= 0ouC = õoO,isto é, se AC = 0; 


, SE AC > 0; 





(11) uma hipérbole, se 4 e € tiverem sinais opostos, isto é, se AC < 0. 


Uma discussão do gráfico de uma equação quadrática geral onde B Er O será 


dada na próxima secção. 


ad e —- 


EXERCÍCIOS 10.3 , 


+ - 
aque a 


Nos Exercícios de 1 a 16, ache o centro, os vértices, os focos e 
as equações das assíntotas da hipérbole dada. Faça um esboço 


da curva e de suas assintotas e mostre os focos. verso 5. 
|:03=4)2 =56 Re 24. Um foco com E 3 — 313, 1), as assíntotas interceptam-se 
3. 4x2 — 25y? = 100 4. 1672 — 9x? = 144 em (— 3, 1) e uma assintota passa pelo ponto (1, 7). | 
S qa = to GA = 6 27. Os vértices de uma hipérbole estão em (—-3, —1I)e(—1, — 1) 
7. 9y)— I6x2 = 1 8. 25x? —25y2 =| e a distância entre os focos é 25 - Ache (a) a equação da hi- 
O: W2 rs y? Sup LS pérbole e (b) equações das assíntotas. 

10. 4x2 —- y2—-8x—- 12=0 28. Os focos de uma hipérbole estão em (2, )e (2, —7) e a dis- 


- 9x? — 18y? + 54x — 36) +79 =0 


24. 
25. 


Focos em (3, 6) e (3, 0) e passando pelo ponto (5,3 + £,3). 


Focos em (— 1, 4) e (7, 4) e comprimento do eixo trans-. 


tância entre os vértices é 8/3. Ache (a) a equação da hipér- 
bole e (b) equações das assíntotas. 


12. x2—-y2+6x+10y—-4= 

13 é 2 á Ê Rae ú 29. Ache a equação da reta tangente à hipérbole 4x? — y? = 
.3y) — dx” — 8x — 24y — 40 = 0 Eno como dE O) 

14. 4x) —- y72 + 56x +2y+195=0 Re 2? 

15. 4y? — e + 16y+ am = 99 30. Ache a equação da reta normal à hipérbole 4x? — 3y* = 


y-x+2y-2x— 1=00 


Nos Exercícios de 17 a 26, ache a equação da hipérbole satisfa- 
zendo as condições dadas e faça um esboço do gráfico. 


17. 


18. 
19. 


20. 


21 


Vértices em (— 2, 0) e 2, 0) e um eixo conjugado com com- 
primento 6. 

Focos em (0, 5) e (0, — 5) e um vértice em (0, 4). 

Centro na origem, focos sobre o eixo y e passando pelos pon- 


tos(-2, 9) e(-6, 7). 


Extremidades do eixo conjugado em (0, —3) e (0, 3) e um 
foco em (5, 0). 


« Um foco em (26, 0) e como assintotas as retas 12y = +5x. 
22: 


Centro em (3, — 5), um vértice em (7, —5) e um foco em 


31. 


32. 


33. 


= 24 no ponto (3, 2). 

Ache a equação da hipérbole cujos focas são os vértices da 
elipse 7x? + 11y? = 77 e cujos vértices são os focos dessa 
elipse. 

Ache a equação da elipse cujos focos são os vértices da hi- 
pérbole llx? — 7y? = 77 e cujos vértices são os focos da hi- 
pérbole. | 

O custo de produção de uma mercadoria é $ 12 a menos por 
unidade numa cidade 4 do que numa cidade B, sendo a dis- 
tância entre 4 e B 100 km supondo que o caminho de entre- 
ga da mercadoria seja uma linha reta e que o custo da entre- 
ga seja $ 0,20 por unidade por quilômetro, ache a curva em 
cujo ponto a mercadoria possa ser fornecida por 4 ou por 
B a um mesmo custo. (Sugestão: tome 4 e Bem (— 50, 0) e 


(8, —5). (50, 0) respectivamente.) 
23. Centro em (— 2, — 1), um vértice em (— 2, 11), e um foco 34. Prove que não existe reta tangente à hipérbole x? — y? = 1 
em (—2, 14). “que passe pela origem. 
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35. Ache o volume do sólido gerado pela rotação, em torno do eixo 
x, da região limitada pela hipérbole x2/a? — y2/b? = 1 e pe- 
la reta x = 2a. 

36. Ache o centróide do sólido de rotação do Exercício 35. 

37. Três postos de Escuta estão localizados nos pontos A(O, 0), 
B(O, 23, e Cc( » 0), a unidade de comprimento é 9 quilô- 
metro. Microfones localizados nesses pontos mostram que 
uma arma está = 5 km mais próxima de 4 do que de Ce 
— km mais próximo de B do que de 4. Determine a posição 
ga arma usando a Definição 10.3.1. 

38. Duas estações LORAN (abreviatura de Long-Range 
Navigation — Navegação de Longa Distância) 4 e B estão 
numa reta que vai de leste para oeste e 4 está a 80 km a 
leste de B. Um avião viaja para o leste num curso reto que 
está a 60 km ao norte da reta que liga 4 e B. Sinais são 
mandados ao mesmo tempo de 4 e de Be o sinal de 4 atinge 
o avião 350 us antes do sinal de B. Se os sinais se propagam 
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a uma velocidade de 0,2 milhão por microssegundo, localize 
a posição do avião usando a Definição 10.3.1. 


39. Na Figura 11, prove que a = 8. (Sugestão: escolha os eixos 


40. 


41. 


coordenados de tal forma que o centro da hipérbole esteja 
na origem e os eixos da hipérbole estejam ao longo dos eixos 
coordenados. Então prove que a reta tangente PT divide ao 
meio o ângulo formado pelos segmentos da reta FPe F'P) 
Para uma hipérbole equilátera tendo centro em (A, k) e eixo 
principal paralelo ao eixo x, prove que as assíntotas são per- 
pendiculares. 
Prove que se P(x, y) for um ponto cujas coordenadas satisfa- 
zem a equação (5), então 

IFP| — [FPI = 2a 
onde Fe F* são os focos da hipérbole da Figura 2. (Suges- 
tão: use um método similar ao sugerido para a elipse nos Exer- 
cícios 42 e 43 dos Exercícios 10.2.) 
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10.4 ROTAÇÃO DE EIXOS Mostramos como é possível simplificar a forma de certas equações por uma trans- 
lação de eixos coordenados. Agora vamos considerar uma rotação de eixos coor- 
denados que nos possibilita transformar uma equação do segundo grau com um 
termo em xy em outra equação sem esse termo. Uma translação de eixos dá um 
novo sistema de coordenadas cujos eixos são paralelos aos eixos originais x e 
». Para uma rotação, o novo sistema de coordenadas terá, em geral, eixos que 
não são paralelos aos originais. 

Vamos supor que existam dois sistemas cartesianos retangulares com a mes- 





FIGURA 1 
XxX = 


rcos0 e y= 


Também, da Figura 1, 


X= 


rcos(6 —- q) e y = 


ma origem. Vamos chamar esses sistemas de xy e Xy. Suporemos ainda que o eixo 
X forme com o eixo x um ângulo cuja medida em radianos seja q. Então, natu- 
ralmente, o eixo ) forma com o eixo y um ângulo cuja medida em radianos é q. 
Nesse caso, estabelecemos que o sistema xy de coordenadas girou num ângulo 
cuja medida em radianos é a para formar o sistema xy. Um ponto P com 
coordenadas (x, )) em relação ao sistema original de coordenadas terá coorde- 
nadas (x, )) em relação ao novo sistema. Vamos obter agora a relação entre 
os dois sistemas de coordenadas. . 

Na Figura 1, r denota a distância não orientada |OP| e seja O o ângulo medi- 
do do eixo x ao segmento de reta OP. Da figura observamos que 


r sen 0 


(1) 


rsen(8 — a) 


Com a diferença das identidades co-seno e seno essas duas equações tornam-se 


X = 


rcosôcosa + rsenôsena e y= 


rsen6 cosa - rcosôsena 


Substituindo nas equações precedentes as equações (1), obtemos 


X = 


X cosa + y sena 


e y=-xsena + ycosa (2) 


Resolvendo as equações (2) simultaneamente para xe y em termos dex e y cia 
o Exercício 26), obtemos 


xXx =xcosa- yYysena e y= 


xsena + Y cosa 


3) 


Os resultados serão resumidos em um teorema. 
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Se (x, y) for a representação de um ponto P em relação a um conjunto de eixos 


10.4.1 TEOREMA | 
e(x, fora representação de Papós a rotação dos eixos de um ângulo a, então 





()x =xcosa — Ysena e y=xsena+ycosa 
(1) x =xcosa+ysena e y=-xsena+ ycosa 






EXEMPLO 1 Dada a equação 
Xy =1 


(a) Ache a equação do gráfico em relação aos eixos x e ) obtidos através de 
uma rotação de eixos de um ângulo de 4x rad e (b) faça um esboço do 
gráfico e mostre ambos os conjuntos de eixos. ; 


Solução 

(a) Com « = 47 no Teorema 10.4.1(1) obtemos 
E di 
V= 5 x + A y 


Substituindo essas expressões para x e y na equação xy = 1, obtemos 


Ger foare od 


(b) Essa é a equação de uma hipérbole equilátera cujas assíntotas são as bisse- 

trizes dos quadrantes no sistema xy. Assim, o gráfico da equação xy = 1 é 
| uma hipérbole equilátera situada no primeiro e terceiro quadrantes e as as- 
FIGURA 2 sintotas são Os eixos x e y. A Figura 2 mostra o gráfico pedido. 





Na Secção 10.3, mostramos que se B = 0e 4 e € não forem ambos nulos, 
o gráfico da equação geral de segundo grau em duas incógnitas 


Ax? + Bxy + Cy? + Dx+ Ey+ F=0 (4) | 


será uma cônica ou uma cônica degenerada. Vamos mostrar agora que se B = 0, 
então qualquer equação da forma (4) poderá ser transformada por uma rotação 
de eixos conveniente, numa equação da forma 


— AX + Cy +Dx+Ey+F=0 (5) 
onde 4 e C não são ambos nulos. | 
Se o sistema xy sofrer uma rotação de um ângulo a, então, para obter a equa- 


ção do gráfico de (4) em relação ao sistema xy, substituimos x por x cosa — y 
sena eyporxsena + y cos q. Teremos 


AX? + Bxy + Cy? + Dx+ Ey+F=0 (6) 
onde 

A = Acosa+ Bsenacosa + Csenla 

B = -2Asenacosa + B(cos?a — sena) + 2Csenacosa 


= Asen?a- Bsenacosa + Ccos?a 


Al 
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Queremos encontrar q tal que a rotação transforme (4) numa equação da for- 
ma (5). Fazendo B igual a zero, temos 


B(cos?a — sen?a) + (C — AX2 sena cosa) = 


ou, equivalentemente, com identidades trigonométricas, 
Bcos2a + (C —- A)sen2a = 0 
Como B = 0, 





Mostramos que uma rotação de eixos de um ângulo a que satisfaça a equação 
acima, transformará uma equação da forma (4), onde B x 0, em uma equação . 
da forma (5). Queremos mostrar que 4 e C em (5) não são ambos zero. Para 
provar, note que (6) é obtido de (4) por uma rotação de eixos de um ângulo a. 
Também, (4) pode ser obtida de (6) por uma rotação de eixos de ângulo —a. 
Se 4 e C em (6) fossem ambos nulos, então as substituições ' 


X=xcosa+ysena e YJ=-xsena+ycosa 
em (6) resultariam na equação 


Dee cos a + y sena) + E(-x sen q + y cosa) + F = O 


* que é uma equação do primeiro grau e, portanto, diferente de (4) pois estamos 


supondo que pelo menos B % 0. Provamos então o teorema a seguir. 


Se B x 0, a equação 
AX + By + Cy + D+ E +F=0 
pode ser transformada na equação 


AX + Cy? + Dx+ Ey+F=0 


onde 4 e C não são ambos nulos, por uma rotação de eixos de ângulo a 
para o qual É ? 


A-C 





Pelos Teoremas 10.4.2 e 10.3.6, segue que o gráfico de uma equação da forma 
(4) é uma cônica ou uma cônica degenerada. Para determinar que tipo de cônica 
é o gráfico de determinada equação, usamos o fato de que 4, Be C de (4) e 
A, Be C de (6) satisfazem a relação | 


B2-4AC=Bº-4AC (7) 


“que pode ser provada substituindo as expressões de 4, Be C dadas nas fór- 


mulas (6), no segundo membro de (7). Isso será deixado como exercício (veja 
o Exercício 25). | 

A expressão Bº — 4AC é chamada de discriminante de (4). A igualdade (7) 
estabelece que o discriminante da equação quadrática genérica em duas variá- 
veis é invariante sob uma rotação de eixos. Se o ângulo da rotação for escolhido 
de forma que B = 0, então (7) torna-se 


BP -44C = —4AC | | (8) 
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Do Teorema 10.3.6, segue que se o gráfico de (5) não for degenerado, en- 
tão será uma parábola se AC = 0, uma elipse se AC > 0 e uma hipérbole se 
AC < 0. Assim, podemos concluir que o gráfico de (5) é uma parábola, uma 
elipse ou uma hipérbole, conforme — 4AC seja zero, negativo ou positivo. Como 
o gráfico de (4) é igual ao de (5), segue de (8) que se o gráfico de (4) não for 
degenerado, então ele será uma parábola, uma elipse ou uma hipérbole, confor- 
me o discriminante B? — 44C seja zero, negativo ou positivo. Provamos o teo- . 
rema a seguir. 


O gráfico da equação 


Ax* + Bxyy + Cy? + Dx + Ey + F=0 


é uma cônica ou uma cônica degenerada. Se for uma cônica, então será 


(1) uma parábola se B? —- 44C = 0; 
(11) uma elipse se B? — 4A4C < 0; 
(u1) uma hipérbole se B? — 4AC > 0. 





EXEMPLO 2 Simplifique a equação 


17x? — 12xy ê 8y? — 80 =0 


por uma rotação de eixos. Faça um esboço do gráfico da EQUAÇÃO e mostre am- 
bos os conjuntos de eixos. à 


Solução 
B*. — 44C 


(— 12)? — 4(17)(8) 
= — 400 | 
Como Bº — 4A4C < 0, pelo Teorema 10.4.3, o gráfico é uma elipse ou degene- 


rado. Para eliminar o termo xy por uma rotação de eixos, precisamos escolher 
um q tal que 


cot mes 
= 


1-8 
=) 


3 


.4 


- Existe um 2a no intervalo (0, 7) para o qual cotg 2a = = do, Logo, a está no 


intervalo (0, 5). Para aplicar o Teorema 10.4.1 não é necessário encontrar a 
desde que se conheça cos a e sen a. Essas funções podem ser encontradas do 
valor de cotg 2a, pelas identidades trigonométricas 


1 + cos 24 | | — cos 2a = 
Cos &« = SR o e sena = E O<a<sn 


Como O cotg 2a = -SZe0<a<£, segue quecos2a = —4. Assim 


| 
cos &« = 





sen q = 





o < 
o) + 
Units 


alo € 
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Substituindo x = xX/"5S — 2/8 ey = 2X/N5 + 7/5 na equação dada 


obtemos 
2. 4FyU A Av? x? — 3xyv — 272 4%? 4xv sz 
ME CDS DEDE ai 
| 5 5 5 
Simplificando, obtemos 
xº + 4yº = 16 
x? yº 
ER O A | 
16" 4 


Assim, o gráfico é uma elipse cujo eixo maior tem 8 unidades de comprimento 


“e cujo eixo menor tem 4 unidades de comprimento. Um esboço da elipse com 


ambos os conjuntos de eixos está na Figura 3. 











EXERCÍCIOS 10.4 


Nos Exercícios de 1 a 4, para a equação dada, (a) encontre uma”. 17. 


x +2xy+y) +x—-y-—-4=0 


equação do gráfico em relação aos eixos x e y, obtidos por uma 


. 16x? — 24xy + 9y? — 60x — 80y + 400 = 0 


rotação de um ângulo cuja medida é Ze (b) faça um esboço 19. 11x? —24xy +47? + 30x + 40) — 45=0 
do gráfico e mostre os dois conjuntos de eixos. 20. 3x? —4xy +8x—1=0 

e E xy=8 | 2. xy=—4 21. 4x) +4xy+y? — 6x +12y=0 
3x-y=8 4 y)—-x?=16 22. x +2xy+y)-x—3y=0 


Nos Exercicios de 5 a 12, remova da equação dada o termo xy 
por uma rotação de eixos. Faça um esboço do gráfico e mostre 
os dois conjuntos de eixos. 


5. 24xy — 772 + 36 =0 
7. x2+2xy+y? —-8x+8y=0 
8. x +xy+y2)=3 
10. 5x? + 6xy +5y2=9 

11. 31x? + 10,/3xy + 217? = 144 
12. 6x2 + 20,/3xy + 267? = 324 


6. 4xy + 3x? =4 


9. xy + 16=0 


Nos Exercícios de 13 a 22, simplifique a equação dada com uma 
rotação e uma translação de eixos. Faça um esboço do gráfico 
e mostre os três conjuntos de eixos. 


13. xX2+xy+y?-3y-6=0 - 
14. 19x + 6xy + 11y? — 26x +38 +31=0 
15. 17x? — 12xy + 82 — 68x +24) — 12=0 
16. x2-10xy+y2 +x+y+1=0: 


24. 


25. 


26. 


- Mostre que o gráfico de x + «/) = 1 é um segmento de 


uma parábola por uma rotação de eixos de um ângulo cuja 
medida é 7. (Sugestão: elimine os radicais na equação, antes 
de aplicar o Teorema 10.4.1.) 

Dada a equação (a? + b)xy = I,ondea > 0eb>60, 
ache uma equação do gráfico em relação aos eixos x e ), 
obtidos por uma rotação de eixos cujo ângulo tem por medi- 
da tg" !(b/a). 

Mostre que para a equação geral do segundo grau em duas 
variáveis, o discriminante B? — 4A4C é invariante sob uma 
rotação de eixos. 

Deduza (3) de (2) desta secção resolvendo em x e y em ter- 
mos de x e y. (Sugestão: Para resolver em x, multi- 
plique cada membro de (2) por cos a e cada membro da se- 
gunda equação por sen a, e então subtraia os membros cor- 
respondentes das equações resultantes. Use um procedimen- 
to similar para resolver em y.) 








10.5 COORDENADAS POLARES 


P(r, 8) 





O 
FIGURA 1 


Até aqui localizamos um ponto no plano por suas coordenadas cartesianas re- 
tangulares. Há outros sistemas de coordenadas que dão a posição de um ponto 
em um plano. O sistema de coordenadas polares é um deles, e é importante, 
pois certas curvas têm equações mais simples quando esse sistema é usado. Nas 
coordenadas polares todas as três cônicas (a parábola, a elipse e a hipérbole) 
têm uma equação. Ela é aplicada na derivação das leis de Kepler em Física e 
no estudo do movimento de planetas em Astronomia. 

No sistema cartesiano, as coordenadas são números chamados de abscissa 
e ordenada que são as medidas das distâncias orientadas a dois eixos fixos. No 


P(2, 7) 
Air 
E A 


(a) 





A 
(b) 
PSD 27 
o. á 





P(2, —2m) 
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sistema polar, as coordenadas consistem em uma distância orientada e na me- 
dida de um ângulo relativo a um ponto fixo e a um semi-eixo fixo. O ponto 
fixo é chamado de pólo (ou origem), sendo designado pela letra O. O semi-eixo 
fixo é chamado de eixo polar (ou reta polar) e vamos designá-lo por 04. O 
semi-eixo O 4 é, normalmente colocado na horizontal, orientado para a direita 
e se estende indefinidamente. Veja a Figura 1. | 

Seja P um ponto qualquer do plano, distinto de O. Seja O a medida em radia- 
nos do ângulo 4 OP, positiva quando considerada no sentido anti-horário e ne- 
gativa quando no sentido horário, tendo como lado inicial OA e como lado 
final OP. Então, se r for a distância não orientada de O a P (isto é, r = |OP| 3 
o conjunto de coordenadas polares de P será dado por r e 0, e escrevemos essas 
coordenadas como (r, 0). 


EXEMPLO 1 Marque cada um dos seguintes pontos com o conjunto de coor- 
denadas polares dado: (a) (2, 17); (b) (5, 57); (0) (1, Z7); (d) O, 57); 
(e) (4, 570); DG, —-7); BR, —s7) 


Solução 


(a) O ponto (2, 47) é determinado primeiro ao desenharmos o ângulo com me- 
dida 7 rad, tendo seu vértice na origem e seu lado lado inicial ao longo 
do eixo polar. O ponto no lado terminal que é 2 unidades da origem é o 
ponto (2, 5). Veja a Figura 2(a). 

Analogamente, obtemos os pontos mostrados na Figura 2(b) — (g). 


D ILUSTRAÇÃO 1 A Figura 3 mostra o ponto (4, 27). Outro conjunto de 
coordenadas polares para esse ponto é (4, — 7); veja a Figura 4. Além disso, 
as coordenadas polares (4, 7) também resultam o mesmo ponto, como mos- 
tra a Figura 5. « 


Tê 
P(4, no E 7) 





Ee: 
6 


FIGURA 3 | | FIGURA 4 


Na realidade, as coordenadas (4, “7 + 2n7), onde n é um inteiro qualquer 
são do mesmo ponto, designado com (4, ==). Assim, um dado ponto tem um 
número ilimitado de conjuntos de coordenadas polares. Nisso o sistema polar 
é diferente do sistema cartesiano retangular, onde existe uma correspondência 
biunívoca entre as coordenadas e os pontos do plano. Para as coordenadas po- 
lares tal correspondência inexiste. Outro exemplo é obtido considerando as coor- 
denadas polares da origem. Ser = 0 e 6 é qualquer número real, temos a ori- 
gem, que é designada por (0, 6). 

Podemos considerar coordenadas polares com r negativo. Nesse caso, o pon- 
to estará no prolongamento do lado terminal do ângulo, que é a semi-reta que 





FIGURA 6 


á 


P(-4, 57) 
ne 
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parte da origem, estendendo-se no sentido oposto ao lado terminal. Assim, se 
P estiver sobre o prolongamento do lado terminal do ângulo de medida 0 rad, 
o conjunto de coordenadas polares de P será (r, 0), onde r = — |OP|. 


D ILUSTRAÇÃO 2 O ponto (—-4, — Z) da Figura 6 é o mesmo que o ponto 
(4, ==), (4, — E) e (4, JZ) da Ilustração 1. Outro conjunto de coordenadas 
polares para esse ponto é (— 4, JZ); veja a Figura 7. 4 





O ângulo é normalmente medido em radianos, assim um conjunto de coor- 
denadas polares de um ponto é um par ordenado de números reais. Para cada 
par ordenado de números reais existe um único ponto no plano tendo-o como 
coordenadas polares. Entretanto vimos que cada ponto pode ser dado por um 
número ilimitado de pares ordenados de números reais. Se o ponto P não for 
a origem e se restringirmos r e O de tal forma quer > 00 < 8 < 27, então 
existirá um único par ordenado de coordenadas polares para P. 





EXEMPLO 2 (a) Marque num gráfico o ponto com coordenadas polares 
(3, —<Z). Ache outro conjunto de coordenadas polares desse ponto para as 
quais (b) 7 <0e0<0<2n;(br>0e0<0<27r;(c)r<0e-2x<0<0. 


Solução 


(a) Para encontrar o ponto no gráfico, traçamos o ângulo cuja medida em ra- 
dianos é — 37 na direção horária, a partir do eixo polar. Como r > 0, 
P está sobre o lado terminal do ângulo a três unidades da origem, veja a 
Figura 8(a). 
As respostas a (b), (c) e (d) são, respectivamente, (—3, 57), (3, 57), e 
(—-3, — 57). Elas estão ilustradas na Figura 8(b), (c) e (d). 





Frequentemente, queremos nos referir às coordenadas de um ponto nos dois 
sistemas de coordenadas: cartesianas retangulares e polares. Para fazer isso, to- 
mamos a origem do primeiro sistema coincidindo com a origem do segundo, 
o eixo polar como o semi-eixo x positivo e a semi-reta para a qual 6 = £ co- 
mo o semi-eixo y positivo. 

Suponha que P seja o ponto que tenha (x, y) como representação num siste- 
ma de coordenadas cartesianas retangulares e seja (r, 6) a representação de P 
em coordenadas polares. Distinguimos dois casos:r > 0er < 0. No primeiro 
caso, ser > 0, P está sobre o lado terminal do ângulo cuja medida é 6 rad e 
r = |OP|. 
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4 Tal.caso está na Figura 9. Então, 
cos O = Ed sen 6 = A 
JO P| OP; 





(1) 
No segundo caso, se r < 0, então o ponto P estará sobre o prolongamento 
x do lado terminaler = — |OP]|. Veja a Figura 10. Então, se Q for o ponto 
(=X, —)), 
FIGURA 9 cos0=-|" "seng=-L 
y 00] 00| 
Q(—x, —y) 
ERR ga sh E 
OP jo? 
= RR ao E 
E e É a a à 
— X — 
E r 
Logo, 


x=rcos0 e y=rsenô 


Essas equações são as mesmas que (1); assim, as equações (1) são.válidas em 
todos os casos. 

Das equações (1) podemos obter as coordenadas cartesianas retangulares de um 
ponto cujas coordenadas polares são conhecidas. Também, dessas equações po- 
demos obter a equação polar de uma curva, conhecendo a sua equação carte- 
FIGURA 10 siana retangular. 

Para obter as equações que dão um conjunto de coordenadas polares de um 
ponto quando as coordenadas cartesianas retangulares são conhecidas, vamos 
elevar ao quadrado ambos os membros de cada equação em (1), obtendo 





x = r?cos?0 e y? =r2sen?0 


Somando membro a membro teremos 


x +y2 =r? cos?0+r?sen? 0 
x + y? =r(cos? O + sen? 0) 
syi=y? 






(2) 


Dividindo as equações (1), teremos 


rsenôO y 


rcos60 x 


3) 
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b ILUSTRAÇÃO 3 O ponto cujas coordenadas polares são (— 6, =7n) está co- 


locado no gráfico da Figura 11. Vamos encontrar suas coordenadas cartesianas 
retangulares. De (1), 


x=rcos0 y=rsen 6 
= —6cosin = —6senin 
a BND = -s(-) 
2 2 
= 342 =3V2 
Assim, o ponto é (— 3/2, 3/2). E 


O gráfico de uma equação em coordenadas polares r e O consiste em todos 
aqueles pontos e somente aqueles pontos P que têm pelo menos um par de coor- 
denadas que satisfaçam a equação. Se a equação de um gráfico for dada em 
coordenadas polares, ela será chamada de equação polar para podermos 
distingui-la da equação cartesiana que é o termo usado quando uma equação 
é dada em coordenadas cartesianas retangulares. Na Secção 11.6 discutiremos 
métodos para obter o gráfico de uma equação polar. 


EXEMPLO 3 Dado que a equação polar de um gráfico é 
r? = 4 sen 20 
ache a equação cartesiana. 
Solução Como sen 26 = 2 sen 8 cos 8, temos que sen 26 = 2(y/r(x/h). 


Com essa substituição e r? = x? + y?, obtemos da equação polar dada 


2 +y=4)2à 
Pr r 


8x 
XE uk 2 = 
Fr 
8xy 
2 2 
xX+y=5"— 
y xi y? 


(x? + y?)? = 8xy 


EXEMPLO 4 Ache (r,0)ser> 0€e0 < 090 < 27 para o ponto cuja represen- 
tação cartesiana é (— 3, —1). 


Solução O ponto (—./3, — 1) está colocado no gráfico da Figura 12. De 
(2), como r > 0, 


r=/341 


RE 
De (3), tg 0 = —1/(-3), ecomon < 0 < E, 


Assim, o ponto é (2, 2). 
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Ache a equação polar do gráfico cuja equação cartesiana é 


x +yº —- 4x =0 


Solução 


Substituindo x = 


rcos0ey = senôem 


xº + y2 — 4x = 0 


temos 


r2 cos? 0 +r?sen'8— 4rcos0 = 0 


Logo, 


r?— 4rcos0=0 


r(r— 4cos 60) = 0 


r=0 ou r-4cos6 =0 


O gráfico de r 


O é a origem, contudo, ela é um ponto do gráfico de 


r— 4cos6 = O pois r = O quando 8 = +. Logo, a equação polar do gráfico é 


r=4cos6 


O gráfico de x? + y? — 4x = O é uma circunferência. A equação pode ser 


escrita na forma 


X—-D+yº=4 


que é a equação de uma circunferência com centro em (2, 0) e raio 2. 








EXERCÍCIOS 10.5 


Nos Exercícios de 1 à 4, marque o ponto com o conjunto de coor- 
denadas polares dadas. 


1. (a) (3, 67); (b) (2, $m); (c) (1, m); (d) (4, &m); (e) (5, 1d-x) 
2. (a) (4, 37) (b) (3, ém); (c) (1, gm); (d) (2, 37); (e) (5, É) 
3. (a) (1, —án); (b) (3, — ên); (o) (— 1, dm); (d) (— 3, É 7); 
(e) (—2, —3n) 
4. (a) (5, —3m); (b) (2, — gm); (0) (—5, 3m); (d) (— 2, Zn); 
(o) (4, —2m) | 
Nos Exercícios de 5,a 10, marque num gráfico o ponto com as 
coordenadas polares dadas; ache então outro conjunto de coor- 
denadas polares para o mesmo ponto para o qual (a)r < 0e 
0O<0<2n;(br>0e-2Z2n<0<O0O(cdr<0e-Zn<BO<h0. 
5. (4, àn) 6. (3,27) 7. (2, àn) 
8. (3,37) 9. (42,37) 10. (2, $7) 


11. Coloque num gráfico o ponto com coordenadas polares 


(2, -+a). Ache outro conjunto de coordenadas polares 


para esse ponto sendo (a)r < 0e0<80<2xm;(b)r<bO€e 
-2n<0<0O()r>0e2x<0<d47r. 

12. Coloque num gráfico o ponto com coordenadas polares 
(—3, -21). Ache outro conjunto de coordenadas polares 


para esse ponto sendo (a)r > 0e0<0<2x;(b)r>0€ 
—2nx <60<0O; ()Jr<0ela<0<g4r. 


Nos Exercícios de 13 a 20, coloque num gráfico o ponto com 


- coordenadas polares dadas; dê, então, dois outros conjuntos de 


coordenadas polares para o mesmo ponto; um com o mesmo va- 
lor de r e outro com o sinal oposto a r. 

13. (3, —27) 14. (2, —in) 15. (—4, 27) 
16. (—2,3n) 17. (—2, —2n) 18. (—3, —n) 
19. (2,6) 20. (5, é) 


Nos Exercícios 21 e 22, ache as coordenadas cartesianas retan- 
gulares dos pontos cujas coordenadas polares são dadas. 


21. (a) (3, m): (b) (2, —2m); (c) (— 4, 2m); (d) (— 1, — Zn) 
22. (a) (—2, — in); (b) (— 1, 7); (0) (2, — Zn); (d) (2, 2m) 


Nos Exercicios 23 e 24, ache um conjunto de coordenadas pola- 
res dos pontos cujas coordenadas cartesianas retangulares são 
dadas. Tomer > 0e0<0< 27. 

23. (a) (1, — 1: (b)(— 3, 1); (0) (2, 2); (d) (—5, 0) 

24. (a) (3, —3); (b) (—1, 3); (0) (0, — 2); (d) (—2, — 2/3) 
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Nos Exercícios de 25 a 34, ache a equação polar do gráfico dada Nos Exercícios de 35 a 44, ache a equação cartesiana do gráfico 


a sua equação cartesiana. 


25. x + y)=q? 
27. y"=4x + 1) 
29. x*=6y— y? 
31. (2 +93) =4(x? — y?) 


33. x +y*—-3axy=0 





tendo a sua equação polar. 


Xx+y=1 35. r? = 2 sen20 36. r? cos 20 = 10 
genes y* 37. rº? = cos 0 38. r? = 4 cos 28 
x — yº = 16 39. 1? = 0 40. r = 2sen30 
. 2xy = q? 41. rcos6= —1 42. 1º =r? cos? 
2X 6 4 

A MM r=——— 

x +1 "*273senô "*3-2cos 6 








10.6 GRÁFICOS DE EQUAÇÕES 
EM COORDENADAS POLARES 





FIGURA 1 





FIGURA 2 





FIGURA 3 


Na Secção 10.5 estabelecemos que o gráfico de uma equação polar consiste na- 
queles e somente naqueles pontos tendo pelo menos um par de coordenadas po- 
lares, que satisfaçam a equação. Nesta secção mostraremos como obter um es- 
boço de tal gráfico. | 

À equação 


016 


onde € é uma constante, está satisfeita por todos os pontos tendo coordenadas 
polares (r, C), qualquer que seja o valor de r. Logo, o gráfico dessa equação 
é uma reta que passa pela origem e faz com o eixo polar um ângulo de medida 
Crad. Veja a Figura 1. A mesma reta é dada pela equação 


0=C+tkza 


onde k é um inteiro qualquer. 


D ILUSTRAÇÃO 1 (a) O gráfico da equação 
0 = 


nfs 


está na Figura 2. É uma reta passando pela origem e fazendo com o eixo polar 
um ângulo com medida Z. A mesma reta é dada pelas equações 


0=;n 0=ã 0=-&àr 0=-Ta 
e assim por diante. 
“(b) O gráfico da equação 
= 2 
ps 
está na Figura 3. É a reta que passa pela origem e forma com o eixo polar um 
ângulo com medida * rad. Outras equações dessa reta são 
+ 
0=3 0=&r  0=-ln 0=-&r 


e assim por diante. «4 


Em geral, a forma polar da equação de uma reta não é tão simples quanto 
a forma cartesiana. Contudo, se a reta for paralela ao eixo polar ou ao eixo 
>, a equação será razoavelmente simples. 

Se uma reta for paralela ao eixo polar e contiver o ponto B cujas coordena- 
das cartesianas são (0, b) e cujas coordenadas polares são (b, 2), então a 
equação cartesiana será y = b. Substituindo y por r sen 0, temos 
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a que é a equação polar de qualquer reta paralela ao eixo polar. Se b for positivo, 
a reta estará acima do eixo polar. Se b for negativo, ela estará abaixo do eixo 
polar. 






rsenôg = 3 





D ILUSTRAÇÃO 2 Na Figura 4 temos um esboço do gráfico da equação 
0 rsen60 = 3 
e na Figura 5 temos um esboço do gráfico da equação 


rsen60 = —3 «4 
FIGURA 4 = 
Agora, consideremos uma reta paralela ao semi-eixo > ou, equivalente- 


mente, perpendicular ao eixo polar. Se a reta passar pelo ponto A cujas coorde- 
nadas cartesianas são (a, 0) e cujas coordenadas polares são (a, 0), a equação 
cartesiana será x = a. Substituindo x por r cos 6 obtemos 


rcos0 = a 
rsenô = —3 


que é a equação de qualquer reta perpendicular ao eixo polar. Se a for positivo, 
a reta estará à direita do semi-eixo Z. Se a for negativo, a reta estará à es- 
querda do semi-eixo 5 





FIGURA 5 , : 
D ILUSTRAÇÃO 3 A Figura 6 mostra um esboço do gráfico da equação 


rcos6 = 3 
ea Figura 7 mostra um esboço do gráfico da equação . 
rcos6 = —3 «á 


7 
rcos 60 = 3 


À 
2 





No | 





à m 
2 


FIGURA 7 FIGURA 8 
EN. O gráfico da equação 
p= C 
onde €C é uma constante qualquer, é uma circunferência cujo centro está na ori- 
gem e cujo raio é |C|. A mesma circunferência é dada pela equação 


» ILUSTRAÇÃO 4 Na Figura 8 está um esboço do gráfico da equação 
r=4 


bos | a 
| 


FIGURA 6 
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É uma circunferência com centro na origem e raio 4. A mesma circunferência 
é dada pela equação 


r= —4 


embora seja pouco comum o uso dessa equação. «4 


Como no caso da reta, a equação polar geral de uma circunferência não é 
tão simples quanto a forma cartesiana. Existem, todavia, casos particulares da 
equação da circunferência que merecem ser considerados na forma polar. 

Se uma circunferência contém a origem (o polo) e tem o seu centro num pon- 
to com coordenadas (a, b), então a sua equação cartesiana será. 


x + y? — 2ax — 2by = 0 
Uma equação polar dessa circunferência é 
(r cos 60)? + (rsen 0)? — 2a(r cos 6) — 2b(r sen 60) 
ricos? 0 + sen? 80) — 2ar cos O — 2br sen 8 
r2 — 2ar cos 6 — 2br sen 6 


r(r — 2a cos 60 — 2b sen 6) 
r=0 r-— 2acos60 — 2bsen O 


Ú 
So 000 


Como o gráfico de r = 0 é a origem e este (1 = O quando 6 = tg"! (— 5)) está 
no gráfico der — 2a cos 6 — 2bsen'ô8 = 0, uma equação polar da circunferên- 
cia será | 


r=2acos60 + 2bsen 6 


Quando b = 0 nesta equação, a equação torna-se 


que é uma equação polar da circunferência, de raio |a| unidades, com seu 
centro sobre o eixo polar ou em sua extensão, e tangente ao semi-eixo +. Se 
a > 0, a circunferência está à direita da origem (veja a Figura 9), e se 
a < 0, a circunferência está à esquerda da origem. 

Sea = 0 na equação r = 2a cos O + 2b sen 9, temos 


r=2bsenoô0 


que é uma equação polar da circunferência, com raio |b| unidades e centro 
sobre o semi-eixo 7 ou em sua extensão, e tangente ao eixo polar. Seb > 0, a 
circunferência está acima da origem e se b < 0, está abaixo dela. 


EXEMPLO 1 Faça um esboço do gráfico de cada uma das seguintes equações: 
(a) r = 5 cos6 (b)r = -6sen 6 
Solução 


(a) A equação 
r=5cosô0 


é da forma r = 2a cos 6 coma = 5. Assim, o gráfico é uma circunferência 
com centro no ponto que tem coordenadas polares (5, 0), sendo tangente 
ao semi-eixo 7. Um esboço do gráfico está na Figura 10. 


FIGURA 12 
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10.6.3 TEOREMA 
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(b) A equação 
r= -6sen6 


é da forma r = 2b sen 6 com b = —3. O gráfico é a circunferência com 
centro no ponto tendo como coordenadas polares (3, *=) e tangente ao 
eixo polar. A Figura 11 mostra um esboço do gráfico. 

Rag a it — 


Apresentamos casos especiais importantes (retas e circunferências) de gráfi- 
cos de equações polares. Antes de discutir curvas mais gerais tendo equações 
polares, consideraremos as propriedades da simetria. 

Na Secção 1.2 (Definição 1.2.4) ficou estabelecido que dois pontos PeQsão 
simétricos em relação a uma reta se e somente se a reta for perpendicular ao 
segmento PQ em seu ponto médio, e que dois pontos P e Q são simétricos em 
relação a um terceiro ponto se e somente se o terceiro ponto for o ponto médio 
do segmento de reta PQ. Logo, os pontos (2, 17) e (2, 57) são simétricos em 
relação ao semi-eixo £ e os pontos (2, 57) e (2, — 7) são simétricos em 
relação à origem. Estabelecemos também (Definição 1.2.5) que O gráfico de uma 
equação é simétrico em relação a uma rela / se e somente se, para todo ponto 
P do gráfico, houver um ponto Q, também sobre o gráfico, tal que Pe Q sejam 
simétricos em relação a 1. Analogamente, o gráfico de uma equação será simé- 
trico em relação a um ponto R se e somente se, para todo ponto P sobre o gráfi- 
co, existir um ponto S, também sobre o gráfico, tal que Pe S sejam simétricos 
em relação a R. Temos três teoremas que podem ser usados como teste de sime- 
tria dos gráficos de equações polares. 


Se, para uma equação em coordenadas polares, obtivermos uma equação equi- | 
“valente quando (r, 6) for substituído por (r, —0 + 2nx)ou(—r,m —:0 + 2n7), 


onde n é um inteiro qualquer, o gráfico da equação será simétrico em relação 
| ao eixo polar. 





Prova Se o ponto P(r, 8) for um ponto do gráfico de uma equação, então 
o gráfico será simétrico em relação ao eixo polar se existir um ponto P,(r;, 0) 
do gráfico tal que o eixo polar seja perpendicular ao ponto médio do seg- 
mento de reta P,P (veja a Figura 12). Assim, se r, = r, então Ô, precisa ser 
iguala —0 + 2n7x, onde n é um inteiro. E ser, = —r, então 0, precisa ser 
x —- 084 2nn. | E 


Se, para uma equação em coordenadas polares, obtivermos uma equação equi- 


' valente quando (r, 6) for substituído por (r, 7 — 0 + 2nx)ou(—r, — 0 + 2nx) 
| onde n é qualquer inteiro, o gráfico da equação será simétrico em relação ao 


semi-eixo + 


Se, para uma equação em coordenadas polares, obtivermos uma equação equi- 
valente quando (r, 6) for substituído por (—r, 0 + 2nx)ou(r,m + 0 + 2n7), 
"onde n é qualquer inteiro, o gráfico da equação será simétrico em relação à 
origem. 





As demonstrações dos Teoremas 10.6.2 e 10.6.3 são similares à prova do Teo- 
rema 10.6.1 e serão deixadas como exercícios (veja os Exercícios 53 e 54). 
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b ILUSTRAÇÃO 5 Para o gráfico da equação 
r=á4ácos 20 


testamos a simetria em relação ao eixo polar, ao eixo £, e à origem. 

Usando o Teorema 10.6.1 para testar a simetria em relação ao eixo polar, 
substituímos (r, 6) por (r, — 8) e obtemos r = 4 cos(— 26), que é equivalente 
ar = 4 cos 20. Assim, o gráfico é simétrico em relação ao eixo polar. 

Usando o Teorema 10.6.2 para testar a simetria em relação ao semi-eixo a 
substituímos (r, 0) por (r, x — 8) obtendo r = 4 cos(2(x — 6)) ou, equivalente- 
mente, r = 4cos(2x — 20), que equivale à equação r = 4 cos 20. Logo, o gráfi- 
co é simétrico em relação ao semi-eixo 2. 

Para testar a simetria em relação à origem, substituímos (r, 6) por (—r, 0) 
obtendo a equação —r = 4 cos 28, que não é equivalente à equação dada. Mas 
precisamos também determinar se podemos usar outro conjunto de coordena- 
das. Substituímos (r, 0) por (r, 7 + 6) obtendo r = 4 cos 2(x + 0) ou equiva- 
lentemente, r = 4 cos(27 + 26), que é equivalente à equação r = 4 cos 26. 
Logo, o gráfico é simétrico em relação à origem. «4 


Para esboçar um gráfico, é desejável determinar se a origem pertence a ele. 
Isso é feito substituindo r por 0 e resolvendo em 6. É também vantajoso colocar 
no gráfico pontos para os quais r tem valores máximo e mínimo relativos. Um 
recurso adicional para traçar o gráfico, se o gráfico contiver a origem, é traçar 
as retas tangentes ao gráfico pela origem. Quando for útil, usamos o fato mos- 
trado na Secção Suplementar 10.9: se 0, for um valor de 6 que satisfaça a equa- 
ção polar da curva quando r = 0, então a reta O = 0, será tangeate à curva 
na origem. 


ll 
EXEMPLO 2 Faça um esboço do gráfico da equação 


r=1|I-2cos6 


Solução Substituindo (r, 6) por (r, — 8) obtemos uma equação equiva- 
lente. Logo, o gráfico é simétrico com relação ao eixo polar. 

A Tabela 1 dá as coordenadas de alguns pontos do gráfico, com esses pontos 
traçamos a metade do gráfico; o restante é traçado pela simetria em relação 
ao eixo polar. 

Ser = 0, obtemos cos0 = .Jese0<0<7,então O = +. Assim, O 
ponto (0, 5) está no gráfico. Além disso, uma equação da reta tangente ao 
gráfico pela origem é 8 = £. Um esboço do gráfico está na Figura 13. 

E o Ss se SR. 


A curva do Exemplo 2 é chamada limaçon. O gráfico de uma equação da 
forma 


r=atbcos6 ou r=a+bseng6 


“é uma limaçon. Existem quatro tipos de limaçon e cada tipo depende da razão 


a/b, onde a e b são positivos. Vamos mostrar os quatro tipos obtidos da equação 


r=a+bcosg6 a>0eb>o0 
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Limaçon com um laço. Veja a Figura 14(a). 








Cardióide (formato de coração). Veja a Figura 14(b). 
Limaçon com um dente. Veja a Figura 14(c). 


Limaçon Convexa (sem dente). Veja a Figura 14(d). 


1< ; Fã | 2 < ; 
Limaçon com um dente Limaçon Convexa 
(c) (d) 


FIGURA 14 
Se você estudar a Secção Suplementar 10.9, onde serão discutidas as retas 
tangentes horizontal e vertical a curvas polares, a distinção entre as limaçons 
dos tipos 3 (com um dente) e 4 (sem dente) ficará clara. 
As limaçons obtidas da equação 


r=a+bseno6 a>0eb>0 
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têm o semi-eixo Z como eixo de simetria. Se a limaçon tiver a equação 
r-a=bcosô a>0eb>o0 

ela apontará na direção de x e se tiver a equação 
a a>0eb>o0 

apontará na direção de *Z. 


————a—— 11 


EXEMPLO 3 Faça um esboço do gráfico de cada uma das seguintes limaçons: 
(a)r=3+25seng (bD)r=2+2cos6 ()r=2-seng 
Solução 

Tabela 2 (a) A equação 


r=3+2seno 










da forma der = a + bsen68, coma = 3 eb = 2. Como 


I 

E. 3443 a/b =3/2,e1<5<2,0 gráfico é uma limaçon com 
; dente. Ela é simétrica em relação ao semi-eixo 2. A Ta- 
iii 3 bela 2 dá as coordenadas de alguns pontos do gráfico. Um 
Eu 3 esboço está na Figura 15 e foi feito colocando no gráfico 
çA 2 os pontos cujas coordenadas são dadas na Tabela 2 e usan- 
*7|3-)3 do as propriedades de simetria. 

Sn ] 


Tabela 3 (b) A equação 
r=2+2cos6 


édaformader =a+ bcos6, coma=2eb=h2. Como 














l 

Eu a/b = 1,0 gráfico é uma cardióide. Ela é simétrica em re- 
3 e k 

Em lação ao eixo polar. As coordenadas de alguns pontos so- 
a bre o gráfico são dadas na Tabela 3. A Figura 16 é um es- 
2 B 

EM boço no qual colocamos esses pontos e usamos as proprie- 
sm | 2-3 dades de simetria. 


Tabela 4 (c) A equação 


r=2-seng 


EA é da formar = a - bsen60, coma = 2eb = 1. Como 
lg 1Y3 a/b = 2,0 gráfico é uma limaçon convexa. Ela é simétrica 
a ] em relação ao semi-eixo 7 e aos pontos na direção *7. A 
2 . p qe . . 

a > Figura 17 mostra um esboço do gráfico obtido a partir da 
La s Tabela 4 e usando as propriedades de simetria. 

6 2 
97 |2+ 443 

3 
2% 3 


O gráfico de uma equação da forma 
r=acosnô ou r=asen nô0 


será uma rosácea com n folhas se n for ímpar e 2n folhas se n for par. 


Tabela 5 





FIGURA 18 
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EXEMPLO 4 Faça um esboço da rosácea de quatro folhas 
r=4cos20 


Solução Na Ilustração 5 provamos que o gráfico é simétrico em relação 
ao eixo polar, ao semi-eixo * e à origem. Substituindo r por O na equação 
dada obtemos 
cos 20 = 0 
de onde obtemos, para O < O < 27, 
) 
0=lr 0=imr 0=m 0=77n 


As retas com essas equações são tangentes ao gráfico na origem. . 
A Tabela 5 dá os valores de r para alguns valores de 6 de O até 5. Desses 
valores e das propriedades de simetria podemos fazer o esboço da Figura 18. 


Observe que se fizermos n = 1 nas equações para uma rosácea, obteremos 
r=acos0 ou r=asenô 


que são as equações de uma circunferência. Assim sendo, a circunferência pode 
ser considerada como uma rosácea de uma folha. | 

Outras curvas polares que ocorrem com frequência são as lemniscatas (veja 
os Exercícios de 29 a 32) e as espirais (veja os Exercícios de 25 a 28). A curva 
do próximo exemplo é chamada de espiral de Arquimedes. 





EXEMPLO 5 - Faça um esboço do gráfico de 


r=6 0 >0 


Solução Quando 8 = nx, onde n é um inteiro qualquer, o gráfico inter- 
cepta o eixo polar ou sua extensão e quando 6 = na, onde n é impar, O grá- 
fico intercepta o semi-eixo 4- ou sua extensão.Quando r = 0,0 = 0; assim, 
a reta tangente à curva na origem é o eixo polar. Um esboço do gráfico está 


na Figura 19. 
mr 
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Para encontrar os pontos de intersecção de duas curvas dadas em coordena- 
das cartesianas, resolvemos as duas equações simultaneamente. As soluções co- 
muns às equações dão todos os pontos de intersecção. Entretanto, como um 
ponto tem um número ilimitado de conjuntos de coordenadas polares, é possí- 
vel ter como intersecção de duas curvas um ponto para o qual não exista um 
único par de coordenadas polares que satisfaçam ambas as equações. Isso está 
ilustrado no próximo exemplo. 


CR RS 
EXEMPLO 6 Faça esboços dos gráficos de 


=2sen20 e r=1 
com a mesma origem e o mesmo eixo polar, e encontre os pontos de intersecção. 
Solução O gráfico der = 2 sen 20 é uma rosácea de quatro folhas e o grá- 
fico der = 1 é uma circunferência com centro na origem e raio 1. Esboços dos 


gráficos estão na Figura 20. Resolvendo simultaneamente as duas equações 
teremos 


2 sen 20 = 1 
sen 20 = + 
Logo, 
20 = &n 20 = 27 20 =1lê7 20 = Ig 
0 = 7 0=3r 0 = Ir 0 = Lg 


Assim, obtemos os pontos de intersecção (1, + 41570), (1, 5-7), (1,4 7), (1, À +). 
Notamos na Figura 20 que existem oito pontos de intersecção. Os quatro pon- 
tos restantes são obtidos se tomarmos uma outra forma da equação da circun- 
ferência r = 1, isto é, reconsiderarmos a equação r = — 1, que é a mesma cir- 
cunferência. Resolvendo essa equação e a da rosácea de quatro folhas simulta- 
neamente, teremos 


sen 20 = —+ 

Então, obtemos 
20 = gn 20 =&n 20 tn 20 
0=451 0=n 0 já 0) 


Assim, temos os Pd pontos (= 1, 57), (—1, À 7), (—1,A T 7), e(-1, 2 n). 
Incidentalmente, (— 1, 5 7) por MG ser escrito como (1, “> 7), (— | 7) 
pode pa escrito como (1, 7), (—1, 1) pode ser escrito como (1, > 5 A) e 
(-1, 1) pode ser Set. como (1, Em), 


J 
|| 
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bo 
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pa 
NO 


| 
| 
| 


r 


[o 
[UN 
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Como (0, 6) representa a origem para qualquer 0, determinamos se a origem 
é um ponto de intersecção fazendo r = O em cada equação e resolvendo em 0. 

Muitas vezes, as coordenadas dos pontos de intersecção de duas curvas po- 
dem ser encontradas diretamente de seus gráficos. No entanto, a seguir temos 
um método geral. 
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Se a equação polar de uma curva for dada por r = (6), então a mesma curva 
será dada por 


(Ir =f0 + na) “D 


onde n é qualquer inteiro. 


D ILUSTRAÇÃO 6 Considere as curvas do Exemplo 6. O gráfico da equação 
= 2 sen 20 também tem a equação (fazendo n = 1 em (1)) 


(-Dr=2sen20 + 7n)o -r=2sen20 
Se fizermos n = 2 em (1), o gráfico de r = 2 sen 20 também terá a equação 
(-1D)'r = 2sen2(0+ 27) & r=2sen 20 


que é igual à equação original. Fazendo n igual a qualquer outro inteiro obte- 
“mosr = 2sen200ur = —2 sen 20. O gráfico da equação'r = 1 também terá 
a equação (fazendo n = 1 em (1)). 


r= -—1 
Outros valores de n em (1) aplicados à equação r = Idãor = lour = -1. 4 
Se tivermos as equações r = f(0) er = g(9), obteremos todos os pontos de 


intersecção dos gráficos das equações fazendo o seguinte: 
(a) Use (1) para determinar todas as equações distintas das duas curvas: 


| dia So), E Ato), poses So), BENCRS q (2) 
r=q(0),r=g(0),r=gald,... | 3) 


(b) Resolva cada equação de (2) simultaneamente com cada equação de (3). 
(c) Verifique se a origem é um ponto de intersecção, fazendo r = Oem am- 
bas, obtendo assim 


(0) = 0 e g(0) = 


Se cada uma dessas equações tiver uma solução em ô, não necessariamente a 
mesma, então a origem estará em ambas as curvas. 


” 


EXEMPLO 7 Ache os pontos de intersecção das duas curvas 
=2-2cos0 e r=2cosô | 


Faça esboços de seus gráficos. 


Solução Para encontrar outra equação da curva representada por 
=2-2cos6 
temos 
(—lr=2—- 2cos(0 + 1) 
-r=2+2cos6 
e 
(—-1)2r=2-—-2 cos(8 + 27) 
r=2-—2cos6 


que é igual à equação original. 


624 
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Analogamente, encontramos outras equações da curva dada por r = 2 cos 6: 
(— 1)r = 2 cos(0 + 1) 
—r=-—2cos6 
r=2cos6 


que é igual à equação original. 

Assim, temos duas equações possíveis para a primeira curva, r = 2 — 2 cos6 
e—r=2+ 2cosê6, e uma equação para a segunda curva, r = 2 cos 6. Resol- 
vendo simultaneamente r = 2 —- 2 cos8 er = 2 cos 8, obtemos 


2cost=2-2cos0 
4cos06=2 
cos 0 = + 


Assim, O = Ze +, dando os pontos (1, 57) e(l, =). Resolvendo simul- 
taneamente -r = 2 + 2cos0er = 2Ccos 8, teremos 


2+2cos0= -—-2cosô 
4cos0=-—2 


cos0 = —i 
Logo 6 = “Ze 6 = 4, dando os pontos (— 1, 2m) e (— 1, 27). Entretanto, 
(— 1, 47) é o mesmo ponto que (1, 37) e (— 1, 27) é o mesmo ponto que 
(1, 57). | 
Verificando se a origem está na primeira curva, fazemos r = 0 na equação 
r=2-2cos 8, obtendo 


0=2-2cosô 
cos 8 = 1 
0=0 


Logo, a origem está na primeira curva. Analogamente, tomamos r = 0 na equa- 
ção r = 2 cos 0, obtendo 


O=2cos6 
cos 8 = 0 
= à 0=5n 


Portanto, a origem está na segunda curva. 
Assim sendo, os pontos de intersecção das duas curvas são (1, 5-7), (1, 57), 
e a origem. Esboços das curvas estão na Figura 21. 











EXERCÍCIOS 10.6 


Nos Exercícios de 1 a 36, faça um esboço do gráfico da equação 


dada. 

1. (a)0=3m,(br=im 

3. (0)0=2;(br=2 

5. (a)rcos0=4;(br=4cos0 
6. (a)rsenô=2:(b)r=2senô 


7. (a)rsen0 = —4;(b)r = —4senô 

8. (a)rcos0= —S;(b)r= —Scosô 
2. (a)0=;m;(br=irn 9. r=4-4cosô 10. r=3—-3senô 
4. ()0=-3(b)r=-3 1. r=2+2senô 12.r=3+3cos6 
13. r=2 —3senô ld. r=4-3senô 
I5.r=3-2cos6 16. r=3-4cosô 
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17. r=4+2senô 18. r=6+2cos6 r=2cos6 4 = 2 cos 20 
19. r= 2sen30 20. r= 4sen50 21. r=2 cos 40 39. r =2senô "“ Ir=2senô 
22. r=3cos 20 23. r = 4sen 20 24. r=3 cos 30 = 
25. r = e? (espiral logarítmica) 41. er Re 42. Pi E 
26. r = e? (espiral logarítmica) r=5n rcos 8 =4 

Lt die r=tg 0 di r=2cos6 
27. r = 9 (espiral recíproca) 43. aca a V3sen 9 
28. r = 20 (espiral de Arquimedes) F=8 é r =sen 6 
29. r? = 9 sen 20 (lemniscata) do 214 cos 0) 66. 4 cen26 
30. r? = 16 cos 20 (lemniscata) da edi ; 
31.7” = —25 cos 28 (lemniscata) 47. r Se 48. á = 41 + sen6) 
32.r? = —4 sen 20 (lemniscata) rcos O =2 ri — sen0) =3 
33.r = 2 sen O tg O (cissóide) 49, r=cos6—1l 50 r=1-—-seng6 
34. r = 2sec6 — 1 (concóide de Nicomedes) r = cos 20 “ Ir=cos 26 
35.r = |sen 26] o 
36.r = 2|cos 8| sl. r = sen20 2 r=4tg0sen0 

r =cos 20 r=4cosê 


Nos Exercícios de 37 a 52, ache os pontos de intersecção dosgrá- 53. 


Prove o Teorema 10.6.2. 54. Prove o Teorema 10.6.3. 


ficos do par de equações dadas. Faça um esboço de cada par de 


gráficos com o mesmo eixo polar e a mesma origem. 


Zr-=3 
38. 
e 


2r =3 
37. 
| r=3senô 


Nos Exercícios 55 e 56, o gráfico da equação dada intercepta a 
si mesmo. Ache os pontos nos quais isso ocorre. 


55. r=sen50 56. r=1+2cos20 








10.7 ÁREA DE UMA REGIÃO 


EM COORDENADAS POLARES 








FIGURA 2 


- Vamos desenvolver agora um método para encontrar a área de uma região li- 


mitada por duas retas que passam pela origem e por uma curva cuja equação 
seja dada em coordenadas polares. 
Seja f uma função contínua e não-negativa no intervalo fechado [o, B). Seja 


R a região limitada pela curva cuja equação é r = f(0) e pelas retas O = a e 
= 8. Então, R é a região 4OB da Figura 1. 
Consideremos uma partição A de fa, 8] definida por 
«=0,<0,<0,< .<0,,<0,<...<0,.,<0,=6B 

Temos, portanto, n subintervalos da forma [0,..,, 0,], onde i = 1,2....,n. Se- 


ja é; um valor de 6 no i-ésimo subintervalo [6, .,, 0,]. Veja a Figura 2, onde 
o i-ésimo subintervalo é mostrado junto com 6 = &, A medida em radianos 
do ângulo entre as retas O = 0, .,e0 = 0, será denotada por 4,9. O número 
de unidades de área na área do setor circular de raio f(€,) unidades e ângulo 
central com 4,8 rad é dado por | 


2L(6) JP 4,9 


Há um desses setores circulares para cada um dos n subintervalos. A soma das 
medidas das áreas desses n setores circulares é 


3L(€,)]” A,0 +35 (6,)] A,0+.... + aAf(é) AO +... + 


que, usando somatória, pode ser escrita como 


3 3LH(65)]º 4,0 | (1) 


31 H(Em JP 4,9 
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10.7.1 DEFINIÇÃO 
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Seja |A| a norma da partição A; isto é, [4 | é a medida do maior 4,0. En- 
tão, se A unidades de área for a área da região R, definimos 4 como o limite 
da soma de Riemann (1). quando [A | tende a zero, que é uma integral definida. 


Seja R a região limitada pelas retas 0 = q e 6 = B e a curva cuja equação é 
r = f(0), onde fé contínua e não-negativa no intervalo fechado [a B]. Então, 
se 4 unidades de área for a área da região R, 






n 


A= lim LIGAS 


JAli>0;=1 


= [É Uroy ao 


ga Sn Et E 4 ns 
EXEMPLO 1 Ache a área da região limitada pelo gráfico de 


r=2+2cos0 


Solução À região, bem como um elemento de área, estão na Figura 3. Co- 
mo a curva é simétrica em relação ao eixo polar, tomamos os limites de O de 
O até 7, o que determina a área da região limitada pela curva acima do eixo 
polar. Então, para determinar a área de toda a região, basta multiplicá-la por 
2. Assim, se 4 unidades de área for a área pedida, 





FIGURA 3 





FIGURA 4 
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A=2 lim SI2+2cosé) Ad 


jjalt>0 151 
=2 ["4(2+2 cos 0) do 
| =4 [1 + 2 cos O + cos” 8) dô 


=4[0+ 2 senO + 40 + 4 sen20 |. 
=4n+0+%+0-0) 
= 67 


Logo, a área é 67 unidades de área. 





Consideremos agora a região limitada pelas retas 6 = «a e 0 = Be pelas cur- 
vas cujas equações são r = f(0) er = g(6), onde fe g são contínuas nointer- 
valo fechado [a, $] e f(0) > g(0) em [a, 8]. Veja a Figura 4. Queremos encontrar 
a área dessa região. Consideremos uma partição do intervalo [a, 8), sendo &, 
um valor de 6 no i-ésimo subintervalo [6,.,, 6). A medida da área de um ele- 
mento de área é a diferença das medidas das áreas de dois setores circulares: 


3Lr(é)]? 4,0 — SLgté)]? 4,9 = LHC — [oléd]P) 449 


A soma das medidas das áreas de n de tais elementos é dada por 


n 


E HAS] — [9] AS 


i=1 


Assim, se A unidades de área for a área da região desejada, teremos 







n 


A = lim SP - loco 


HAli>o Ê = 1, ; “a 


) 4,0 








Como fe g são contínuas em [a, 8], também f — g será contínua; logo, existirá 
o limite e será igual a uma integral definida. Assim, 


A = [É (OP — taça) do 





EXEMPLO 2 Ache a área da região interior à circunferência r = 3 senô e 
exterior à limaçon r = 2 — sen 8. 


Solução Para encontrar os pontos de intersecção tomamos 

3sen0 =2 —senô 

sen 9 = 5 

0=in 0=2a 
As curvas e a região são mostradas na Figura 5, bem como um elemento de área. 

Seja f(0) = 3 sen 6 e g(0) = 2 — sen 6, então, a equação da circunferência 
será r = f(0), enquanto que a da limaçon será r = g(8). | 

Em vez de tomar os extremos Ze 27, usaremos as propriedades de simetria 


em relação ao semi-eixo Z- e tomaremos os extremos de ? a 3; então multi- 
plicaremos o resultado por 2. | 
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FIGURA 5 


Logo, se 4 unidades de área for a área da região dada, 


n 


A=2 lim 5 LHE) — [9(6)]) 4,8 


sa 
1 nr 
=2:5 | (LAO)? — [9(0)]?) do 
n/6 : 

= ii [9 sen? 6 — (2 — sen6)?] do | 

n/2 | r/2 n/2 
= 8 [io sen? 0 dê + 4 [ sen6 do — 4 sa dO 

n/2 n/2 
=4 [ha (1 — cos 20) do + [—4 cos 8 — 49 [1 
= 40 -2sen20 —- 4cos 6 — 491 
= —2sen29 — 4 cos of: 

n/6 


=(—2senz —4cosjn) — (—-2seniz — 4 cos tn) 
=2:1/3+4:143 
= 343 


Logo, a área é 3,/3 unidades de área. 











EXERCÍCIOS 10.7 


Nos Exercícios de 1 a 6, ache a área da região limitada pelo grá- 


fico da equação dada. 7. Ache a área da região limitada pelo gráfico da equação 


1. r=3cos6 2. r=2-—senô r=0de0=0a0=57. 
3. r=4cos 38 4. r=4sen?10 8. Ache a área da região limitada pelo gráfico de r = €& e pe- 
5. r? = 4sen 26. 6. r=4sen?8cos6 las retas 0 = 0e0 = 1. 
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Nos Exercícios de 9 a 12, ache a área da região limitada por um mo e 2 sen O 

laço do gráfico da equação dada. “ Ir=seng+cos6 
9. r=3cos20 10. r=a(l — 2 cos 8) 20 r = 2a sen O 

11. r=1+3senô 12. r= asen36 =a 


r=a(l+cos 6) 


Nos Exercícios de 13 a 16, ache a área de intersecção das regiões 21. =D 0000 
limitadas pelos gráficos das duas equações dadas. | 


22. Determine o valor de a para o qual a região limitada pela 


13 d+ ja; Jr ASen cardióide r = a(1 — cos 6) tem uma área de 97x unidades 
r=3-2cos6 r=4cos6 de área. 
r = 3sen20 r2 =2cos 20 23. Numa armação de óculos o tamanho das lentes é dado pela 
1 16. o as Elo dg ae e 
RREO o im região limitada pelo gráfico da equação 4 cos 20. 


Quanto material é necessário para cobrir a região? 
Nos Exercícios de 15 a 21, ache a área da região que está no inte. 24- Ache a área da região varrida pelo FRIO VEIO da espiral 
rior da região limitada pelo gráfico da primeira equação e no ex- r = aô durante sua segunda revolução, que não foi varrida 


terior da região limitada pelo gráfico da segunda equação. em sua primeira revolução. 
25. Ache,à área da região varrida pelo raio vetor da curva do 


r=a té r? = 4sen 20 Exercício 24 durante sua terceira revolução, que não foi var- 
r=a(l — cos 8) “r=2 rida durante sua segunda revolução. 


10.8 UM TRATAMENTO Nas Secções 10.1 até 10.3 definimos cada um dos três tipos de secções cônicas 
UNIFICADO DE SECÇÕES separadamente. Uma abordagem alternativa é começar com uma definição que 
CÔNICAS E EQUAÇÕES dê as propriedades comuns das cônicas e então introduzir cada cônica como 
POLARES DAS CÔNICAS um caso particular da definição geral. Vamos estabelecer essa definição no teo- 
rema a seguir. A constante positiva e no enunciado do teorema é chamada ex- 
centricidade da cônica. 





Uma secção cônica pode ser definida como o conjunto dos pontos P no plano, 
tal que a razão entre a distância não orientada de P a um ponto fixo e a distân- 
cia não orientada de P a uma reta fixa que não contenha o ponto fixo seja uma 
constante positiva e. Além disso, see = 1, a cônica será uma parábola; se 
O <e< 1, ela será uma elipse e see > 1, ela será uma hipérbole. | 


10.8.1 TEOREMA 






Prova See = 1, vemos, comparando a Definição 10.1.1 e o enunciado do teo- 
rema, que o conjunto é uma parábola tendo como ponto fixo seu foco e como 
reta fixa sua diretriz. 

Suponha agora que e x 1. Primeiro vamos obter uma equação polar do con- 
junto de pontos descrito. Seja F o ponto fixo e / a reta fixa. Vamos tomar F 
como a origem e o eixo polar, bem como sua extensão, perpendicular a ?. Va- 
mos considerar primeiro a situação em que a reta / está à esquerda do ponto . 
F. Seja D o ponto de intersecção de ! com a extensão do eixo polar e d a distân- 
cia não orientada de F a !. Consulte a Figura 1. Seja P(r, 6) qualquer ponto 
do conjunto à direita de /e sobre o lado terminal do ângulo de medida 8. Trace, 
perpendicularmente ao eixo polar e à reta !, PQ e PR respectivamente. O ponto 
P estará no conjunto descrito se e somente se 


|FP| = ejRP) (1) 
Como P está à direita de 1, RP > 0; assim |RP| = RP. Além disso, |FP| =r 
pois r > 0. Assim de (1), | 
FIGURA 1 r = (RP) (2) 


eixo polar 
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Entretanto, RP = DQ e como DO = DF + FQ, temos 
RP=d+rcos0 


Substituindo essa expressão de RP em (2), obtemos 
r=e(d+rcos60) 


Resolvendo para r, temos 


ed 


E fe coso 


“O 
“Uma representação cartesiana de (3) pode ser obtida substituindo cos 6 por x/7. 
Temos 
ed 


ex 
fes: 
r 





edr 


E SECA 





r— ex = ed 
r=elx+d) 

Agora substituímos » por + x? + y? obtendo 

+vxº+y) =e(x+d) 
Elevando ao quadrado ambos os membros da igualdade acima, temos 

x + yº =elx? + 2edx + ed? 

y2 + xH1 — e?) = 2e2dx + e2d? 
Como e = 1, podemos dividir ambos os membros dessa equação por l-— e? 
e obter 


2e?d 1 5 ed” 


Ps ano resçeR 


x? 











Completando os quadrados para os termos envolvendo x e y e somando 
e“d?/(1 — e?)? a ambos os membros da igualdade acima, obtemos 








ed NV 1 ê e2d? - 
Ex eia nto E Cogig 4 
( e) +) (1 — e?)? (4) 
Se a origem for transladada para o ponto (e?d/(1l — e?), 0), a equação 
torna-se 
1 ed”? 
e Ed AD 
qe de) 
x? y? 
dd "eg O o e 


1-e) 1-€ 
Agora seja, 


ZA 
E ge onde a > 0 (6) 
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Então (5) pode ser escrita como 
a id 


há = 
a” al — e?) 


Substituindo x e ) por x e y, obtemos 


Pa 


x y? 
2 Pd) | | o 


Se0 <e< 1,então a(l — e?) > 0 e podemos fazer 


b? = al — e?) onde 0<e<1 (8) 
Substituindo (8) em (7), obtemos 

x? y? 

—= + = = 1 


Essa equação é uma forma padrão da equação cartesiana de uma elipse, tendo 
o eixo principal sobre o eixo x e centro na origem. 
See > 1, então ae? — 1) > 0 e podemos obter 


b? = ae? — 1) onde e>1 | (9) 
Substituindo essa equação em (7), obtemos 
2 a 
Eli 
a b 


que é a forma padrão da equação cartesiana de uma hipérbole tendo-o eixo prin- 
cipal sobre o eixo x e centro na origem. 

De forma análoga, podemos deduzir a equação de uma cônica central (elipse 
ou hipérbole) de (1) quando e x 1 se a reta ! estiver à direita do ponto F na 
origem. Neste caso, em vez da equação (3) temos | 


ed 


="———— 10 
l +ecosô o) 
A dedução de (10) será deixada como exercício (veja o Exercício 33). 
Podemos também deduzir a equação de uma cônica central a partir de (1), 
quando e x 1, sea reta | for paralela ao eixo polar e o ponto F estiver na ori- 
gem. Neste caso, em vez da equação (3) obtemos 


ed 


= 11 
l + esenô ni 


onde e e d são, respectivamente, a excentricidade e a distância não orientada 
entre Fel. O sinal positivo é escolhido. quando [ estiver acima de F, e o sinal 
negativo será colocado quando ela estiver abaixo de F. As deduções de (1 1) se-. 
rão deixadas como exercício (veja os Exercícios 34 e 35). 

Podemos inverter o caminho que fizemos de (1) a (7). Assim, se P for qual- 
quer ponto de uma cônica central, a equação (1) estará satisfeita. 

Logo, podemos concluir que uma cônica pode ser definida pelo conjunto de 
pontos descrito. E 


Na demonstração acima mostramos que se a cônica for uma parábola, o ponto 
fixo F mencionado no teorema será o foco, enquanto que a reta fixa será a dire- 
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triz. Vamos mostrar que o ponto F será um dos focos quando tivermos uma 
cônica central. Como (4) é a equação de uma cônica central para a qual o ponto 
fixo F está na origem (pólo) e (7) é obtida de (4) transladando a origem para 
o ponto (e*d/(1 — e?), 0), segue que para a cônica de equação (7), o ponto F 
está em (—eid/(1 — e?), 0). Queremos mostrar que esse ponto é um foco da 
cônica. De (6), 


ed 

l—e 

ed 

e —1 

—etd f-ae se0O<e<l 
Ta) ae see>1 





5 se0O<e<l 


see>1l 





(12) 


Se (7) for a equação de uma elipse (0 < e < 1), sabemos que os focos estão 
em (—c, 0) e (c, 0), onde 
cê =a” -— b? c>0 
Substituindo (8) nessa equação, obtemos 
c?=a?- al —e?) 
PA Bad 


Cc =qe 


c=ae (13) 


Comparando (13) e (12) concluímos que se (7) for a equação de uma elipse, o 
ponto F será o foco esquerdo. 

Se (7) for a equação de uma hipérbole (e > 1), de novo os focos estarão em 
(—c, 0) e (c, 0), mas para a hipérbole, 


ci=a+b? c>0 
Substituindo (9) nessa equação, obtemos 


cê=a?+ae? — 1) 


O DO 


Cc ae 


c = ae (14) 


Comparando (14) e (12), segue que se (7) for a equação de uma hipérbole, o 
ponto F será o foco direito. 

A reta fixa / mencionada no Teorema 10.8.1 é chamada de diretriz corres- 
pondente ao foco em F. Quando o gráfico de (7) for uma elipse, a diretriz cor- 
respondente ao foco em (—c, 0) ou, equivalentemente, (— ae, 0) terá equação 


x=-—qe—d 
Como quando O <e<1l,d=a(l -e)/e, essa equação torna-se 


a(l — e? 
ERR D 0 i 2h 


10.8.2 TEOREMA | 
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Analogamente, se o gráfico de (7) for uma hipérbole, a diretriz correspondente 
ao foco em (c, 0) ou, equivalentemente, (ae, 0) terá a equação 


x=ae-d 


Quando e > 1,d = a(e? — 1)/e; assim a equação da diretriz acima pode ser 
escrita como 


a 
X=-— 
e 
Logo, mostramos que se (7) for a equação de uma elipse, (—- ae, 0) ex = —a/e | 


serão um foco e sua diretriz correspondente. Se (7) for a equação de uma hipér- 
bole, (ae, 0) ex = a/e serão um foco e sua diretriz correspondente. 

Como (7) contém somente potências pares de x e y, seu gráfico será simétrico 
em relação a ambos os eixos x e y. Logo, se houver um foco em (— ae, 0) sendo 
x = —a/e a diretriz correspondente, por simetria haverá um foco em (ae, 0) 
sendo x = a/e a diretriz correspondente. Analogamente, para um foco em (ae,0) 
sendo x = a/e a diretriz correspondente, existirá um foco em (— ae, 0) e a dire- 
triz correspondente será x = — a/c. Esses resultados estão resumidos no teore- 
ma a seguir. 





A cônica central com equação: 


2 2 
Ea RN Te id = 1 € | 
a? 6 4) e . a | 45) 
onde a > 0, possui um foco em (—ae, 0) cuja diretriz correspondente é 





x = —a/e e um foco em (ae, 0) cuja diretriz correspondente é x = a/e.. 


As Figuras 2 e 3 mostram esboços do gráfico de (15) com os focos e diretrizes 
nos casos respectivos de elipse e de hipérbole. 





FIGURA 2 FIGURA 3 


Das equações (13) e (14) 


e=- | (16) 


Como também e = 2c/2a, a excentricidade tanto da elipse como da hipérbole 
é a razão entre a distância não orientada entre os focos e a distância não orien- 
tada entre os vértices. Assim, a excentricidade dá uma indicação da forma da 
cônica central. 

Para uma elipse, a excentricidade assume os valores entre O e 1. Quando os 
focos estão próximos, e tende a zero e a forma da elipse está próxima da 
circunferência. Veja a Figura 4(a) mostrando uma elipse para a qual e = 0,3. 
Se a permanecer fixo, então à medida que e cresce, o '“achatamento”” da elipse 
cresce. As Figuras 4(b) e (c) mostram elipses com excentricidades de 0,7 e 0,95, 
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respectivamente, todas com o mesmo valor de a, como na Figura 4(a). As for- 
mas limites da elipse são uma circunferência de diâmetro 2a e um segmento de 
reta com 2a de comprimento. 

Para uma hipérbole, a excentricidade é maior do que 1. A excentricidade de 
uma hipérbole equilátera é “2, que é obtida de (9), tomando a = b. Veja a 
Figura 5(b). Se e tende a 1 com a fixo, então c tende a a e b tende a zero, e 
a forma da hipérbole vai se “estreitando”” em torno de seu eixo principal. A 
Figura 5(a) é uma hipérbole com e = 1,05 e com a de mesmo valor que na Figu- 
ra 5(b). Se e cresce com a fixo, então c e b crescem, e a hipérbole vai “'se alar- 
gando”” em torno de seu eixo principal. Veja a Figura 5(c) para uma hipérbole 
com e = 2 e a com o mesmo valor que nas Figuras 5(a) e (b). 





FIGURA 4 





FIGURA 5 


EXEMPLO 1 A elipse do Exemplo 1 da Secção 10.2 tem equação 
x? yº 
pa e 
E | 
(a) Ache a excentricidade e as diretrizes dessa elipse. (b) Faça um esboço mos- 


-trando a elipse, as diretrizes e os focos. Escolha três pontos P quaisquer na elipse 





FIGURA 7 


diretriz 





E 
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e trace os segmentos de reta cujos comprimentos são as distâncias não orienta- 
das de P a um foco e à diretriz correspondente. Observe que a razão dessas dis- 
tâncias é e. 


Solução 
(a) Da equação da elipse, a = Se b = 4. Foi mostrado no Exemplo 1 da Secção 
10.2 que c = 3. Logo, de (16), e = 5. Como a/e = segue do Teorema 
10.8.2 que a diretriz correspondente ao foco em (3,0) tem equação x = +, 
e a diretriz correspondente ao foco em (—3, 0) tem equação x = — da 
(b) A Figura 6 mostra a elipse, as diretrizes e os focos, bem como três pontos 
P, P, e P, da elipse. Para cada um desses pontos, 
FP 


RP| 5 


E a! 
Jumá nu: 
E md ” 
v Di 
po na 
Ko Ko) 





FIGURA 6 


EXEMPLO 2 A hipérbole do Exemplo 1 da Secção 10.3 tem equação 


2 À 
a 
9 16 
(a) Ache a excentricidade e as diretrizes dessa hipérbole. (b) Faça um esboço 
mostrando a hipérbole, as diretrizes e os focos. Escolha também três pontos 
quaisquer P sobre a hipérbole e trace segmentos de reta cujos comprimentos 
são as distâncias não orientadas de P ao foco e à sua diretriz correspondente. 


Observe que a razão entre essas distâncias é e. 


Solução 

(a) Da equação da hipérbole, a = 3 e b = 4. No Exemplo 1 da Secção 10.3 
mostramos que c = 5. De (16), e = 5. Como a/e = =, concluímos do 
Teorema 10.8.2 que a diretriz correspondente ao foco em (5, 0) tem equação 
x = 4 ea diretriz correspondente ao foco em (— 5, 0) tem equação x = —=. 

(b) A Figura 7 mostra a hipérbole, as diretrizes e os focos, bem como três pon- 


tos P,, P, e P, da hipérbole. Para cada um desses pontos, 


E 
dae! 


5 
3 


E 
Ea 


636 Secções Cônicas e Coordenadas Polares 


Na demonstração do Teorema 10.8.1 vimos que todos os três tipos de côni- 
cas têm equações polares com a mesma forma. Quando um foco está na origem 
e a diretriz correspondente é perpendicular ou paralela ao eixo polar, a equação 
da cônica terá a forma de (3), (10) ou (11). Temos, assim, o teorema a seguir. 


10.8.3 TEOREMA | Vamos supor que tenhamos uma cônica para a qual e e d sejam, respectivamen- 
te, a excentricidade e a distância não orientada entre o foco e a diretriz corres- 
pondente. | 

(1) Se um foco da cônica estiver na origem e a diretriz correspondente for per- 
pendicular ao eixo polar, então a equação da cônica será 


ed | 
dia Il t ecos6 (17) 


onde o sinal positivo é tomado quando a diretriz correspondente ao foco 


na origem está à direita do foco. Tomamos o sinal negativo quando ela esti- 
ver à esquerda do foco. 

(ii) Se um foco da cônica estiver na origem e a diretriz correspondente for para- 
lela ao eixo polar, então a equação da cônica será | 

ed 
E msi 18 
l + esenô e) 

onde o sinal positivo é tomado quando a diretriz correspondente ao foco 
na origem estiver acima do foco e o sinal negativo é tomado quando ela es- 
tiver abaixo do foco. 








EXEMPLO 3 Uma parábola tem foco na origem e vértice em (4, 7). Ache a 
= BRO equação da parábola e uma equação da diretriz. Faça um esboço da parábola 
e da diretriz. 


1 
2 


Solução Como o foco está na origem e o vértice está em (4, 1), O eixo po- 
lar e sua extensão estão ao longo do eixo da parábola. Além disso, o vértice 
está à esquerda do foco; assim a diretriz também está à esquerda do foco. Lo- 
go, a equação da parábola é da forma (17), com sinal negativo. Como o vértice 

eixo polar está em (4, 7), 5d =4;assimd = 8. A excentricidade e = 1, e portanto 
obtemos a equação 





o 8 
“|I-cos60 
A equação da diretriz é dada por r cos 6 = -—d, e como d = 8, então 
FIGURA 8 | rcos0 = —8. A Figura 8 mostra um esboço da parábola e da diretriz. 








EXEMPLO 4 À equação de uma cônica é 
— > ai | 
“"3+2seng 


Ache a excentricidade, identifique a cônica, escreva a equação da diretriz cor- 
respondente ao foco na origem, ache os vértices e faça um esboço da curva. 


FIGURA 9 


V, 
(—2,0) 


FIGURA 10 


C 


1 
- TF 
2 


diretriz 


MAN 





eixo 


Í 
=,” 
fin) 


E eixo polar 
foco Pp 
2 


(5-7) 
(2 ; 7) 
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Solução Dividindo por 3 o numerador e o denominador da equação dada, 
obtemos 


2 
3 


r=—"5—— 
1+&seng 


que é da forma (18) com o sinal positivo. A excentricidade e = $. Como 
e < 1,a cônica é uma elipse. Como ed = 3, d => += assimd = +. 
O semi-eixo *- e sua extensão estão ao longo do eixo principal. A diretriz cor- 
respondente ao foco na origem está acima do foco e sua equação é r sen 6 = 
= >. Quando 6 = Z,r = 1; e quando O = 2x, r = 5. Os vértices estão, 
portanto, em (1, 5) e (5, 57). Um esboço da elipse está na Figura 9. 








EXEMPLO 5 O eixo polar e sua extensão estão ao longo do eixo principal de 
uma hipérbole tendo um foco na origem. A diretriz correspondente está à es- 
querda do foco. Se a hipérbole contém o ponto (1, Zn) e e = 2, ache (a) a 
equação da hipérbole; (b) os vértices; (c) o centro; (d) a equação da diretriz cor- 
respondente ao foco na origem. (e) Faça um esboço da hipérbole. 


Solução A equação da hipérbole é da forma (17) com o sinal negativo e 
e = 2. Temos, então, 
2d 
FE 
|l—2cos60 
(a) Como o ponto (1, 47) está na hipérbole, suas coordenadas satisfazem a 
equação. Logo, 


2d 
l — 2 E A 
F=al=a 
de onde obtemos d = 1. Logo, a equação da hipérbole é 
2 
"1 -2cos0 (12) 
(b) Os vértices são os pontos da hipérbole para os quais 6 = 0e 6 = 7. De 
(19), quando O = 0,r = —2 e quando 6 = x,r = +. Conseqgiientemente, 


o vértice esquerdo V, está no ponto (— 2, 0) e o vértice direito V, está no 
ponto (3, 7). 

(c) O centro da hipérbole é o ponto sobre o eixo principal no ponto médio do 
segmento que une os vértices. Esse é o ponto (5, 7). 

(d) A equação da diretriz correspondente ao foco na origem é dada por 
rcos60 = —d. Como d = 1, essa equação ér cos 0 = -1. 


' (e) Para facilitar o esboço da hipérbole, vamos traçar as duas assíntotas. Essas re- 


tas passam pelo centro da hipérbole e são paralelas às retas O = 0,,€0 = 6), 
onde 6, e 0, são os valores de 6 no intervalo [0, 27) para os quais r não es- 
tá definido. De (19), r não está definido quando 1 — 2 cos 6 = 0. Logo, 
9, =Se6,=57.A Figura 10 mostra um esboço da hipérbole, bem como | 


as duas assíntotas e a diretriz correspondente ao foco na origem. 
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EXERCÍCIOS 10.8 


Nos Exercicios de 1 a 8, (a) ache a excentricidade, os focos e as 
diretrizes da cônica central dada. (b) Faça um esboço mostran- 
do a cônica, os focos e as diretrizes. Também escolha quatro pon- 
tos P (um em cada quadrante) sobre a cônica e trace os segmentos 
de reta cujos comprimentos são as distâncias não orientadas de 
Pao foco e à diretriz correspondente. Observe que a razão entre 
essas distâncias é e. 


1. 4x? + 9yº = 36 2. 4x? +9y? =4 

3. 25x? + 4y? = 100 4. 16x? + 9y? = 144 
5. 4x? — 25y? = 100 6. x2-9y2=9 

7. 16x? — 9y? = 144 8. 4y) —- x) = 16 


Nos Exercícios 9 e 10, cada equação polar representa uma côni- 
ca tendo um foco na origem. Identifique a cônica. 


3 6 5 
9. Sa Ui do OE 
tag |l— cos 6 gui 4 + 5Ssenô te) 4-— cos 6 
d =———— 
fe | + senzx 
2 3 
10. = —————. = — a * ed Ca 
(8) 0% | — sen8' Roy 3 + seng8' (e) 2+4cos0' 
(d) ERES 
l— cosa 


Nos Exercícios de 11 a 22, a equação é de uma cônica tendo um 
foco na origem. Em cada exercício, (a) ache a excentricidade, 
(b) identifique a cônica, (c) escreva a equação da diretriz que cor- 
responde ao foco na origem, (d) faça o esboço da curva. 


rs Bro rs 
Il — cos 6 Il + cosô 2 + senô 
4 
*r=t-3cs6 e 'c5licso 16" =5ysenô 
T.r= Ss RAGE = 
a pos us Dr sent Drama 


Nos Exercícios de 23 a 28, ache a equação polar da cônica que 

tem um foco na origem e que satisfaz as condições dadas. 

23. Parábola; vértice em (4, +71). 

24. Elipse; e = 5, vértice em (4, 71). 

25. Hipérbole; e = >, r cos 6 = 9é a diretriz correspondente 
ao foco na origem. 

« Hipérbole; vértices em (1, 57) e (3, 57). 


ES 


27. 
. Parábola; vértice em (6, 571). 
29. 


30. 


31. 


32. 


33. 


34. 


35. 


36. 


37. 


38. 


39. 


40. 


Elipse; vértices em (3, 0) e (1, 7). 


(a) Ache a equação polar da hipérbole que tem um foco na 
origem, a diretriz correspondente à esquerda do foco, se o 


ponto (2, 57) está na hipérbole e e = 3. (b) Escreva a equa- 


ção da diretriz que corresponde ao foco na origem. 

(a) Ache a equação polar da hipérbole para a quale = 3 € 
que tem a reta r sen 6 = 3 como a diretriz correspondente 
ao foco na origem. (b) Ache as equações polares de duas retas 
que passam pela origem e são paralelas às assíntotas da hi- 
pérbole. 

Ache a área da região interior à elipse r = 6/(2 — sen 6) 
acima da parábola r = 3/(1l + sen 6). 

Para a elipse e a parábola do Exercício 31, ache a área da 
região dentro da elipse e abaixo da parábola. 

Mostre que a equação de uma cônica que tem eixo principal 
ao longo do eixo polar e de sua extensão, um foco na origem 
e cuja diretriz correspondente está à direita do foco, é 
r=ed/(l + ecos 0). 

Mostre que a equação de uma cônica que tem eixo principal 
ao longo do semi-eixo 5- e de sua extensão, um foco na 
origem e cuja diretriz correspondente está acima do foco é 
r= ed/(i + esen 8). 

Mostre que a equação da cônica que tem eixo principal ao 
longo do semi-eixo T- e de sua extensão, um foco na origem 
e cuja diretriz correspondente está abaixo do foco, é 
r=ed/( - esen 8). 

Mostre que a equação r = k cosec? + 8, onde k é uma con- 
tante, é a equação polar de uma parábola. 

Um cometa move-se numa órbita parabólica em torno do Sol, 
no foco da parábola. Quando o cometa está a 80 milhões de 
quilômetros do Sol, o segmento de reta do cometa ao Sol faz 
um ângulo de Z- rad com o eixo da órbita. (a) Ache a equa- 
ção da órbita do cometa. (b) Qual a distância mínima entre 
o cometa e o Sol? Í | 
A órbita de um planeta é elíptica com equação r = 
= p/(l + ecos 8) onde o Sol está na origem. Ache a distân- 
cia média entre o planeta e o Sol em relação a 60. 

Use o Teorema 10.8.1 para achar a equação polar de uma 
cônica central cujo centro está na origem, o eixo principal 
está ao longo do eixo polar e de sua extensão e a distância 
da origem à diretriz é q/e. 

Mostre que as retas tangentes nos pontos de intersecção das 
parábolas r = a/(l + cos60)er = b/(1 — cos 8) são perpen- 
diculares. 








10.9 RETAS TANGENTES À Primeiro derivamos uma fórmula para encontrar a inclinação de uma reta 
CURVAS EM COORDENADAS tangente a uma curva em coordenadas polares no ponto (r, 6) da curva. Seja 
POLARES (Suplementar) r = (0) uma equação polar da curva. Consideremos um sistema de coordena- 

das cartesianas retangulares e um sistema de coordenadas polares no mesmo 

plano e com o eixo polar coincidindo com o semi-eixo x positivo. Na Secção 








(b) 


FIGURA 1 
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10.5 vimos que esses dois sistemas estão ligados pelas relações 
x=rcos0 e y=rsenô 


As variáveis x e y podem ser consideradas como funções de 0, pois r = f(6). 
Se derivarmos em relação a 6 ambos os membros dessas relações, obtemos, apli- 
cando a regra da cadeia, 


dx dr 

ao = “08 O 5 — + senô (1) 
e 

dy dr 

70 — Seb; + r cos (2) 


Seja a a medida em radianos da inclinação da reta tangente à curva em (r, 8). 
Veja a Figura I(a) e (b) onde em (a) a = 0 e em (b)a < 89. Em ambos os casos 


dy 

tg a = — 

Bo dx 
dx 

e se 10 * O 

dy 

dy do 

dx dx 

do 


Substituindo (1) e (2) nessa equação, obtemos 


dr 
sen6 — + rcos0 


dy do 
a PE e (3) 
a cos 8 a sen 6 
30 r sen 
Se cos 8 x 0, dividimos o numerador e o denominador do segundo membro de 
(3) por cos 8 e substituímos e por tg «, obtendo 


(4) 
Se em (3), cos 8 = 0, obtemos 
| dr 
a (5) 
St do 
que é verdadeira para os pontos sobre o semi-eixo 5 x ou em sua extensão. 
Observe em (4) que ser = 0 e a = 0, 


tea = tg0 
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Dessa equação concluímos que os valores de 8 que satisfazem uma equação po- 
lar da curva quando r = O são as inclinações das retas tangentes à curva na 
origem. Assim, se 6,, 0,, ..., 0, são esses valores de 0, então as equações das 
retas tangentes à curva na origem são 


0 =0,0=60,,...,0 = 0, 


Na Secção 10.6 usamos essa informação para auxiliar o traçado de esboços de 
curvas polares. 


EXEMPLO 1 Ache a inclinação da reta tangente à curva do Exemplo 3(c) da 
Secção 10.6 no ponto onde (a) 8 = 0e (b) 0 = 57. 


Solução A equação da curva é 

r=2-seno6 (6) 
Assim 

d 

po = —cos 8 


Se a for a medida em radianos do ângulo de inclinação da reta tangente em 
(r, 6), então de (4), 


o 09) + (2 — sen 0) 
tg a = cos O 
— cos 60 —(2 — sen pena: 
cos 6 
— Tsenôcos 0 + 2cos O — sen ôcos 0 
— cos? 6 - 2sen60. + sen? 6 
n -2 senÔ cos 0 + 2cos6 
—l] + sen? 80 — 2sen 0 + sen? 89 
E 2 cos 6(1 — sen 6) 
2sen?0 - 2sen 6-1 
(a) Em 6 =0,r = 2e de (7), (b) Em0 = <n,r=5Se 
43. Eu 
ga - DA -O ca NS) 
2(0) — 20) — 1 UM) -UD)-1 
isa =X) 


E 


IS 
3 


A Figura 2 mostra um esboço do gráfico de (6) e as retas tangentes em 


0=0€e8 = 41. Em0 = 0, comotga = -2,a = 2,03;em 6 = ix, como 


tga=5V3,a =. 
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A fórmula (4) pode ser usada para determinar onde uma curva polar tem re- 
tas tangentes horizontal e vertical. Essa informação é muito útil ao esboçar grá- 
ficos de equações polares. O procedimento está mostrado na ilustração e no 
exemplo a seguir, aplicado a duas limaçons do Exemplo 3 da Secção 10.6. 


> ILUSTRAÇÃO 1 A curva do Exemplo 3(c) da Secção 10.6 e do Exemplo 1 
desta secção tem a equação 
r=2-seng 


Às retas tangentes horizontais a essa curva ocorrem quando tg «a = O. Assim, 
igualamos o numerador de (7) a zero e resolvemos em 6. | 


2 cos 6(1 - sen9) = 0 


cos 8 = 0 | -sen68 =0 
O=;  0=5n — seng=1 
0=3n. 


Logo, a curva tem uma reta tangente horizontal nos pontos (1, 57) e (3, Sn). 
As retas tangentes verticais ocorrerão quando o denominador de (7) for zero e 
o numerador for diferente de zero. Vamos resolver a equação resultante. 


2sen?0 —- 2senB- 1=0 





sen 9 = a 
2+V4+8 
E 4 
24243 
E 4 
+93 
“2 

sen 6 = 1,3660 sen O = —0,3660 


não tem solução O = 3,51 O = 5,91 


Logo, a curva tem uma reta tangente vertical nos pontos com coordenadas po- 
lares (2,37, 3,51) e (2,37, 5,91). A Figura 3 mostra um esboço do gráfico da 
curva e das retas tangentes horizontal e vertical. «4 


EXEMPLO 2 Determine os pontos nos quais a curva do Exemplo 3(a) da Sec- 
ção 10.6 tem retas tangentes horizontal e vertical. Faça um esboço do gráfico 
e mostre essas retas tangentes. 


Solução A curva tem a equação 
r=3+2senô . 
Logo 


dr 
ão — * 008 É 
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Se a for a medida em radianos do ângulo de inclinação da reta tangente em 
(r, 6), temos, de (4), 





O ros AO ne said) 

tga = —<0s6 
2cos 0 —- (3 + 2 sen 6) SN é 
cos 6 


— 2senôcos0 + 3cos0+ 2senôcos 6 
2cos?0 —- 3sen60 — 2 sen? 6 


4senôcos 8 + 3cos0 
2-2sen?0- 3sen0 —- 2 sen? 8 


=  tcos6(4 sen O + 3) 
E (8) 


4sen?0 + 3seng6g -—2 
Para determinar as retas tangentes horizontais igualamos o numerador de (8) 
a Zero. 

cos 9(4sen8 + 3) =0 

cos O = 0 4sen0+3=0 
0=j 0=im send = —4 
0=3,99 0=5,44 

Assim, a curva tem uma reta tangente horizontal nos pontos (5, +70), (1, >), 
(5, 3,99) e (5, 5,44). | 


As retas tangentes verticais são encontradas igualando a zero o denominador 
de (8). 


4sen?0+3senO —-2=0 


—b + /b? — 4ac 
2a 


sen O = 
2 -3+V4 
E 8 
sen 6 = 0,4254 senô = —1,1754 


0 =x 0,44 0 x 2,70 não tem solução 


Logo, a curva tem uma reta tangente vertical nos pontos com coordenadas po- 
lares (3,85, 0,44) e (3,85, 2,70). 

Veja a Figura 4 que mostra um esboço do gráfico da curva e das retas tan- 
gentes horizontal e vertical. 





Observe, na Figura 4, que a limaçon tem um dente. Esse fato é evidente pois 
existem quatro retas tangentes horizontais. A limaçon da Figura 3 não tem den-. 
te; ela tem apenas duas retas tangentes horizontais. 

A fórmula (4) é geralmente de aplicação complicada. Uma fórmula mais sim- 
ples é obtida considerando o ângulo entre a reta OP e a reta tangente. Esse ân- 
gulo terá uma medida de x rad, sendo medido da reta OP, no sentido 
anti-horário, até a reta tangente, O < x < 7. 





Ô 
FIGURA 5 





FIGURA 6 


10.9.1 TEOREMA 





10.9 Retas Tangentes a Curvas em Coordenadas Polares (Suplementar) 643 


Há dois casos possíveis: a > 0€e a < 6. Esses dois casos estão ilustrados 
nas Figuras 5 e 6. Na Figura 5,a > 0ex = qa — 6. Na Figura6,a <0€e 
x =n — (6 — a). Em cada caso 


tgex=te(a — 0) 
tga — tg 8 
tg x = —E-— El 
Es Il + tgatgô 
Substituindo o valor de tg a de (4) nessa equação, obtemos 
o 
do 
— tg 0 
dr 
dg Trio 
tg X = 
dr 
tgO— +" 
1 + do —“|tg 0 
E 6 
do s 
mia no 2 
Ê tg 0-4 + r tg 0-5 + rtg” 0 
dr E é (a 
“do — rtg0+ tg? 0 —— dO + rtg 60 
E r(1 + tg? 0) 


dr 
-f 2 O —nnttiaão 
(1 +-tg? 0) dO 


Provamos o teorema a seguir. 


Seja x a medida em radianos do ângulo entre a reta OP e a reta tangente ao 
gráfico der = f(0) no ponto P(r, 8), onde P não está no semi-eixo 57 ou em 
sua extensão. O ângulo x é medido de OP no sentido anti-horário até a reta 


“tangente, O < x < 7. Então, 


r 


tg X = O 


ar 
do 


Comparando a equação no Teorema 10.9.1, com (4) você pode ver por que 


" é mais desejável considerar x em vez de q, quando trabalhamos com coorde- 


nadas polares. O Teorema 10.9.1 não pode ser usado se P estiver no semi-eixo 
+" ou em sua extensão. Nesse caso, usamos (5) para calcular tg a. 





EXEMPLO 3 Dada a cardióide com equação 
=2+2seng 
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Ache x e a nos pontos onde (a) 0 = 47, (b)0 = dxe(c)0 = &m. (d) Faça 
um esboço da cardióide e mostre x e a em cada um desses pontos. 


Solução Da equação dada 
dr 
aa 
70 cos 8 
Do Teorema 10.9.1, 
Eae 2 + 2senô 
EE 2cos0 
| +sen 6 
= (9) 
cos 8 





| 
[RR 


Assim, “x. Como a > 0,%x = qa — 0. Logo, 


a mm 
+ 
(o [pad 

q 


3 


o, 
| 


(b) Quando 8 = 57, de (9) 


RE 


| E 
Ro 
tgx=— 


2 
=2+43 


Logo, x = 1,31. Como «a > 6, x = qa — 6. Assim, 





ax an+l,3 
x 2,36 | 
(c) Quando 6 = x, de (9) 


3 


1 e AS 
ad 





tg x = 


Ei | 
ss DA 
Logo, x = 1,83. Como a < 0,x =7 — (8 — a). Logo, 
ax (êm+1,83)—7n 
=1,83- 47 
x 0,78 


(d) A Figura 7 mostra um esboço da cardióide e x e a« em cada um dos pontos 
3, dn), 2 + 3 me + 3, En). 
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EXEMPLO 4 Ache, com precisão de 10 min, a medida do menor ângulo en- 
tre as retas tangentes às curvas 


r=3c0s20 e r=3sen26 
no ponto P(É 42, dn). 


Solução O gráfico de cada uma das equações é uma rosácea de quatro fo- 
lhas. Veja a Figura 8 que mostra uma. parte de cada curva no ponto P: x, é 
a medida em radianos do ângulo entre a reta OP e a reta tangente à curva 
r = 3cos 20, e x, é a medida em radianos do ângulo entre a reta OP e a reta 
tangente à curva r = 3 sen 28. Se £ for o ângulo entre as retas tangentes em 
P, então 


B=%x-% 
tg B =tg(x — X) 
tgp = EM tm (10) 
Il +tgx tg x 
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Os valores de tg x, e tg x, são encontrados pelo Teorema 10.9.1. Para o cál- 
culo de tg x,, usamos r = 3 cos 28 e dr/d = —6 sen 26. Para tg x, temos 
r=3sen280e dr/dô = 6 cos 20. Assim, 


Ra E 3 cos 20 TE 3 sen 20 
— 6 sen 20 6 cos 20 
| = —— cotg 20 = >tg 20 
Quando 60 = 77, 
tgX% = —= cotg dn tgex% =5tgã7n 


cessa 
2 


Substituindo esses valores em (10), obtemos 


tgb=, 


O ângulo À tem uma medida de 126º50' com precisão de 10 min. Assim, a me- 
dida do menor ângulo entre as duas retas tangentes é 180º — 126º50' = 53º10”. 


EXERCÍCIOS 10.9 


Nos Exercícios de 1 a 8, ache a inclinação da reta tangente à cur- 
va dada no ponto, cujo valor de 6 é o indicado. Faça também 
um esboço do gráfico e da reta tangente. 


1. r=2sen6;0=Ir 2. r=4c0s0;0=in 
3.r=1-cos6;60=iz 4. r=2+4+2sen9;0=Iz 
5. r=6+2sen0;0=àz 6.r=3-2c0os0;0=2a 
7.r=3c0s20;0=2r 8. r=2sen30;0=ên 


Nos Exercícios de 9 a 20, determine os pontos nos quais a curva 
dada tem retas tangentes verticais e horizontais. Faça um esbo- 
ço do gráfico e mostre essas retas tangentes. 


9. r=4+3senô 10. r=2+cos6 
11. r=4-2cos6 12. r=3-2senô 
13. r= 1 —senô 14. r=3-3cosô 
15. r=2+3cos0 16. r=1—-2senô 
17. r=cos20 18. r=2 sen30 
19. r? = 4sen20 20. r? = 9 cos 20 


Nos Exercícios de 21 a 28, ache x e à para a curva dada no pon- 
to cujo valor de 0 é o indicado. Faça um esboço da curva e mos- 
trexea. 


21. 10=4;0=1 22. 1r=20:0 = 

23. r=sec20;0=—-in 24. r=4seni0;0=37 
25.r=02,0=ir 26. r=cos20;0=;n 
27. r=3,/c0s20;0= iz 28. r= 21 —sen0);0=7 


Nos Exercícios de 29 a 32, ache a medida, em graus, do menor 
ângulo entre as retas tangentes aô par de curvas dadas nos pon- 
tos de intersecção indicados. 


r=2cos6 r=3 
30. (3,4 
Ea: diem (v2, 2, 47) o at 57) 
r=4cos0 = —4senô, 
31. y 2, 32. : j 
aa (=2, 42) a = 4cos 20 ng la 


Nos Exercícios de 33 a 36, ache a medida, em graus, do ângulo 
entre as retas tangentes ao par de curvas dadas em todos os pon- 


- tos de intersecção. 


r=1-senô r=2sec0 
. 34. 
= E = | + senô |; = cosec? 50 
r =cos0 | r=3cos6 
di Ç = sen20 Ea U =1+cosô 


37. Dada a curva r = k, onde k é uma constante não-nula e q 
é a medida em radianos da inclinação da reta tangente à cur- 
va no ponto (r, 6). Mostre que tg a tg 0 = —1 para todo 
0 tal que tg O = 0. 

38. Prove que em cada ponto da espiral logarítmica r = be”, 
x é o mesmo. | 

39. Prove que tg x = tg 58 em todos os pontos da cardióide 

= 21 — cos 6). 


40. Para a curvar cos O = 4 ache lim x. 
8> 1/2 


41. 


Exercícios de Revisão do Capítulo 10 


Prove que nos pontos de intersecção das cardióides 
r=a(l + sen6)er = b(l — sen 0) suas retas tangentes 
são perpendiculares para todos os valores de a e b. 


EXERCÍCIOS DE REVISÃO DO CAPÍTULO 10 


Nos Exercícios de 1 a 4, (a) ache a equação da parábola tendo 
o foco e a diretriz dados, (b) ache o comprimento do latus rec- 
tum e (c) faça um esboço da parábola. 


A QUO mi 


10. 


11. 


12. 


« Foco em (0, — 3); diretriz, y = 3 


«- Foco em (0, 4); diretriz, y = —4 
«- Foco em (1, 0); diretriz, x = —1 
- Foco em (6, 0); diretriz, x = —6. 


6y e ache 


« Faça um esboço da parábola com equação x? = 
(a) o foco e (b) a equação da diretriz. 
- Faça um esboço da parábola com equação y = x? — 8x. 


Ache (a) o vértice, (b) a equação do eixo, (c) o foco e (d) 
a equação da diretriz. 


« Dada a parábola com equação y? + 8x — 6y = 7, ache (a) 


o vértice, (b) a equação do eixo, (c) o foco e (d) a equação 
da diretriz. Faça um esboço da curva. 


. Ache a equação da parábola com vértice em (—3, 5) e foco 


em (—-3, — 1). 


» Ache a equação da parábola tendo vértice em (5, 1), eixo pa- 


ralelo ao eixo y e passando pelo ponto (9, 3). 

Mostre que toda a equação da forma xy + ax + by + c=0 
pode sempre ser escrita na forma x'y' = k por uma transla- 
ção de eixos, e determine o valor de X. 

Qualquer secção de um espelho parabólico feita por um pla- 
no que passa pelo eixo do espelho é um segmento de parábo- 
la. A altura do segmento é 12 cm e o comprimento da base 
é 18 cm. Uma secção do espelho feita por um plano perpen- 
dicular ao seu eixo é uma circunferência. Ache a circunfe- 
rência da secção plana circular se o plano perpendicular ao 
eixo estiver a 3 cm do vértice. 

A diretriz da parábola y? = 4px é tangente à circunferên- 


“cia que tem o foco da parábola como centro. Ache a equa- 


ção da circunferência e os pontos de intersecção das duas 
curvas. 


“Nos Exercícios de 13 a 20, o gráfico da equação dada é uma elipse 
ou uma hipérbole. Ache o centro, vértices e focos da cônica. Se 
o gráfico for uma elipse, ache também as extremidades do eixo 
menor. Se o gráfico for uma hipérbole, ache também as equa- 
ções das assintotas. Faça um esboço da curva e mostre os focos. 
Se a curva for uma hipérbole, trace também as assíntotas. 


13, 
15. 
17. 
18. 
19. 
20. 


4x? + 25y? = 100 14. 25x? — 4y? = 100 
16x? — 9y? = 144 16. 9x” + 16y? = 144 
4x2 +y2+24x— 16y+84=0 

4x2 +9y2 + 32x — 18y+37=0 

25x? —- y2+50x+6y-9=0 

3x]? —- 2y2 +6x—-8y+11=0 


647 


42. Prove que nos pontos de intersecção de duas curvas 
r=asec2iger= bcosecl 19 suas retas tangentes são 
perpendiculares. 


Nos Exercícios 21 e 22, ache a equação da elipse com as proprie- 
dades dadas e faça um esboço do gráfico. 


21. Vértices em (0, 8) e (0, — 4) e um foco em (0, 6). 
22. Focosem (—3, —-2)e (— 3, 6) e o comprimento do semi-eixo 
menor é três quartos do comprimento do semi-eixo maior. 


Nos Exercícios 23 e 24, ache a equação da hipérbole com as pro- 
priedades dadas e faça um esboço do gráfico. 


23. Focos em (-5, 1) e (1, 1) e um vértice em (—4, 1). 
24. Centro em (—5, 2), um vértice em (— 1, 2) e um foco em (0, 2). 


Nos Exercícios de 25 a 28, ache a equação polar do gráfico ten- 
do a equação cartesiana dada. 


25. 4x? — 9y? = 36 
27. x2+yº—-9x+8y=0 


26. 2xy = 1 
28. y* = xa? — y?) 


Nos Exercícios de 29 a 32, ache a equação cartesiana do gráfico 
tendo a equação polar dada. 


29. r=9sen? 16 30. (1 —- cos9)=2 

31. r=4cos30 32. r=atg?0 

33. Faça um esboço do gráfico de (a) r6 = 3 (espiral recíproca) 
e (b) 3r = 6 (espiral de Arquimedes). 

34. Mostre que as equações r = | + sen6er = sen8 — Il têm 


o mesmo gráfico. 


35. Faça um esboço do gráfico de r = VI|cos 81. 

36. Faça um esboço do gráfico de r = «/| cos 280]. 
37. Faça um esboço do gráfico de r = 2(1 + cos 68). 
38. Faça um esboço do gráfico de r? = 16 cos 6. 


Nos Exercícios 39 e 40, ache todos os pontos de intersecção dos 
gráficos das duas curvas dadas. 
ai: A cos 0 = 1 


r=1+2cosô 


r=21 + cos 0) 
39. 
do =2c0s0. 


41. Ache a área da região limitada por (a) o laço da limaçon 

r=4(1+2cos6)e (b)a parte externa da limaçon. 

Ache a área de uma folha da rosácea r = 2 sen 36. 

Ache a área da região interior ao gráfico de r = 2a sen O 

e exterior ao gráfico de r = a. , 

Ache a área da região interior ao gráfico da lemniscata 

r? = 2 sen 28 e exterior ao gráfico da circunferência r = 1. 

« Ache a área da região varrida pelo raio vetor da espiral loga- 
rítmica r = e* (k > 0) quando 6 varia de O a 27. 


42. 
43. 


44. 


45 
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46. Ache a área da intersecção das regiões limitadas pelos gráfi- 
cos das duas equações r = acos6er = a(l — cos0),a > 0. 

47. Prove que a distância entre os pontos P;,(r,, 0,) e Ps(r,, 05) 
é ri + ri — 2r,r, cos(0, — 0)). 

48. Ache os pontos de intersecção dos gráficos das equações 

= tg0er=cotgõ6. 

49. Ache uma equação polar da circunferência com centro em 
(ro. 00) e raio de a unidades. (Sugestão: aplique a lei dos co- 
senos ao triângulo com vértices na origem, em (7,, 909)e em 
(r, 0). 

50. Ache a área da região limitada por um laço da curva 
r = asen nô, onde n é um inteiro positivo. 


Nos Exercícios de 51 a 54 é dada a equação de uma cônica com 
foco na origem. Em cada exercício, (a) ache a excentricidade; 
(b) identifique a cônica; (c) escreva a equação da diretriz que cor- 
responde ao foco na origem; (d) faça um esboço da curva. 


2 5 
seno 7 3seng 

4 4 
"2730050 "2320050 


Nos Exercícios de 55 a 58, ache a equação polar da cônica que 
satisfaz as condições dadas e faça um esboço do gráfico. 


55. Um foco na origem; vértices em (2, 1) e (4, 1). 

56. Um foco na origem; um vértice em (6, qm e 

57. Um foco na origem; um vértice em (3, 5 21); e 

58. Aretar sen O = E 6 é a diretriz correspondente ao foso na 
origem ce = 3. 


e aus 


Nos Exercícios 59 e 60, simplifique a equação dada por uma ro- 
tação e uma translação de eixos. Faça um esboço do gráfico e 
mostre os três conjuntos de eixos. 

59. 3x? —-3xy— y*— 6y=0 

60. 4x) + 3xy + y? — 6x + 12y=0 


Nos Exercícios 61 e 62, (a) ache a excentricidade, os focos e as 


diretrizes da cônica central dada. (b) Faça um esboço mostran- | 


do a cônica, os focos e as diretrizes. 
61. 25x? — 9yº = 225 62. 4x7 + 7" =64. 


63. Ache o volume do sólido gerado pela rotação, em torno do 
eixo y, da região limitada pela hipérbole x2/a? — y2/b? = 
= lepelaretax = 2a. . 

64. Mostre que a hipérbole x? — y2 = 4 tem os mesmos focos 

quea elipsex? + 9y? = 9. 

65. Um satélite gira = torno da Terra numa órbita elíptica com 
excentricidade de + e tendo a Terra em um foco. A menor 
distância do satélite à à Terra é de 300 km. Ache a maior dis- 
tância entre o satélite e a Terra. | 

66. A órbita do planeta Mercúrio em torno do Sol é elíptica com 
o Sol em um foco, um semi-eixo maior com comprimento 
de 58 milhões de quilômetros e uma excentricidade de 0,206. 


77. Mostre que XxX + y = 


Ache (a) a menor distância entre Mercúrio e o Sole (b) a 
maior distância entre os dois. 


67. Um cometa move-se numa órbita parabólica em torno do Sol 


que está no foco F da parábola. É feita uma observação quan- 
do ele está num ponto P,, a 15 milhões de quilômetros do 
Sol e uma segunda quando ele está em P,, a 5 milhões de 
quilômetros do Sol. Os segmentos de reta FP, e FP, são per- 
pendiculares. Com essas informações existem duas órbitas 
possíveis para o cometa. Ache qual a menor distância ao Sol 
para cada órbita. 


68. Um arco de uma ponte tem a forma de uma semi-elipse com 


uma abertura horizontal de 60 m e uma altura de 20 m no cen- 
tro. Qual a altura do arco 10 m à direita ou à esquerda do 
centro? 


69. Ache a equação polar da parábola contendo o ponto (2, 


5"), cujo foco está na origem e cujo vértice está na exten- 
são do eixo polar. 


70. A distância entre as duas diretrizes de uma elipse é três vezes 


a distância entre os focos. Ache a excentricidade. 


71. Os pontos 4 e B estão separados por 1.000 m. Pelo som de 


uma explosão ouvida nesses pontos em instantes diferentes, 
foi determinado que a localização da explosão é 600 m mais 
perto de A do que de B. Mostre que a localização da explo- 
são está restrita a uma certa curva e ache uma equação dessa 
curva. 


72. Uma corda focal de uma cônica é dividida em dois segmen- 


tos pelo foco. Prove que a soma dos recíprocos das medidas . 
dos comprimentos dos dois segmentos é a mesma, não im- 
portando a corda tomada. (Sugestão: use coordendas 
polares.) 


73. Uma corda focal é o segmento de reta que passa pelo foco 


cujas extremidades estão sobre a cônica. Prove que se duas 
cordas focais de uma parábola são perpendiculares, então a 
soma dos recíprocos das medidas de seus comprimentos é uma 
constante. (Sugestão: use coordenadas polares.) 


Tá. E a área da região limitada pelas duas parábolas 


=.2/(1 —- cos0)er = 2/(1 + cos 0). 


75. Sa que aretay = 2x é uma ássintota do gráfico da fun- 


ção f, tal que f(x) = 2x? — 


76. Prove que os pontos médios de E as cordas paralelas a 


uma corda fixa de uma parábola estão sobre uma reta para- 
lela ao eixo da parábola. 
+ «a representa uma família mo- 
noparamétrica de cônicas e determine o tipo da cônica. Faça 
esboços das cônicas paraa = 1,a =2ea=4. 


78. O gráfico da equação (1 — ex? + y? — 2px + p? = 0é. 


uma cônica central tendo excentricidade e e um foco em (p, 0). 
Simplifique a equação por uma translação de eixos. Ache a 
nova origem em relação aos eixos x e y e determine o tipo 
da cônica. 


Os Exercicios de 79 a 86 referem-se à Secção Suplemen tar 10.9. 


79. Determine os pontos nos quais a curvar = 3 — 3 sen 6 tem 


retas tangentes horizontal e vertical. Faça um esboço do grá 
fico com essas retas tangentes. 
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80. Determine os pontos onde a curva r = 4 + 3 cos O tem retas tes em cada ponto de intersecção dos gráficos das equações 
tangentes horizontal e vertical. Faça um esboço do gráfico r=-6cosger=2M1- cos 8). 
mostrando essas retas. 84. Prove que os gráficos de r = ad e rô = a têm um número 

81. ERene a inclinação da reta tangente ao gráfico de ilimitado de pontos de intersecção. Prove também que as re- 
r= + + sen 9 no ponto (1, =). Faça um esboço do grá- tas tangentes são perpendiculares em somente dois desses pon- 
fico com a reta tangente. tos de intersecção, que deverão ser determinados. 

82. Ache a inclinação da a tangente ao gráfico de r = 6 cos 85. Para a curvar = 2/cos -0, ache x e q no ponto (1, 5 Zn). 
9 — 2 no ponto (1, 5 --7). Faça um esboço do gráfico com Faça um esboço da curva mostrando x € a. 
a reta tangente. 86. Para a curvar = 21 + sen 6), ache x e « no ponto 


83. Ache a medida em radianos do ângulo entre as retas tangen- (3, +71). Faça um esboço da curva mostrando x € à. 
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Métodos para calcular certos limites envolvendo formas indeterminadas são tra- ES) 
tados nas duas primeiras secções deste capítulo. A técnica usada é chamada re- 
gra de L'Hôpital, em homenagem ao matemático francês Guillaume François 
de L"Hôpital (1661-1707), que escreveu o primeiro texto de Cálculo, publicado 
em 1696. | 

As Secções 11.3 e 11.4 referem-se a integrais impróprias. Aquelas na Secção 
11.3 são integrais de intervalos sem limite, ou seja, têm extremos infinitos de 
integração. Cada uma das integrais impróprias na Secção 11.4 envolve uma fun- 
ção não limitada em um intervalo fechado [a, b]; isto é, o integrando tem uma 
descontinuidade infinita em [a, b). | 


ent cg rar o Mo siga E 
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Na Secção 11.5 discutimos a fórmula de Taylor, que dá um procedimento 
para aproximarmos funções por meio de polinômios. 


—— e —e TT] 2 T2]DDD[DDDEooo PP? D?]]?]P]?P?PEEEeEJÕteÊã—SãÃã ÃÕÃí 


11,1 AFORMA O Teorema de Limite 9 (2.2.9) estabelece que se lim f(9 e lim g(x) existem, 
INDETERMINADA 0/0 então o x>4 *>4 


“so. lim f(0) 


x—a 





m-—— => 
xa 9x) Jim g(x) 


desde que lim g(x) = 0. 


Existem várias situações nas quais esse teorema não pode ser aplicado. Espe- 
cificando, o Teorema de Limite 12 (2.4.4) pode ser aplicado se lim g(x) = O 
Xx>a 


e lim f(x) = k, onde k é uma constante diferente de zero. Consideremos o caso 
quando tanto lim f() = 0 como lim g(x) = 0. Alguns limites desse tipo já 
X>&4 X>4 


foram discutidos. 


D ILUSTRAÇÃO 1 Queremos encontrar 

im x? —- x— 12 

x>4 X? — 3x. — 4 
Aqui, lim (x? — x — 12) = Oelim (x? — 3x — 4) = 0. Entretanto, o nume- 
rador ss denominador podem ioados resultando 7 
x —-x— 12 /. (x—49(x+3) 





lim 5 = 
3x4 eme lx— 4x + 1) 
e o 
= lim 
x»4 X+ 1 
E « 


> ILUSTRAÇÃO 2 lim sen x = 0elimx = 0 e pelo Teorema 2.8.2, 


x50 x—->0 


x ; 
hm E us 1 « 


x—>0 X a 





11.1.1 DEFINIÇÃO | Se f e g forem duas funções tais que lim f(x) = 0 e lim 'g(x) " 0, então a 





| função $f/9 tem a forma indeterminada 0/0 em a. 


> ILUSTRAÇÃO 3 Da Definição 11.1.1 (x? — x — 12)/(x? — 3x — 4) tem uma 
forma indeterminada 0/0 em 4; contudo, vimos na Ilustração 1 que 


im HI XT 7 | 
CN dA 5 


Também, sen x/x tem em O a forma indeterminada 0/0, enquanto que 
tim Sex 
x 


x—>0 


= 1, conforme indicado na Ilustração 2. «q 
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11.1.2 TEOREMA 
Regra de L'Hôpital 
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Vamos considerar agora um método mais geral para encontrar o limite, se 
existir, de uma função em um número onde ela tem a forma indeterminada 0/0. 
O método é conhecido como a regra de L'Hópital. 





Sejam fe g funções diferenciáveis num intervalo aberto 1, exceto possivelmente 
em um número a em 7. Suponha que, para todo x = a em 1, g' (x) = 0. Então, 
se lim f(x) = O e lim g(x) = 0 e se 

X-> a Xx-a : 








im LO) 
ee 96) O 


segue que 


 ÍQ) 
lim > = 
pe 909) 


O teorema é válido se ambos os limites forem laterais à direita ou à esquerda. 











Antes de apresentar a demonstração do Teorema 11.1.2, vamos mostrar co- 
mo usar O teorema através de exemplos e ilustrações. 


b ILUSTRAÇÃO 4 Vamos usar a regra de L'Hôpital para calcular os limi- 
tes nas Ilustrações 1 e 2. Na Ilustração 1, como lim (x? —- x — 12) = 0 € 


x>4 
lim (x? — 3x — 4) = 0, podemos aplicar a regra de L'Hôpital e obter 
x>4 
lim * — x— 12 tim O] 
m 5S————— = ——-— 
Rad Ne AQ x4 2X — 3 


ta|-a 


A regra de LºHôpital pode ser aplicada na Ilustração 2, pois lim sen x = 0 














x>50 

e lim x = O. Então, 

x-0 

. senx .. cosx 
hm = lim 
x>0 X x>0 
| | < 

EXEMPLO 1 Calcule o limite, se existir: 

| 

estes l = er 
Solução Comolimx = Oelim(l — e” = 0,a regra de L'Hôpital pode 


x->0 x+0 


ser aplicada. Assim, 
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EXEMPLO 2 Calcule o limite, se existir: 
lim | -x+Inx 
x>1 x — 3x + 2 


Solução 
lim(l-=x+In)=1-1+0 dlim(-3Ix+)=1=-3+42 
=] = 1 


= 0 = 0 


Logo, aplicando a regra de L'Hôpital, temos 


im LX tin im 
m—-——————— = — 
x>1 xº*— 3x +42 x=1 3x? — 3 


Agora, como lim (— 1 + 1/x) = O e lim (3x? — 3) = 0, aplicamos a regra de 


Xx>1 x51 
L'Hôpital novamente, obtendo 
l l 
-1+- e 


lim ——— = lim 
x> 1 3x? E 3 x>l 6x 





l 


6 


Portanto, 
im t=Xtinx O 1 
x>1 x? — 3x +2 E 6 





Para provar o Teorema 11.1.2 teremos que usar o chamado teorema do valor 
médio de Cauchy, que estende para duas funções o teorema do valor médio 
(4.3.2) para uma única função. Esse teorema é atribuído ao matemático fran- 
cês Augustin L. Cauchy (1789-1857). 


11.1.3 TEOREMA | Se fe g forem funções tais que 
Teorema do Valor Médio 
de Cauchy | 


(i) fe g são contínuas no intervalo fechado [a, Db); 
(ii) fe g são diferenciáveis no intervalo aberto (a, b); 
(iii) para todo x no intervalo aberto (a, Db), 9'(x) = 0, 


então existirá um número z no intervalo aberto (a, b) tal que 


Sb) -Ha) FO 
g(b) — g(a) g'(2) 





Prova Vamos mostrar primeiro que g(b) * g(a). Suponha g(b) = g(a). Co- 
mo q satisfaz as duas condições da hipótese do teorema do valor médio, existe 
algum número c em (a, b) tal que g'(c) = [9(b) — g(D]/(b — a). Mas se 
g(b) = g(a), então existe algum número c em (a, b) tal que g'(c) = O. Mas 
a condição (iii) da hipótese desse teorema estabelece que para todo x em 
(a, b), 9 (x) = O. Há, portanto, uma contradição. Logo, a hipótese de que 
g(b) = g(a) é falsa. Assim g(b) = g(a) e, consequentemente, g(b) — g(a) = O. 
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Consideremos agora a função k definida por 


Sb) — fla) 
h(x) = = e pa a 
(0) = fl) — fa) e E | [9(9 — (a) 
Então, | 
ias ds FADO 
H(9) = 0) Do ata (1) 


Logo, h é diferenciável em (a, b), pois fe g são diferenciáveis no intervalo, e 
h é continua em [a, b], pois fe g são contínuas nesse intervalo. 


na f6) = 

Ha) = sta) — st) — [LOL | ota — ato] 
= () 
“mora ÍO-IO 

no) = 16) — sto) - [LOL Loto) — aa] 
=0 


Desta forma, a função A satisfaz as três condições do teorema de Rolle. Lo- 
go, existe um número z no intervalo aberto (a, b), tal que A'(z) = O. Assim, 
de (1), 


f(b) — fla) 


DE boa 9 


g'(z) = 0 


Como g'(z) = O em (a, b), da igualdade acima temos que 


fb)—- Ha fe) 
gb) — g(a) g(2) 


onde z é algum número em (a, b). Isso prova o teorema. E 





Se g for a função g(x) = x, a conclusão do teorema do valor médio de Cauchy 
é a conclusão do antigo teorema do valor médio, pois g'(z) = 1. Assim sendo, 
o teorema do valor médio é um caso particular do teorema do valor médio de 
Cauchy. 

Uma interpretação geométrica do teorema do valor médio de Cauchy é dada 
na Secção 14.3. Adiamos a discussão até então, pois vamos precisar de equa- 
ções paramétricas. 


D ILUSTRAÇÃOS Suponha que f(x) = 3x2 +3x- leg) =x)- 4x +2. 
Queremos encontrar um número z em (0, 1), previsto pelo Teorema 11.1.3. 


f'lO)=6x+3 g(x) = 3x? — 4 


Assim sendo, fe g são contínuas e diferenciáveis em toda parte e para todo 
x em (0, 1), g'(x) x 0. Assim, pelo Teorema 11.1.3, existe um z em (0, 1), tal que 


D-SO 6243 
“HD-gO) 37º —4 
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Substituindo f(1) = 5, g(1) = —1,$(0) = — 1 e g(0) = 2 e resolvendo em 





Z, teremos 
5-(—1) 62+3 
-1-2 3722-4 
622 + 62—-5=0 


— 6 + 36 + 120 
2 


—6+2,/39 
12 


—3 +39 


6 


Somente um desses números está em (0, 1), a saber, AR =(—3 + 39). 4 


Agora estamos em condições de provar o Teorema 11.1.2. Vamos considerar 
três casos: (1) x> a*; (l)x> a”; (ii) x> a. 


Prova do Teorema 11.1.3(i) Como na hipótese não foi suposto que fe g eram de- 
finidas em a, consideremos duas novas funções F e G para as quais 


F(x) = f(x) sex x aeF(a) = 0 


| (2) 
G(x) = g(x) sex xa e- G(a) = 0 .. 


Seja b o extremo direito do intervalo aberto 7 dado na hipótese. Como f e 

g são ambas diferenciáveis em [, exceto possivelmente em a, concluímos que 

Fe G são ambas diferenciáveis no intervalo (a, x], onde a < x < b. Logo, F 

e G são contínuas em (a, x). As funções Fe G são também contínuas à direita. 

de a, pois lim F(x) = lim f(x) e lim f(x) = 0, que é F(a); analogamente, 
Xx-s at + 


x>a* Xx>4 


lim G(x) = G(a). Logo, F e G são contínuas no intervalo fechado [a, x]. 


XxX — a+ 
Assim, Fe G satisfazem as três condições da hipótese do teorema do valor mé- 
dio de Cauchy (Teorema 11.1.3),no intervalo [a, x]. Assim, 


F(x) — F(a) Fiz) 
G(x) — G(a) G'(z) 





onde z é algum número tal que a < z < x. De (2) e da igualdade acima, temos 


fo) Se) 


go) giz) 


Como a < z < x, segue que quando x > at, z> a*; assim sendo, 


fin sit 


= lim 
x>at 9X)  x>a+ g(2) 
fi) 

= lim 
z»a+ (2) 
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Mas, por hipótese, esse limite é L. Logo, 


lim DO 


= E 
x>a+ 9(X) 


A demonstração do caso (ii) é análoga à de (i) e será deixada como exercício 
(veja o Exercício 34). A demonstração do caso (iii) baseia-se nos resultados dos 
casos (1) e (11) e será também deixada como um exercício (veja o Exercício 35). 

A regra de L'Hôpital também é válida quando x cresce sem limitação ou de- 


cresce sem limitação, conforme será provado no próximo teorema. 
















Sejam fe g funções diferenciáveis para todo x > N, onde N é uma constante 
positiva, e suponha que para todo x > N, g'(x) * 0. Então, se lim f(x) = 0 
. X—+ +00 


e lim g(x) = 0 ese 
Xx+> +00 
FO) 
mto g'(0) 
segue que 


o 
t= + g(%) 


O teorema continua válido se trocarmos x > +00 por x> — 00, 





Prova Vamos demonstrar o teorema para x > + co. A demonstração quando 
x > — co será deixada como um exercício (veja o Exercício 38). 

Para todo x > N, seja x = 1/t, então t = 1/x. Sejam Fe G as funções 
definidas por F(t) = f(1/t) e G(t) = g(1/1), se t = 0. Então f(x) = F(t) e 
g(x) = G(t), ondex > Ne 0 < t< 1/N. Das Definições 2.5.1 e 2.3.1, pode- 
mos mostrar que as afirmativas 

lim fo)=M e lim F()=M 

x- + 00 1>0* 
têm o mesmo significado. A prova desse fato será deixada como exercício (veja 
o Exercício 36). Como, por hipótese, lim f(x) = 0 e lim g(x) = 0, podemos 
concluir que dd dic | 

Im FH)=0 e lim G()=0 (3) 


1+0*+ 1>0+ 


Considerando o quociente F'(t)/G'(t), temos, usando a regra da cadeia, 


NA 
Fo) CE! (1) 


G(t) 1. A 
PH 
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Como por hipótese lim f'(x)/g'(x) = L, do que está acima segue que 
(4) 


o Ft(t) 
tim — = L 
>o+ G'(t) 


Como para todo x > N, g (x) £ 0, 


G'(t) + O para todo O < t < q 

Dessa afirmação, de (3) e de (4) segue, do Teorema 11.1.2 que 
Ftt | 

FO, 


lim — = 
t>0+ G(t) 


Mas como F(1)/6(D) = f(W)/g(x) para todo x > Net * 0, então 


19 


lim OO 


x + co g(x) 
e assim o teorema está provado. E 


Os Teoremas 11.1.2 e 11.1.4 continuam válidos se L for trocado pór + co 


ou — co. As demonstrações serão omitidas. 


EXEMPLO 3 Calcule o limite, se existir: 














sen E 
x + 6 tg”! (5) 
x 
Solução lim sen(l/x) = 0 e lim tg-!(1/x) = 0. Assim, da regra de 
y X— +08 Xx— + 00 
L'Hôpital, 
1 | I 
sen — cos— | —— 
x X x 
im ——————— = lim >> —+— 
x> + 00 e l x—> + oq l l 
x | l À 
| + E 
cos — 
= lim — 
x> + 00 e 
x +1 
Como 
I x? | 
lim cos—=1 e hm = = lim 
) x> +90 X l x— + 00 1 a: 
2 


x> + o 


=: 1 
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segue que 


] 
cos — 


é X 
lim — = 1 
x> + 00 X 


xº + 1 





Portanto, o limite dado é 1. 





EXEMPLO 4 Dada 


et—l 0 
fo)=4 = e? 
l sex = 0 
(a) Prove que f é contínua em 0 usando a Definição 2.6.1. (b) Prove que f é 
diferenciável em O calculando f'(0). 
Solução 


(a) Vamos verificar as três condições para a continuidade. 





(1) H0) = 1 
ias da Es 
x>0 x>0 X 


Para calcular o limite, vamos aplicar a regra de L'Hôpital, pois 
lim (e* —- 1) = Oe lim x = 0. Temos 


x>0 x>0 
XxX 


lim f(º) = lim T 


x>0 x>0 
= 1 
(ui) lim f(x) = f(0) 
x>0 


Logo, f é continua em 0. 





EO (x a e (0) 
(b) f(0) = 
et — 1 4 
= lim 
x>0 X 
slim O 
o xe 
Como lim (e* —- 1 —- x) = Oe lim x? = 0, aplicamos a regra de L'Hôpital 
x>0 x-50 
e obtemos 


f(0) = lim É — 


x>0 
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Como lim (e* —- 1) = Oe lim 2x = 0, aplicamos novamente a regra de 


x>0 


x>0 


LºHôpital e obtemos 


f0) = lim 5 


x>0 


[NO ee 


Nos Exercícios de 1 a 5, ache todos os valores de z no intervalo 
(a, b) dado, satisfazendo a conclusão do Teorema 11.1.3 para 
o par de funções dadas. 


1. SO) = xº, g(x) = xº; (a, b) = (0, 2) 


2 1 — 
2. f)= rt gl) = Tr (a, b) = (0,2) 


3. f(x) = sen x, g(x) = cos x: (a, b) = (0, 1) 
4. f(x) = cos 2x, g(x) = sen x; (a, b) = (0, tn) 


5. fo)=vx+5S, gx)=x+3 (a, b)=(—4, —1) 


Nos Exercícios de 6 a 30, calcule o limite, se ele existir. 
































3 = 
eis & nais gia + 
x>mn/2 2x — 1 x>0 tg X x>0 X — Sen x 
2 
RR x sen xx ” 
9. lim —— 10. lim It. lim — 
x> + qo l 57 24X x — 00 er 
X 
* — In(sen x =) 
im Ce mm DO mino 
x>0 XSen x x>m/2 (7 — 2X) o 
o QE 3 E Dr 0 — 0) 
15. lim 16. hi 17. lim si 
x>0  X >2 t—2 9-0 tg'0 
E + í L/z 2 
18. lim É 19. lim —É 20. lim — "> — 
x>0 sen” x mto 3 yo | — cosh y 
Z 
sent 
21. lim — —— 22. li 
o ne — 1) CRER 
2 
23. lim O ca 
1—0 Sent xo tghx 
(+ = (1 — o)! eo 
25. im -———— > > >» RLlm—— 
old +) — (1 — 1 a A 
l 1 
a, dom 7 tg”! Es 
1 2 é 
mm = 28. lim à 
x 1 — senx ta I 
X 
- Ccosx— cosh x - senhx— senx 
29. lim —————— 30. lim —— —— 
x>0 x *=0 sen' x 


31. 


32. 


33. 


34. 
35. 
36. 


37. 


38. 
39. 


Um circuito elétrico tem uma resistência de R ohms, uma in- 
dutância de L henrys e uma força eletromotriz de E volts, 
onde R, Le E são positivos. Se i ampéres for a corrente pas- 
sando no circuito t segundos depois que ele foi ligado, então 


j=—(1I-erRtiL 
| R( e o) 


Se t, Ee L são constantes, ache lim 1. 
R-0* 


Numa progressão geométrica, se a for o primeiro termo, r 
for a razão comum a dois termos sucessivos e S for a soma 
dos n primeiros termos, então ser = 1, 


dr —1) 


r—l 


S 


Ache o lim S. O resultado será consistente com a soma dos 


r5>1 

n primeiros termos se r = 12 
Ache os valores para a e b tais que 
- sen3x+ ax + bx” 
lim tg e) 

x>0 X 
Prove o Teorema 11.1.2(1). 
Prove o Teorema 11.1.2(1i). 
Suponha que / seja uma função definida para todo x > N, 
onde N é uma constante positiva. Set = 1/xe F(t) = f(1/1), 
onde t * O, prove que as afirmações lim f(x) = Me 


lm F(t) = M têm o mesmo significado. 


t> 0" 
Dada (cosx-l 
Node ——>——— sex*0 
0) sex =0 


(a) Prove que f é contínua em 0, usando a Definição 2.6.1. 
(b) Prove que f é diferenciável em 0, calculando f'(0). 
Prove o Teorema 11.1.4 para x > — oo. 


Prove que x!º < e* para x suficientemente grande, cal- 
10 
; x 
culando lim —. 
XxX +oo er 


40. Prove que In x < x? para todo p > 0 e x suficientemente 


In x 
xP * 





grande, calculando lim 
x> +80 
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11.2 OUTRAS FORMAS 
INDETERMINADAS 


11.2.1 TEOREMA 
Regra de L'Hôpital 


Suponha que nosso problema seja determinar se 


o Inx 
lim — 
x>0*+ 


X 


existe. Não podemos aplicar o teorema envolvendo o limite de um quociente 
pois lim Inx = —-co e lim (1/x) = + o. Nesse caso, dizemos que a função 


x > 0* x > 0*+ 
definida por In x/(1/x) tem a forma indeterminada (— )/(+ 0) em x = 0. A 
regra de L'Hôpital também se aplica a uma forma indeterminada desse tipo, 
bem como àquelas dos tipos (+ c0)/(+ 00), (— 00)/(— 00) e (+ 00)/(— 00). Isso 
tudo é dado pelos próximos teoremas, cujas provas serão omitidas, pois estão 
fora do contexto deste livro. 


Sejam fe g funções diferenciáveis no intervalo aberto 1, exceto possivelmente 
em um número a em Z, e suponha que para todo x = aem 1, g' (x) = 0. Então, 
se lim f(x) = +c0 ou —o, elim g(x) = +00 ou —-o, e se 

X>a E Ka : 


tim O 


X>4 g' (x) 


segue que 


a SO) 
O 


O teorema continua válido se todos os limites forem laterais à direita ou late- 


rais à esquerda. 





EXEMPLO 1 Calcule o limite, se existir: 


Solução Como lim Inx = —-coe lim (1/x) = +00, aplicamos a regra 


x-0* x = 0" 


de LºHôpital obtendo 


q | 








11.2.2 TEOREMA | 


Regra de L'Hôpital 
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Sejam feg funções diferenciáveis para todo x > N, onde N é uma constante 
positiva, e suponha que para todo x > N, g'(x) x 0. Então, se lim 109) = +00 


ou — o, e Jim, g(x) = + ou — co, € se 


O e 
ste g() 


segue que 


fo 


+» g(x) 





O teorema continua válido se x > + oo for substituído por x > — oo. 


Os Teoremas 11.2.1 e 11.2.2 também são válidos quando L é substituído por 
+ co ou — co, e as demonstrações desses casos também serão omitidas. 


EXEMPLO 2 Calcule o limite, se existir: 


 nQ2+e) 
lim — 
x> + 00 3x 


Solução Como lim In(2 + e) = +00 e lim 3x = +co, aplicando a 


regra de LºHôpital obtemos 





l 
X = er 
is In(2 +e) im 2+e 
x> +00 3x x> + 00 3 
In Es 
PNG 


Agora, como lim e* = +co e lim (6 + 3e”) = +co, aplicamos a regra 


X— + 00 Xx> too 


de L'Hôpital novamente, obtendo 


lim In(2 +e) ai 
x> + 00 3x x— + 00 Je” 
l 
= lim - 
Pra 


H 
Lad Ja 


EXEMPLO 3 Calcule o limite, se existir: 
sec? x 
lim —s— 
x>m/2- SEC” 3X 
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Solução lim sec?x = +coe lim sec? 3x = +00. Assim, da regra 


Xx>n/27 Xx—> 7/27 
de L'Hôpital segue que 
sec? x 2 sec? xtg x 


lim —s>— = lm >> 
x>m/2- SEC? 3x  x>m/2- 6 sec? 3x tg 3x 


lim 2sec?xtgx=+o e lim 6sec?3xtg 3x = +00 
x>a/27 x>n/27 
Observe que qualquer nova aplicação da regra de LºHôpital não irá nos aju-. 
dar. Todavia, o quociente original pode ser reescrito: 
sec? x cos? 3x 
lim a = im E 
x->m/2- SEC” 3X  x>n/2- COS" X 


Ágora, como lim cos”3x = 0e lim cos? x = 0, podemos aplicar a 


Xx— 1/27 X o n/27 


regra de L'Hôpital, obtendo 


o cos? 3x — 6 cos 3x sen 3x 
lim Ra tn ===>>> 5 
x>m/27 COS X  x>n/2- —2cosxsenx 
2 cos 3Ixsen 3x) 
= lim 


x>x/27 (2cos xsenx) 


3 sen 6x 
m (mae 
x>r/2- Sen 2X 


Como lim 3sen6x = 0€e lim sen 2x = 0, aplicamos novamente a 


Xx> n/27 X > n/27 
regra de L'Hôpital, obtendo 
3senbx | am 18 cos 6x 
ai sen 2x x>n/2- 2 COS 2X 
II) 
=) 
=9 
Logo, 
sec? x 


im —S—— 
x>m/2- SEC? 3x 


O limite do Exemplo 3 pode ser calculado sem a regra de LºHôópital, através 
do Teorema 2.8.2. Esse cálculo será deixado como exercício (veja o Exercício 38). 
Além de 0/0 e + 0o0/too, temos ainda as formas indeterminadas O -: (+ 0), 
+c0 — (+00), 0º, (+ c0) e 1*º, Essas formas são definidas da mesma manei- 
ra que as outras duas. Por exemplo, se o lim JO) = +o e lim g(x) = 0, então 


a função definida por f(x)* tem em aq uma forma indeterminada (+ c0)º. Pa- 
ra encontrarmos o limite de uma função tendo uma dessas formas indetermina- 
das, precisamos transformá-la numa das formas 0/0 ou t c0/+t.o, antes de apli- 
car a regra de L'Hôpital. Os exemplos a seguir ilustram o método. 





EXEMPLO 4 Calcule o limite, se existir: 


lim sen”! x cosec x 


x>50*+ 
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Solução Como lim sen-!x = 0e lim cosecx = +00, a função definida 


x =0*+  Xx50* 
por sen”! x cosec x tem uma forma indeterminada do tipo O - (+ 0) em 0. Pa- 
ra podermos aplicar a regra de L'Hôpital, reescrevemos sen”! x cosec x como 
sen! x/sen x e consideramos lim (sen! x/sen x). Agora lim sen! x = 0€e 


x > 0 x—>0*+ 


lim sen x = 0; temos assim a forma indeterminada 0/0. Logo, pela regra de 


x > 0* 


LºHôpital, obtemos 
1 


-1 2 
sen”! x- o l-—x 
m ———— lim ———— 


a 


x>0+ SEN X x>0+ COSX 


Pra jm | pomada 


EXEMPLO 5 Calcule o limite, se existir: 


lim 
x>0 4X? x? sec x 


Solução Como 
| | 
lim =+0 e lims—— = +00 


temos a forma indeterminada + co — (+ 0). Reescrevendo a expressão, temos 


l l . Ssecx—1 
lim E O SERES lim NE 
Ser NXO MSC +02 SEC X 
lim (secx — 1) = Oe lim (x? sec x) = 0; aplicamos então a regra de L'Hôpital 


X— (0) X— 0 
e obtemos 


. Secx—1 sec x tg x 
Im ——— = lim > 
es SEC X x>0 2X SECX + Xº Sec x tg x 


tg x 
= jim ———— — 
x>0 2X + x? tg x 


limtgx =0 e lmlx+ xºtgx) = 0 


x>0 x50 


Assim, aplicamos novamente a regra obtendo 

tg x | sec? x 

lim SR Ra lim SAS 
x—0 2X + Xº tg X «02 + 2xtgx+ x” secé x 


Logo, 
lim : = 
molx” xºsecx) 2 


Para qualquer uma das formas indeterminadas 0º, (+ c0)?, 1*º, o procedi- 
mento para calcular o limite está no Exemplo 6. 
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EXEMPLO 6 Calcule o limite, se existir: 


lim (e + 1)ces 


x-0* 


Solução Como lim (x + 1) = 1 e lim cotgx = +oo, temos a forma 


x > Ot x 0* 


indeterminada 1+º. Seja 


y se (x + 1cotg x (1) 
Então, 

In y = cotg x In(x + 1) 

E In(x + 1) 
tg x 

Assim, 

lim In y = lim Sn) (2) 

x > 0* x > 0*+ tg X 


Como lim In(x + 1) = 0e lim tg x = 0, podemos aplicar a regra de 


X — 0* x — 0* 


LºHôpital ao segundo membro de (2), obtendo 


| 
l l ] 
n(x + ia im a 
x>0* tg X x>0+ SEC” X 
= 1 
Logo, substituindo por 1 o segundo membro de (2) teremos 


lim Iny =1 (3) 


x > 0* 


Como a função exponencial é contínua em todo o seu domínio, que é o con- 
junto de todos os números reais, podemos aplicar o Teorema 2.7.1 e assim 


lim exp(ln y) = exp( lim In ») 
x>0* x=>0* 


Logo, segue de (3) e dessa igualdade que 


lim y = e! 
x>0* 

"Mas de (1), »y = (x + 1)vex*e, portanto, 
lim (x + 1)M = = .e 


x>0*+ 





EXERCÍCIOS 11.2 | 





Nos Exercícios de 1 a 34, calcule o limite, se existir. o In(l—2x)  L(Inx) 
3. lim —— — 4. lim —— 
L li ; In(cos x) x 1/20 tg ax x> +00 X 
RA e “xy Inftg x) S. lim x cosec x 6. lim (Qx—Dtg xx 


x>0* x 1/2* 


7. 


11. 


13. 


15. 
17. 
19. 


21. 


23. 
25. 
27. 
29. 


30. 


33. 


11.3 


; In x 
lim — 


x> + 00 Jx 


. lim tg x(In x) 


x>0* 


li l l 
m —— *— 
a Inx x—l 


tim XP 


x>0+ 


lim (x2—- x! —x?+2) 


x> + 00 





lim x!/* 
x> too 
lim (e + o) 


x—> + 0 


lim (1 + ax); a £0 


x>0 


lim (sen x)” 
x>0+ 

lim (1 + senh x)?* 
x>0 


lim [(cos x)Je*'/2 7" 
x>0 


lim [(xº + 3xº + 4)/6 — x] 
x + 00 
] x 
a PC a im 
x> + c0 X x>07+ 
lim 
x— + co 1+xº 
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| (1 - ep sex < | 
hi li 35. Se f(x) = , ache k de forma que 
8. lim tg x cotg x f(x) te Es que f 
] ] seja contínua em x = 0. 
10. tim +) (x + NOx sex x 0 
x—0+ (senx x 36. Se f(x) = E E , ache k de forma que 
se x = 
12. lim (senh x)! * f seja contínua em x = 0. 
x>0* 
1 x 
14. lim (x + "2d Vad 37. Se lim err) = 9, ache n. 
x>0 Xx— +00 ns, 
5 1 38. Calcule o limite no Exemplo 3 sem usar a regra de L"Hôpital, 
t6. lim (=) mas usando o Teorema 2.8.2 e as identidades 
o E cos(im - t) = sentesen(za — 1) = cost. 
j Esta Miro) 39. (a) Prove que lim (e-*2/x") = Q para todo n inteiro po- 
20. Bu x0tna sitivo. (b) Se f() = e- 1X, use o resultado de (a) para pro- 
EC) var que os limites de f, e todas as suas derivadas, são O para 
22. lim E x tendendo a 0. 
x++0o € Fo x 
: EV: 40. Suponha que f(x) = | et J9tº + Idte g(0) = x7e%*. 
24. lim (14 — ; 
dm ( a) Se lim. E = 1, ache n. 
26. lim (x — 2) tg dx 900) 


X 


34. lim (x— x2+5) 


x + 00 


x>2 


. lim (cos x)!'* 


x>0 


= 1/x 





INTEGRAIS IMPRÓPRIAS 


COM EXTREMOS DE INTEGRAÇÃO 
INFINITOS 





FIGURA 1 


Nos Exercícios 41 e 42, faça um esboço do gráfico de f, determi- 
nando primeiro os extremos relativos de f e as assintotas hori- 
zontais do gráfico, se existirem. 


41. fl)=x!*,x>0 


43. Determine cada um dos seguintes limites: 


42. fO)=x*x>0 


lim x 


x>0+ 


32. 
1 X 
(a) lim (sen x)ºs** (b) lim (sen Em . Seria 0*º uma 
x > 0+ x> +00 X 


forma indeterminada? 


Ao definirmos a integral definida E f(x) dx, supusemos que a função f deveria 


ser definida e contínua no intervalo fechado (a, b]). Vamos estender agora a de- 
finição de integral definida para poder considerar um intervalo de integração 
infinito e chamar tal integral de integral imprópria. Na Secção 11.4 discutire- 
mos um outro tipo de integral imprópria. 


b ILUSTRAÇÃO 1 Consideremos o problema de encontrar a área da região li- 
mitada pela curva y = e-*, pelo eixo x, pelo eixo y e pela reta x = b; onde 
b > 0. A região está na Figura 1. Se 4 unidades de área for a área da região, 


lim S e8Ax 


HAJ]>0 i=1 
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Se deixarmos b crescer sem limitação, então 


b 
lim eT* dx= lim (1l—- e”? 
b>+ 0 j o 


b 
lim eT*dx=1 (1) 
b> + co J 


De (1) segue que, não importando quão grande seja o valor de b, a área da | 
região mostrada na Figura 1 será sempre menor do que 1 unidade de área. 
4 
À equação (1) estabelece que se b > 0, para todo e > O existe um N > 0 
tal que 


se b>N então 





ho e * dx A < € 


Em lugar de (1) escrevemos 


Em geral, temos a definição a seguir. 


11.3.1 DEFINIÇÃO | Se f for contínua para todo x > a, então | 
[109 dx = lim E fG9) dx 





se esse limite existir. 


Se o extremo inferior da integração for infinito, temos a definição a seguir. 





> b, então 


(osoo dx = dim. | f(x) dx 


11.3.2 DEFINIÇÃO | Se f for contínua para todo x 






se esse limite existir. 







Finalmente, temos o caso em que ambos os extremos de integração são in- 
finitos. 





Se f for contínua para todos os valores de x e c for um número real qualquer, 


então | 


| SO) dx = tim, | f09 dx + tim : fQ9 dx (2) 


11.3.3 DEFINIÇÃO 






se esses limites existirem. 


No Exercício 40 você deverá provar que se o limite existir, o segundo mem- 
bro de (2) será independente da escolha de c. Nas aplicações da Definição 11.3.3 
costumamos tomar c igual a 0. 

Nas três definições anteriores, se os limites existirem, diremos que a integral im- 
própria é convergente. Se os limites não existirem, diremos que a integral im- 
própria é divergente. 
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EXEMPLO 1 Calcule a integral, se ela convergir: 


| dx 
-o (4 — x)? 


Solução 


L dx lim 2 dx 


sa  quoaly (4) 











=1-0 
= 
e 
EXEMPLO 2 Calcule a integral, se ela convergir: 
fo “ xeT* dx 
0 
Solução 
pe xe *dx= lim ho xe * dx 
0 b> + 40 


Para calcular a integral, usaremos integração por partes comu = x, dv = e* dx, 


du = dxev = —e-*. Assim, a 


b 
0 


ho xe *dx = hm [—xe”* — e-*] 


0 b> + o 


= lim (-be"" - e! +41) 


b> + 00 


= — lim aos (3) 


b> + é 


—, + OQ 


Para calcular Jim = aplicamos a regra de L'Hôpital pois Riu b=+0€ 
—+ + 00 


lim e” = +00. Teremos 


b>+co 
1 
lim + = lim Es 
b> + € b> + € 


Logo, de (3), 


1" xetda=1 


O) 
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EXEMPLO 3 Calcule, se existirem: 
+ oo E r 
(a) [os x dx (b) lim [E x dx 


r> +00 
Solução 
(a) Da Definição 11.3.3, com c = 0, temos 


[io xd = lim | xdx + lim fo xdx 


a — co b> + co 
0 | b 
= lim [| + lim [é | 
a — 00 o b— + co 0 


= lim (—49)+ lim 3? 


a — co b— + co 
Como nenhum dos dois limites existe, a integral imprópria diverge. 
(b) lim j "“ xdx= lim [bx?| 
r+ocoo q r- + 00 Er 


= lim (gr? — 1y2) 
r> + 00 


= lim O 
p= + 00 


= 0 


O Exemplo 3 ilustra por que não usamos o limite em (b) para determinar a 
convergência de uma integral imprópria quando ambos os extremos de integra- 
ção são infinitos. Isto é, a integral imprópria em (a) é divergente, mas o limite 
em (b) existe e é 0. 


EXEMPLO 4 Calcule a integral, se ela convergir: 
Rê dx 
“o Xº + 6x + 12 
Solução 
[ear = lim imo + lim lis 
0X +6xX+HI oco XHILAHI paso dolx+32+3 
= lim [ te E] + lim quo] 
si qo de dental” qu 
= lim (3 81 5 - ta + tm, e TR 5) 


QE 1,b+3 
bm |[-tg!l-——— | + lim tg! —— 
5 L39>—o 43 b> +00 No 











ES 
! 
] 

8 


FIGURA 
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EXEMPLO 5 É possível indicar um número para representar a medida da área 
da região à direita da reta x = 1, abaixo do gráfico de y = 1/x, e acima do eixo x? 


Solução A região está na Figura 2. Seja L o número que queremos atribuir 
à medida da área, se for possível. Seja 4 a medida da área da região limitada 
pelos gráficos das equações y = 1/x,y = 0,x = lex = b, onde b > 1. Então 


E | 
A = lim — 


A||>0 St 6; 


b 
l 
- | Eds 
1 


Assim, chamamos de L = Lim A se esse limite existir. Mas 
> +00 


A;x 


| | 
lim A= lim | — dx 


b> + 00 b>+o Ji X 
= lim [lnb In 1] 
b> + o 
= + 00 


Portanto, não é possível atribuir um número à medida da área da região. 





EXEMPLO 6 É possível atribuir um número finito à medida do volume do 
sólido formado pela rotação em torno do eixo x, da região do Exemplo 5? 


Solução O elemento de volume é um disco circular com espessura A;x e 
raio da base 1/é;. Seja L o número que queremos atribuir à medida do volu- 
me e seja V a medida do volume do sólido formado pela rotação, em torno 
do eixo x, da região limitada pelos gráficos das equações y = 1/x, y = 0, 
x = lex =b, onde b > 1. Então, 


n 2 
V= limas (5) A;x 
ap>0:51 Né; 


Ea 
=| ads 


Seja L = p im V, se o limite existir. 


»-dx 
4 


lim V= lim | 
| X 


b> + b> + 00 


] b 
=7 lim ES 
b> + 00 X 1 
lim di 
=m7 mu E 
b> + 0 b 


Logo, atribuimos o valor 7x à medida do volume do sólido. 
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EXEMPLO 7 Determine se [o sen x dx é convergente ou divergente. 
Solução 


+ oo . b 
|, sen x dx = lim sen x dx 
0 b- + c0 0 


H 


E b 
lim | —cos x| 
b> + oo 0 


lim (—cos b+ 1) 


b—> + co 


Para todo inteiro n, enquanto b assume todos os valores de nx a 2n7, cos b 
assume todos os valores desde — 1 até 1. Logo, im cos b não existe. Assim 


+ co 


sendo, a integral imprópria é divergente. 





O Exemplo 7 ilustra o caso no qual a integral imprópria é divergente, porém 
o limite não é infinito. 

Uma aplicação de integral imprópria com um extremo de integração infinito 
envolve o cálculo de probabilidades. A probabilidade de um evento particular 
ocorrer é um número no intervalo fechado [0, 1]. Se houver certeza de que um 
evento ocorrerá, então a probabilidade será 1; se o evento não ocorrer nunca, 
então sua probabilidade será 0. Quanto mais certeza tivermos de que um even- 
to irá ocorrer, mais próxima de 1 será sua probabilidade. 

Suponha que o conjunto de todos os resultados possíveis de uma determina- 
da situação seja o conjunto de todos os números x num certo intervalo 7. Por 
exemplo, x pode representar quantos minutos alguém espera até vagar um lu- 
gar em um determinado restaurante; quantas horas de vida útil tem um tubo de 
televisor ou a altura de uma pessoa em centímetros. É necessário, algumas ve- 
zes, determinar qual a probabilidade de x estar em algum subintervalo de 7. Por 
exemplo, podemos querer determinar qual a probabilidade de que uma pessoa 
tenha de esperar de 20 a 30 min por uma mesa em um restaurante, ou a proba- 
bilidade de que um tubo de televisor dure mais de 2.000 h, ou ainda, a probabi- 
lidade de que alguém escolhido ao acaso tenha entre 1,60 e 1,80 cm de altura. 
Tais problemas envolvem o cálculo da integral de uma função chamada de fun- 
ção densidade de probabilidade. As funções densidade de probabilidade são ob- 
tidas de experiências estatísticas. Vamos apresentar uma breve discussão infor- . 
mal dessas funções aqui, para mostrar como aparecem as integrais impróprias. 

Uma função densidade de probabilidade é uma função f cujo domínio é o. 
conjunto R de números reais e que satisfazem as duas condições seguintes: 


1. f(x) > O para todo x em R 
» [ CCrt)dx=1 
Vamos considerar aqui a função densidade exponencial definida por 


— kx 
ke sex z Ô (4) 


seo to sex<0 


onde k > 0. Para verificar se essa função qualifica-se como uma função densi- 
dade de probabilidade, vejamos se ela satisfaz as duas propriedades acima re- 


“feridas. 





FIGURA 3 
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1. Sex<0, fb)=0; sex>0, f(x)= ke **,e como k>0, ke * > 0. 
2. e fo)dx= |" fo)dx+ ho flo) dx 


= [2 0dx+ [5º ke-tzdx 


= 0+ lim -f et —k à | 


b> +00 


lim - et 


b-> + 00 0 


| 


lim (-e +41) 


b—> + 00 
= 1 


Se f for uma função densidade de probabilidade de ocorrência de determina- 
do evento, então a probabilidade de que o evento irá ocorrer no intervalo fe- 
chado [a, b] será denotada por P([a, b]) e 


P([a, b) = |; f09 dx 


A Figura 3 mostra um esboço do gráfico da função densidade exponencial. 
Como [o ke-** dx = 1, a medida da área da região limitada por y = ke-*, 


pelo eixo x e pelo eixo y é 1. A medida da área da região sombreada na figura 
é P(la, b). 


EXEMPLO 8 Para determinado tipo de bateria elétrica, a função densidade 
de probabilidade de que x horas seja o tempo de vida útil de uma bateria esco- 
lhida ao acaso é dada por ' 


de 6º sex >0 


neo = j sex <0 6) 


Ache a probabilidade de que uma bateria escolhida ao acaso tenha um tempo 
de vida (a) entre 15 e 25 h e (b) pelo menos 50 h. 


Solução A função definida por (5) é da forma de (4) com k = &. (a) A 
probabilidade de que o tempo de vida de uma bateria escolhida ao acaso esteja 
entre 15 e 25 h é P([15, 25)), e (b) a probabilidade de que o tempo de vida seja 
pelo menos 50 h é P([50, + c0]). 


(a) P([15, 25]) = e ge” */90 dx 


25 
eu — x/60 1 
= Jos e HEX godx) 
pato: 

15 
-25/60 | q 15/60 


= —e 
—e 
= — 0,659 + 0,779 
0,120 


| 


— 0,417 EE e 9250 
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(b) P([50, +00) = lim e doe H1S0 dx 
b> + 0 


EXERCÍCIOS 11.3 


Nos Exercícios de 1 a 18, determine se a integral imprópria é con- 
vergente ou divergente. Se for convergente, calcule-a. 


1. 
3. 


5. 


É 


9. 


11. 


14. 


17. 


19. 


20. 


21. 


22. 


23. 














+ co saço l E" 
Ih e * dx 2. [oe dx 
ds x5"* dx 4. RGE a dx 
+ 0 
1 ri 6. | di 
5 x—1 
[5 x cosh x dx 8. . x2e* dx 
CS Sedã s to 3x dx 
s /9—-x?  Tza AB DS 
+ co 3d + co d as 
it 12. é 13. [Derbidr 
43 Xº+9 e xInx — 0 
+o . +. 
+o a dx o AX 
xe *“ d 15. 16. —— 
E á | mo [e 16 + x? 


+ oq — 
Iê In x dx e * cos x dx 


Calcule, se existir: 
+ co ' r 
(a) [s sen x dx (b) Ea [ sen x dx 


b 
Prove que se | f0Q) dx for convergente, então 
— qo 


+ co 

| ) S(— x)dx também será convergente e terá o mesmo 

valor. 

Mostre que a integral imprópria a x(1 + x)? dx é con- 

. — 00 

vergente e a integral imprópria a xX1 + x)! dx é 
— 00 

divergente. 

Prove que a integral imprópria a Ea será convergente 
x 


se e somente sen > 1. 

Determine se é possível atribuir um número finito para re- 
presentar a área da região limitada pela curva cuja equação 
éy = 1/(e* + e” e pelo eixo x. Caso seja possível, deter- 


“mine-o. 


24. 


Determine se é possível atribuir um número finito para re- 
presentar a medida da área da região limitada pela curva cu- 


lim Eid 


b> + 


50 


lim (=0" 00 4..6 50/60) 
b> + 00 


=0+€79:833 
= 0,435 


25. 


26. 


27, 


28. 


29. 


30. 


ja equação é y = 1/(x? — 1), pelo eixo x e pela reta x = 2. 
Caso seja possível, determine-o. 

Determine se é possível atribuir um número finito para re- 
presentar a medida do volume do sólido formado pela rota- 
ção, em torno do eixo x, da região à direita da reta x = 1 
e limitada pela curva cuja equação é y = 1/x*2 e pelo eixo 
x. Caso seja possível, determine-o. 

Determine se é possível atribuir um número finito para re- 
presentar a medida do volume do sólido formado pela rota- 
ção, em torno do eixo x, da região limitada pelo eixo x, pelo 
eixo y e pela curva cuja equação é y = e” 2*. Caso seja pos- 
sível, determine-o. 

Para a bateria do Exemplo 8, ache a probabilidade de que 
uma bateria escolhida ao acaso tenha um tempo de vida de 
(a) não mais do que 50 h e (b) pelo menos 75 h. 

Para um certo tipo de lâmpada, a função densidade de pro- 
babilidade de que x horas seja o tempo de vida útil de seu 
bulbo, escolhido ao acaso, é dada por 


de 0 sex >0 


seo = fi sex <0 


Ache a probabilidade de que o tempo de vida útil de um bul- 
bo escolhido ao acaso: (a) esteja entre 40 e 60 h, e (b) seja 
de pelo menos 60 h. 

Em uma certa cidade, a função densidade de probabilidade 
de que x min seja a duração de uma chamada telefônica es- 
colhida ao acaso, é dada por 


de *3 sex >0 


Ô sex < 0 


rod =| 


Ache a probabilidade de que uma chamada telefônica esco- 
lhida ao acaso dure: (a) entre 1 min e 2 min e (b) pelo me- 
nos 5 min. 
Para um determinado aparelho, a função densidade de pro- 
babilidade de que ele irá precisar de manutenção x meses após 
sua compra é dada por 
— 0,02x 
fo) = E sex >0 
sex <0 | 
Se o aparelho tiver um ano de garantia, qual será a probabi- 
lidade de que um comprador escolhido ao acaso não precise 
consertar seu aparelho durante o prazo de garantia? 
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31. Se f for uma função densidade de probabilidade, então 
a média (ou valor médio) das probabilidades será dada por 


so xf(o) dx. Ache a média das probabilidades obti- 


das da função de densidade exponencial (4). 
32. Uma função densidade de probabilidade uniforme é defini- 
da por 





O SEX <C 
f(x) = F sec<xx<d 
0 sed < x 


Mostre que essa função satisfaz as condições necessárias para 
que possamos classificá-la como uma função densidade de 
probabilidade. 


Os Exercícios de 33 a 36 mostram aplicações de integrais impró- 
prias no campo da Economia. Suponha que exista um fluxo con- 
tínuo de rendimento para o qual os juros sejam compostos con- 
tinuamente a uma taxa anual 100i% e seja f(t) o rendimento em 
tanos. Se o rendimento continuar indefinidamente, o valor atual 
V, de toda a renda futura, será definido por 


ses ho fít)e” dt 


33. Um fluxo continuo de renda decresce com o tempo e em í 
anos o rendimento é 1.000 - 27*. Ache o valor atual dessa 
renda, se for usada permanentemente, uma taxa anual de ju- 
ros de 8%, compostos continuamente. 

34. Suponha que o dono de um imóvel comercial receba um alu- 
guel permanente pela propriedade, pago indefinidamente. Se 
o aluguel anual for de $ 12.000 e o dinheiro render 10% ao 
ano, compostos continuamente, ache o valor atual de todos 
os pagamentos futuros. 
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35. O bônus do Governo Britânico é uma apólice que rende ao 
portador apenas um pagamento anual. Sendo R o valor atual 
de um fluxo de pagamentos anuais e usando a taxa de juros 
correntes anuais de 100%, compostos continuamente, mos- 
tre que um preço satisfatório para a venda de um desses bô- 
nus é R/i. 


36. O fluxo contínuo de lucros de uma empresa é crescente no 


tempo e em t anos o montante do lucro é proporcional a f. 
Mostre que o valor atual da empresa é inversamente propor- 
cional a i2, onde 100% é a taxa de juros compostos conti- 
nuamente. 


37. Determine os valores de n para os quais a seguinte integral 
+ co dx 
imprópria é convergente: E ERR 


38. Determine um valor de n para o qual a integral imprópria 


—— — o 1 )dx é convergente e calcule 
| x + 1 2xº + n 
a integral para esse valor de n. 


39. Determine um valor de n para o qual a integral imprópria 


E na ei — Ja é convergente e calcule a 
! XxX +11 3x + 1 8 


integral para esse valor de n. 
40. Suponha que f seja contínua para todos os valores de x. Prove 


que se 
lim fife)dx=L e lim fi fo)de=M 
a>— 0 44 b> + É 


então, sendo d um número real qualquer, 


lim fi SO) dx + lim fi fo) de=L+ M 


a>— 0 b> + 0 


Sugestão: k f(x) dx = Ih f(x) dx + fl f(x) dx 
fa 109 dx = fá SC dx + ies dx 








11.4 OUTRAS INTEGRAIS 
IMPRÓPRIAS 


A Figura 1 mostra a região limitada pela curva cuja equação é» = 1/v'x, pelo 
eixo x, pelo eixo y e pela reta x = 4. Se for possível ter um número que repre- 


sente a medida da área dessa região, ele será obtido por 


lim 


7 


x> 0+ 





FIGURA 1 


A | 
RR 
jiall=+0 2 de O 


Se esse limite existir, ele será a integral definida denotada por 


(1) 


Entretanto, o integrando é descontínuo no extremo inferior zero. Além disso, 
lim 1//X = +00, assim dizemos que o integrando tem uma descontinuidade 


infinita no extremo inferior. Essa integral é imprópria e sua existência pode ser 
determinada através da definição dada a seguir. 
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11.4.1 DEFINIÇÃO 


11.4.2 DEFINIÇÃO 


11.4.3 DEFINIÇÃO 
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Se f for contínua para todo x no intervalo semi-aberto à esquerda (a, b], e se 
lim f(x) = too, então 


x>0* 


|; fe) dx = lim N SC) dx 


t.s0 


se esse limite existir. 





Db ILUSTRAÇÃO 1 Vamos determinar se é possível representar por um número 
a medida da área da região mostrada na Figura 1. Da discussão que precedeu 
a Definição 11.4.1, a medida da área da região dada será uma integral impró- 
pria (1), se ela existir. Pela Definição 11.4.1, 


5 + dx 
—= = lim 


0 x 1>0* Je dx 


, 4 
= lim aid] 


1>0*+ 
= lim (4- 2,4) 
t+ 0* 
=4-0 
= 4 
Logo, 4 será a medida da área da região dada. 4 


Se o integrando tiver uma descontinuidade infinita no extremo superior da 
integração, usaremos a seguinte definição para determinar a existência da inte- 
gral imprópria. 


Se f for contínua em todos os x no intervalo semi-aberto à direita [a, b) e se 
lim f(x) = to, então 


x > Db” 


E fG) dx = lim [ f(09) dx 


t>bT 





se esse limite existir. 





Se existir uma descontinuidade infinita num ponto interior ao intervalo de 
Integração, a existência da integral imprópria será determinada a partir da defi- 
nição a seguir. 


Se f for contínua em todos os valores de x no intervalo [a, b] exceto c, onde 
a<c<beselim |f(x)| = +00, então 
XxX € 


y f09 dx = lim E ft) dx + lim E ft) dx 


Soct 


se esses limites existirem. 





b . . F . F “ e 
Se | f(x) dx for uma integral imprópria, ela será convergente se o limite cor- 
[24 
respondente existir; caso contrário ela será divergente. 
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EXEMPLO 1 Calcule a integral, se ela for convergente: 


2 dx 
o (x — 1) 


Solução O integrando tem uma descontinuidade infinita em 1. Aplicando 
a Definição 11.4.3, temos 





ho aa ma Ec a Ne 


iê E lim | — 
> 17 m | É a |, sa 1 x | 
l l 
———— —1l+4 lim AE 
t=>1- t—1 s>1+ l 


Como nenhum desses limites existe, a integral imprópria é divergente. 








| 
3 


| 
3 





> ILUSTRAÇÃO 2 Suponha que, ao calcular a integral do Exemplo 1, passou 
despercebida a descontinuidade infinita do integrando em 1. Teríamos obtido 


0 1 | 
x-llh 1-1 


e, 


Esse resultado é, obviamente, incorreto. Como 1/(x — 1)? nunca é negativo, 
a integral de O a 2 não poderia ser um número negativo. Es « 








EXEMPLO 2 Calcule a integral, se ela for convergente: a 


h x In x dx 


Solução O integrando tem uma descontinuidade no extremo inferior. Da 
Definição 11.4.1, 


ho x In x dx = lim “xIn x dx 


t>0+ 
= lim |ix? In x — ix? 
lim [3x | 
= Jim [5lnl—- 4-2 Int+ àt?] 
1>0* 
Logo, 
loxinxdx=0-E Slim 2Int+0 (2) 


1>0+ 
Para calcular 


In t 
tim t?Int = lim ao 


1>0*+ 1>0+ 


t? 
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aplicamos a regra de L'Hôpital, pois lim Int = —-c e lim 1/1? = +oo. 
t>0* 1>0+ 


Temos 


Logo, de (2) 
E un: 
h xInxdx = —4 





EXEMPLO 3 Calcule a integral, se ela for convergente: 
+ 00 dx 
E PICA 4] 
Solução Nessa integral, temos tanto um extremo superior infinito quanto 


uma descontinuidade infinita do integrando no extremo inferior. Procedemos 
da seguinte maneira: 
; dx 
+ lim 


ga dx E dx 
o XIX =] dim, | x/x2?— 1º b>+0 J2 xx? — 1 


—————— = lim 
2 º b 
lim [sec x| + lim | sec : x), 


>1+ b> +00 


I 


lim (secT!2 — secT!t)+ lim (sec! b— sec”! 2) 
p= b> + co 


in — lim sec”!t+ lim sec!b— 3a 
> 1+ b> + co 


—0 +37 


i 


| 


A integral do Exemplo 3 é chamada de integral imprópria de tipo misto. 


EXERCÍCIOS 11.4 





Nos Exercícios de 1 a 25, determine se a integral imprópria é con- 2 o O do o dy D 2 dx 
vergente ou divergente. Se for convergente, calcule-a. 9, Jo tg é à dd o 1-—-seny o dates po 
1 d ts "a Ss dx ER, ax “fto 
1. | E A | ce 3. E 13. | o —— 4. | ——— 15. ho In x dx 
o Vl —x o X -s x? — 9 o Xº— 2x — 3 2 xvVx!-—4 


x dx 


* dt Lodz 2. dx á dw 1 dx 

al ZE si-L el wl-d= m|-a sm) S 

o (16 — x? 2 VI6—t? -a(2+3) 0 2x — xº -2(w+1) -1X 

E 0 + 00 2 d +00 »— VX 2 d 

7. fi sec O do 8 | pedia o | ca 9. | - 2. | —— dx a. | - 
sa a “us a 


112 Zn À a 





11.5 A Fórmula de Taylor 


dx A d 


2 
23. — —+——— 24. 
| ATO A | 0 





x 
x/4 — x? 





=p 1 
(b) lim [| do Ed] 
r>0+ -—1 X r X 


Nos Exercícios de 27 a 29, ache os valores de n para os quais 
a integral imprópria converge e para esses valores calcule a in- 
tegral. 


| Ro * dx 
26. Calcule, se existir: a | ER 
-1 
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30. Mostre que é possível representar por um número a me- 


31. 


32. 


dida da área da região limitada pela curva cuja equação é 
» = 1/x/x, pela reta x = 1 e pelos eixos x e y; mas que não 
é possível representar por um número finito o volume do só- 
lido obtido pela rotação da região em torno do eixo x. 
Determine se é possível representar por um número a medi- 
da do volume do sólido formado pela rotação, em torno 
do eixo x, da região limitada pela curva cuja equação é 
y = x7!2, pela reta x = 8 e pelos eixos x e ). 

b dx 

a (X— a 
determine se a integral é convergente ou divergente em cada 
um dos casos: (4) 0 < n< I;(bn=l;(ce)jn>l.Sea 
integral for convergente, calcule-a. 


Dada a integral imprópria | onde b > a, 


33. Use integração para provar que a circunferência do círculo 


a Pis 
27. ho x" dx x + y? = q? é 2na. 


28. lo *Inxdx 29. ho x" In? x dx 


11.6 AFÓRMULA DE TAYLOR Os valores de uma função polinomial podem ser encontrados através de um nú- 
mero finito de adições e multiplicações. Por outro lado, existem outras fun- 
ções, tais como a logarítmica, a exponencial e as funções trigonométricas, que 
não podem ser calculadas tão facilmente. Vamos mostrar nesta secção que muitas 
funções podem ser aproximadas por polinômios e que os polinômios, em vez . 
da função original, podem ser usados para cálculos, quando a diferença entre 
o valor da função em um ponto e o da aproximação polinomial for suficiente- 
mente pequena. 

Existem vários métodos para aproximar uma função dada por polinômios. 
Um dos mais usados é o que envolve a fórmula de Taylor, assim chamada em: 
homenagem ao matemático inglês Brook Taylor (1685-1731). O teorema a se- 
guir, que pode ser considerado como uma generalização do teorema do valor 
médio (4.3.2), estabelece a fórmula de Taylor. 


Seja fuma função tal que fe suas n primeiras derivadas são contínuas no inter- | 
valo fechado [a, b]. Além disso, f” + DM(x) existe para todo x no intervalo aber- | 
to (a, b). Então, existe um número é no intervalo aberto (a, b) tal que 


11.5.1 TEOREMA 


soy=f+ O p+ O (pay... 


LD o PEEO o a 
pe o E E DI E! (b— a)" +! 


(1) 


A fórmula (1) também é válida se b < a; neste caso, [a, b] é substituído por | 
[b, aje (a, b) por (D, a). 





Note que sen = O, (1) torna-se 


Hb) = fla) + f(Cb — a) 


onde é está entre a e b. Esse resultado é o teorema do valor médio. 
Adiaremos a prova do Teorema 11.5.1, que será dada ainda nesta secção. 
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Se em (1) b for substituído por x, obteremos a fórmula de Taylor. Ela é 


1)=f(a) + SD LO qr ops 








ops ope (2) 


LO 
nt (n + 1)! 







onde é está entre a e x. 

A condição sob a qual (2) é válida é que fe suas n primeiras derivadas devem 
ser contínuas num intervalo fechado contendo ae x, ea(n + 1)-ésima derivada 
de f deve existir em todos os pontos do intervalo aberto correspondente. A fór- 
mula (2) pode ser escrita 


SO) = Px) + Rx) 6) 


onde 


Po = fa) + e aj O q. a+.. pf AO (ap | (4) 


R God (O) (x — ar ea onde é está entre ae x 


(n +! | 6) 





P,(x) é chamado polinômio de Taylor de enésimo grau da função f no núme- 
ro a e R,(x) é chamado de resto. O termo R,(x), conforme dado em (5), é cha- 
mado de resto na forma de Lagrange, em homenagem ao matemático francês 
Joseph L. Lagrange (1736-1813). 

O caso especial da fórmula de Taylor, obtida tomando a = O em (2) é 


soros LO LO ar LO SO, 





21. e Ee n! “q + Dt é 


onde é está entre O e x. Essa fórmula é chamada de fórmula de Maclaurin em 
homenagem ao matemático escocês Colin Maclaurin (1698-1746). Entretanto, 
a fórmula foi obtida antes por Taylor e por outro matemático britânico, James 
Stirling (1692-1770). O polinômio de Maclaurin de enésimo grau para uma fun- 
ção f, obtida de (4) com q = 0, é 


LO LO o, LO, (é) 


X+ 3 er n! 


PL) = 0) + —=—+— 





Podemos aproximar uma função através de um polinômio de Taylor em um 
número a ou por um polinômio de Maclaurin. 


D ILUSTRAÇÃO 1 Vamos calcular o polinômio de Maclaurin do enésimo grau 
para a função exponencial natural. Se f(x) = e*, todas as derivadas de f em 
x são e* e as derivadas em O são iguais a 1. Logo, de (6) 


x? 3 x" 


P)=142+5 ++. ad (7) 





FIGURA 1 





FIGURA 2 


Tabela 1 








0 1,4918 1 0,4918 
l 1,4918 1,4 0,0918 
2 1,4918 1,48 0,0118 
3 1,4918 1,4907 
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Assim, os quatro primeiros polinômios de Maclaurin da função exponencial na- 
tural são 


Polx) = 1 

Pilx)=1+x 
Po)=1+x+ 5x 
Pb)=1+x+ dx? + dx 


Nas Figuras de 1 a 4 o gráfico de f(x) = e* aparece junto com os gráficos 
de P(x), P(x), Px) e P;(x), respectivamente. Na Figura 5 os gráficos dos qua- 
tro polinômios de Maclaurin e o gráfico de f(x) = e* estão no mesmo sistema 
de coordenadas. Observe como os polinômios aproximam e* para valores de 
x próximos de zero e note que à medida que n cresce, a aproximação melhora. 
As Tabelas 1 e 2 dão valores de e*, P (x) (quando né 0,1,2e3)ee” — Px) 
para x = 0,4ex = 0,2, respectivamente. A partir desses dois valores de x pode- 
mos imaginar que quanto mais próximos de zero estiverem os valores de x, me- 
lhor será a aproximação para um dado P,(x). 4 





FIGURA 3 


FIGURA 4 





FIGURA 5 
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b ILUSTRAÇÃO2 Vamos determinar agora o polinômio de Maclaurin de ené- 
simo grau para a função seno. Se f(x) = sen x, então 


f(x) = cos x f"O)=-senx f“(x)=-—cosx 
fx) =senx SfV)=cosx  feMx)=-senx 
e assim por diante. Assim f(0) = 
J0)=1 f(O)=0 LAO)=-1 1 40)=0 SLAO)=1 


e assim por diante. De (6), 


x? x x! xeno1 
EE isentos E” ga Lene NE o e PR 
Px) = x ET ar ST E quer (=) Qr= 1) 
Então P;(x) = 
Px) = x Palxj="* 
xe à di 
o a ap 
KR RE à x 
P = x— episode 
s(x) X 6 E 120 Poa) = NX + 120 
É O x? e AP Edi 
Px)=x—-—>+—[—— P)=x-D += — ——"— 
t=*=gt5o so PU" +75 To 


e assim por diante. 
A Figura 6 mostra o gráfico da função seno, bem como os gráficos de seus 


polinômios de Maclaurin de graus 1, 3, S e 7. Note que as aproximações polino- 
miais são melhores à medida que n cresce. 4 





FIGURA 6 





EXEMPLO 1 Ache o polinômio de Taylor de terceiro grau da função co-seno 
em 2 e o resto na forma de Lagrange. 
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Solução Seja f(x) = cos x. Então de (4), 


rasos (a ef) (6-5) ee(= 


Como f(x)=cosx, f(4m)= 1/2: f(x)=-senx, f(m)= ed: 
fg) = —cos x, f'(&n) = —32; 1"() = senx, f(gm) = 12. Logo, 


Po) = 1/2 —1/Ux — dm) — Ux — dm)? + 2x — dm? 


Como f(x) = cos x, de (5) obtemos 








Rx) = =(cos Ex — 47) . onde É está entre In ex 

Como |cos É| < 1, podemos concluir que para todo x, |R;(X)| < (x — 57). 
De (3), 
IRA] = | f00) — Pa) (8) 


Se P,(x) for usado para aproximar f(x), diremos que temos uma limitação su- 
perior para o erro dessa aproximação, se pudermos achar um número E > O 
tal que |R,(0)| < E ou, de (8), tal que |f(x) — P,(x)|< E ou, analogamente, 


Plx)- E<fO)<Pl)+E 





EXEMPLO 2 Use o resultado do Exemplo 1 para calcular um valor aproxi- 
mado de cos 47º e determine a precisão do resultado. 


Solução 47º — Sm rad. Assim, na solução do Exemplo 1, seja x = “57X 
ex-n=WTAe 


cos 47º = 3/2[1 — sam — dgon)? + Hloon)?] + Rolibon) 
onde 

Ralin) = 3; cos Elsbyn)* com in<é<n 
Como O < cos é < 1, | | 

O < Rs(igon) < silggr)* < 0,00000007 
Sendo sx = 0,0349066, obtemos 

cos 47º = 0,681998 


que é exato até a sexta casa decimal. 


EXEMPLO 3 Use um polinômio de Maclaurin para encontrar um valor de «/e, 
exato até a quarta casa decimal. 


Solução Se f(x) = e*, então de (7), o polinômio de Maclaurin do enési- 
mo grau de f(x) será 


2 3 x 


» RR é 
Plbb=ltstotatoeta 


n 
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e de (5), 





E 
RÁx) = á id onde é está entre O e x 
E (n + D! 


Queremos |R,(5)| menor do que 0,00005. Na fórmula acima, seja x = +, e 
como e!? < 2, temos 

elt2 < 2 o 1 
AND PHANAD 2(n+ 1)! 


|R,(5)| será menor do que 0,00005 se 1/2"(n + 1)! < 0,00005. Quando n = 5, 


RAD] < 


| 1 
2"(n + D! (32720) 
= 0,00004 


Como 0,00004 < 0,00005, tomamos P;(4) como a aproximação de € exata 
até a quarta casa decimal. Como 


PlO)=1+5+g+2g + ada + são 
obtemos e = 1,6487. 





Agora provaremos o Teorema 11.5.1. Há várias provas conhecidas desse teo- 
rema, embora nenhuma delas seja bem argumentada. A demonstração a seguir 
faz uso do teorema do valor médio de Cauchy (11.1.3). 


Prova do Teorema 11.5.1 Sejam Fe G duas funções definidas por 


ex aa! 





fo) 2 Re) a 2 0) E 
FO) = Hb) — fo) — PO)(b — x) — 2 (b—x) a E) Ta dA 
e 
o (b ne. ra 
G(x) “Ano (10) 


Segue que F(b) = 0 e G(b) = 0. Derivando (9), obtemos 
25" O)b — x) 
To 


FEM =P IPOD 1 — 
E 


(n— D$fºPo)b — x"? fOb — xy 
E (n— 1! “Tn 


nf PEN =! fe DE — xy 


n! n! 


FO) = —S6) + S'69) — fO)b — x) 


Combinando os termos, vemos que a soma dos termos de ordem ímpar com 
os termos seguintes de ordem par é zero; assim sendo, resta somente o último 
termo. Logo 


(n+1) 
ry= Lo (11) 
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Derivando (10), obtemos 


l 
G()=—— (>> (12) 


Testanto as hipóteses do Teorema 11.1.3, vemos que 


(i) Fe G são contínuas em [a, b); 
(ii) Fe G são deriváveis em (a, D); 
(iii) para todo x em (a, b), G'(X) = 0. 


Assim, pelo Teorema 11.1.3, 
F(b) — F(a) ” Fe) 
G(b) — G(a) G(C) 
onde é está em (a, b). Mas F(b) = 0 e G(b) = 0. Então, 
F'(6) o 
co 49 | (13) 


para algum é em (a, D). 
Fazendo x = a em (10), x = é em (ll) e x = é em (12) e, substituindo em 
(13), obtemos 


Ea | | b> art 


F(a) = 








! (n + 1)! 
o) ai 
F(a) = nn! (b — a) (14) 
Se x = a em (9), obtemos 
(n- 1a Ma 
Fa = 10-10 -1a6-a-L Poa... Sb -ar! 6a 
Substituindo (14) na relação acima, teremos 
(n) (n+1) 
f(b) = S(a) + f(a)tb — a) + o — a? +...+ fa) (b— a) + O) (6) (b— aj"t! 
n! (n + (n+ Dr 
que é o resultado desejado. O teorema é válido se b < a, pois a conclusão do 
Teorema 11.1.3 não depende da posição relativa de a e D. n 


Existem outras formas de apresentar o resto da fórmula de Taylor. Depen- 
dendo da função, uma forma pode ser preferível a outra. O teorema a seguir 
apresenta o resto como uma integral e é conhecido como forma integral do res- 
to da fórmula de Taylor. 


11.5.2 TEOREMA | Se f for uma função cujas n + 1 primeiras derivadas o continuas em um in- 
tervalo fechado contendo a e x, então f(x) = P,(x) > Rx), onde P,(X) é O 


FRADES Taylor de ordem n de fem a e Rx) é o resto dado por 


RO) = ae (x — re + D(t) dt 





A demonstração desse teorema será deixada como exercício (veja o Exercício 
30). 
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EXERCÍCIOS 11.5 


Nos Exercicios de 1 a 14, ache o polinômio de Taylor do enési- 
mo grau com resto de Lagrange no número a para a função de- 
finida pela equação dada. 


Lis Semed 
x—2 

3. fOo)=x2,a=4;n=3 

5. So)=senxa=binn=3 6. f(x)=coshx;a=0n=a4 

7. flx)=senhx;a=0;n=4 8. fOo)=Vx;a=4;n=4 

9. fx)=lInx;a=1;n=3 

10. fO)=In(x+2)a=-1;n=3 

MH. fo)=Incosx;a=im;n=3 

I2. fo)=e “a=0n=3 

IB. fO)=(1+m)*2;a=0;n=3 

Is. fo)=(1-x) 12:âa=0;n=3 


2. fo)=e*%a=0n=4 


4. fo)=tgx;a=04=3 


15. Calcule o valor de e exato até a quinta casa decimal e prove 
que sua resposta tem a precisão pedida. 

16. Use o polinômio de Taylor do Exercício 8 para calcular 5. 
com precisão até a casa decimal que justifique desprezar R,. 

“17. Estime o erro que se comete quando cos x é substituído por 
| -— >x2se |x| < 0,1. 

18. Estime o erro que se comete quando «/1 + x é substituído 
por l + ixse0<x< o0,01. 

19. Calcule sen 31º com precisão de três casas decimais, usando 
o polinômio de Taylor do Exercício 5 em +. (Use a apro- 
ximação “a 7 = 0,0175.) 

20. Use o polinômio de Maclaurin para a função definida por 
f09) = In(1 + x), para calcular o valor de In 1,2 com quatro 
casas decimais de precisão. | 

21. Use o polinômio de Maclaurin para a função definida por 


l+x 
| — x 





Hx) = In 


para calcular o valor de In 1,2 com precisão até a quarta ca- 
sa decimal. Compare o resultado com o do Exercício 20. 


22. Mostre que se O «< x < > 


xº 
Sen = og E EO) 


l 


onde |R()| < 5» 





23. Use o resultado do Exercício 22 para encontrar um valor apro- 


12 


+ 1 e 
ximado de sen x? dx e estime o erro. 
0 


24. Mostre que a fórmula (1 + x)? = 1 + 2x é precisa até a 
terceira casa decimal se —-0,03 < x < 0. 

25. Mostre que a fórmula (1 + x) !2 = | — +x é precisa até 
a segunda casa decimal se -0,1] < x < 0. 

26. Faça esboços dos gráficos de y = senxe y = mx no mesmo 
conjunto de eixos. Note que se m for positivo e próximo de 
zero, então os gráficos interceptam-se num ponto cuja abs- 
cissa é próxima de x. Seja f(x) = sen x - mx. Usando o 
polinômio de Taylor do segundo grau de fem x mostre que 
uma solução aproximada da equação sen x = mx, quando 
m é positivo e próximo de zero, é dada por x = n/(1 + m). 

27. Use o método descrito no Exercício 26 para encontrar uma 
solução aproximada da equação cotg x = mx quando m é 
positivo e próximo de zero. 

28. (a) Use o polinômio de Maclaurin do primeiro grau para apro- 
ximar e*se 0 < k < 0,01. (b) Estime o erro em termos de . 

29. Aplique a fórmula de Taylor para expressar o polinômio 
P(x) = x* — xº + 2x) — 3x + 1 como um polinômio em. 
potências de (x — 1). 

30. Prove o Teorema 11.5.2. 

(Sugestão: seja E f(ddt = fx) — fla). Resolva em 

J(x) e integre V f'(f)dt por partes fazendo u = f'(t) 
qa 

e dv = dt. Repita esse processo e o resultado desejado 


segue por indução matemática.) 
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EXERCÍCIOS DE REVISÃO DO CAPÍTULO 11 














Nos Exercícios de 1 a 18, calcule o limite, se existir. sen 2y . Zzcos3z 
| 9. lim —— = 10. lim - 
teh 2x ] 2 y»>o )Y —sen5y z>n/2" COS" Z 
1. lim Z lim RS . 34 . 2 = 2) 
x0+ senh? x x>m/2 11 —senx cos?x 11. lim (1 + 4) 12. lim (1 +e) 
1507 py +00 
o e-(1+sxtz = tos! 
3. lim (cosec? x — x?) 4. lim bm no 13. Ann) 14. lim X- tg x 
o In(i+e!f | s 1x 
5. lim 2U+e d) 6. lim xInHL 15: hi, 20 Se 16. lim (2 
t+ + 00 Ê x- + o X — 1 08-n/2 sec 8 — 1 x>0 X e 
| [100 [Ntg x 
7. lim (sen? x)t8 * 8. lim —— 17. lim (e — x)!/* - 18. lim (=) 
x>n/2 t>+o € x + 00 x>0+ AX 
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Nos Exercícios de 19 a 32, determine se a integral imprópria é 
convergente ou divergente. Se for convergente, calcule-a. 


O dx ad ÉS 
19. 20. 
á À 2X + 3 0 E fer 

















(0) d 4 
au. | a o Rc 
“o tx— 2) guie O 
23. ["* cote? 8 do a 
rt ra 
25. J o 4 dx 26. Ea xe* dx 
1 ] 2 + co 37x 
n. | dita A 2. | dx 
o x 0 Vx 
ço dx "In x 
29. -— > Ê —— 
É 422 + 4x +5 dá | id 





H dx 0 dx 
31. 32. E 
| x +xº [1.7 
33. Dada 


| — e2x 


fo)=4 2x 


—1 sex=0 e 


sex * O 


(a) Prove que f é contínua em 0, usando a Definição 2.6.1. 
(b) Prove que f é diferenciável em O calculando f'(0). 

34. Dada a função f do Exercício 33, ache, se existir: (a) 
im f0); (b) lim SO). 

35. Dada 


2X 


et —e 


fo)=127 De E sex £ O 
l 


sex =0 


(a) f é contínua em 0? (b) Ache lim f(x), se existir. 
X—> +90 


36. Se a reta normal à curva y = In x no ponto (x,, In x) inter- 
cepta o eixo x no ponto cuja abscissa é a, prove 
ue lim (a — = 0. 


37. Calcule, se existirem: 
(a) no senh x dx  (b) lim ) " senh x dx 
E r> + co Ri 
38. (a) Prove que imo (x"/e”) = O para todo n inteiro posi- 
tivo. (b) Ache lim (e-1*/x"), onde x > 0 e n é qualquer 
X > 
inteiro positivo, fazendo x = 1/t e usando o resultado da 


parte (a). 


Nos Exercícios de 39 a 41, ache o polinômio de Taylor de grau 
n com resto de Lagrange em um número a para a função defini- 
da pela equação dada. 


39. fix) =cosx;a=0;n=6 


40. fo)=(1+x) La=1;n=3 
4. fo)=x 2:a=9n=4 


2 A a . 
42. Expresse e” e cos x como polinômios de Maclaurin de grau 
4 e use-os para calcular 


X 


e” -cosx 
lim e 
x—0 X 


43. Calcule o limite do Exercício 42 usando a regra de LºHôpital. 


44. Aplique a fórmula de Taylor para expressar o polinômio 


P(x)=4xº +5xº—- 2x +1 


como um polinômio em potências de x + 2. 

45. Determine se é possível representar por um número a medi- 
da da área da região à direita do eixo y, limitada pela curva 
4y2 — xy? — x? = 0 e sua assíntota. Sendo possível, 
calcule-o. 

46. Determine se é possível representar por um número a medi- 
da da área da região limitada pela curva cuja equação é 
2xy — y = 1, peloeixo xe pela reta x = 1. Sendo possível, 

- calcule-o. 

47. Determine se é possível representar por um número a medi- 
da da área da região no primeiro quadrante abaixo da curva 
cuja equação é y = e”*. Sendo possível, calcule-o. 

48. Ache os valores de n para os quais a integral imprópria 


+e 1 
| e dx 
1 X 


converge e calcule-a para esses valores de n. 

49. Em certo campus universitário a função densidade de pro-. 
babilidade de que a duração de uma chamada telefônica se- 
ja x min é dada por 





0,4e "9% sex >0 

fed = o sex < O 
Qual a probabilidade de que um telefonema escolhido ao aca- 
so dure (a) entre 2 e 3 min; (b) no máximo 3 min; (c) no mií- 
nimo 10 min? | 

50. Se os quatro primeiros termos do polinômio de Maclaurin 
forem usados para aproximar o valor de «/e, qual será a pre- 
cisão do resultado? 

51. Suponha que determinado negócio produza um fluxo contí- 
nuo de renda e que em t anos a partir de agora a renda seja 
“dada por 1.000t — 300. Qual o valor atual de todo o rendi- 
mento futuro se 8% ao ano for a taxa de juros compostos 
continuamente? (Sugestão: veja o parágrafo que precede o 
Exercício 33 nos Exercícios 11.3.) 


Xl 


52. Mostre que lim e = 1, sem usar a regra de E Hôpital. 
X —+ 


(Sugestão: calcule f' (0) para f(x) = e”, usando a definição 
de uma derivada.) | 


are 
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À.1 USO DE UMA TABELA Apresentamos várias técnicas de integração e vimos como elas são úteis para 


DE INTEGRAIS 


a avaliação de muitas integrais. No entanto, há ocasiões em que esses procedi- 
mentos não são suficientes ou levam a uma integração complicada. Em tais ca- 
sos, você pode desejar usar uma tabela de integrais. Tabelas bastante comple- 
tas aparecem em textos de Matemática, e tabelas menores são encontradas na 
maioria dos textos de Cálculo. Deve-se ter o cuidado de não se confiar total- 
mente nas tabelas, ao calcular integrais. É essencial que se tenha o domínio das 
técnicas de integração, como foi mencionado no Capítulo 9, pois pode ser ne- 
cessário empregar algumas das técnicas para expressar o integrando numa for- 
ma que seja encontrada em uma tabela. 

Uma tabela breve de integrais aparece no final deste livro. As fórmulas usa- 
das nos exemplos e exercícios desta secção aparecem nessa tabela. Observe que 
na tabela há legendas indicando a forma do integrando. A primeira legenda é 
Algumas Formas Elementares e as cinco fórmulas incluídas constam daquelas 
dadas na introdução ao Capítulo 9. A segunda legenda é Formas Racionais Con- 
tendo a + bu. O primeiro exemplo utiliza uma dessas fórmulas. 


EXEMPLO 1 Calcule 


x dx 


(4 — x) 


Solução A fórmula 10 na tabela de integrais é 


udu e as a o 1 +c 
(a+ bu) b|Aa+bu? a+bu 


Usando essa fórmula com u = x,a = 4e b = -—l, temos 
x dx o l 4 l +c 
(4-x) (IPI x) 4—x 
1 
: + C 





“(4-2 4-x 


EXEMPLO 2 Calcule 


dx 
6 — 2x? 





Apêndice 
Solução A fórmula 25 na tabela é 
du l u+a 
= no | 
[5 2a "ju Ei (1) 








Observe que essa fórmula pode ser usada se o coeficiente de x? na integral for 
1, em vez de 2. Assim, escrevemos 


dx E. dx 
6—-2x? 2]3-x? 


Para a integral à direita aplicamos (1) com u = xe a = vV3 e nós temos 
dx 1/1 nx +N3 
6-2x2? 2 5. x— 3 

x + 3 

x— 3 





+ € 








+ € 














EXEMPLO 3 Calcule 
dx 
8x? + 4x 
Solução 


dx ad dx 
8x? + 4x 4] x2x+1) 


A integral no segundo membro é da forma 
du 
u(a + bu) 
ondeu =x, a=leb=2.A fórmula tl na tabela é 
du l 
— = ln 
u(a + bu) a 
Usando essa fórmula,temos 
l dx 11 
—|-——— — =>"-In 
4] xQ2x+1) 41 


l 
=] 
an 


u 


———— C 
a + bu ii 








X 


—— > |+4+C 
| + 2x Ei 








x 
2x + 1 





+o 


EXEMPLO 4 Calcule 


| dx 
AXO DI 3 


Solução A fórmula 27 na tabela é 


| du | | 
—--——— = Inju+ Ju +a”|+C 7 2 
rm | | (3) 


Apêndice | A-3 


Podemos aplicar essa fórmula à integral dada se obtivermos uma expressão da 
forma u? + a2, completando o quadrado sob o sinal radical. Para completar 
o quadrado de x? + 2x acrescentamos 1 e, portanto, também subtraímos 1. 
Ássim, escrevemos | 


x +2x-3=(x+2x+1)-1—3 
= (x + 1) — 
Portanto, 


dx dx 
bas ad Dr rr sror 


A integral é da forma 


| du 
ondeu =x+ lea =2. Logo, de (2), 
=Infx+D+v(x+1)—-4|+€C 


| dx 
x+iP—s 
=Inx+1i+Vxº+2x—3]+C 


EXEMPLO 5 Calcule 
fevae? + 1 dx 
Solução A fórmula 29 na tabela, com o sinal mais, é 
| á | 
fu Fa du= ; (Qu? + a?) Ju? + à? — E Inu+ 2 +a+Cc (3) 


Podemos aplicar essa fórmula escrevendo a integral do seguinte modo: 


[eme ras = | Ja( [4 Cera 
= oh [x? a ar 


De (3) com u = = a=—, temos 


E Ea +4 PR, 25 ( Dx +43) fx +15 Empe+ |x? + — ilto 
x + pa + — to 


Das fórmulas 16, 19, 21, 73, 77, 86 e 98, entre outras, expressamos uma inte- 
gral em termos de uma integral mais simples da mesma forma. Tais fórmulas 
são chamadas fórmulas de redução. O exemplo a seguir mostra como elas são 
aplicadas. 





= e (8x? +D [x +a-agn 





A-4 


Apêndice 


e Ss e a ND Spas o & 
EXEMPLO 6 Calcule 


f secs x dx 
Solução A fórmula 77 é 
= l n-—-2 n-2 n-2 
| sec” u du =-——— sec utgu + —— + [ sec udu (4) 
n-1l n-— 1 


Aplicamos essa fórmula com u = xe n = 5 e temos 


| secs x dx = 4, secixtgx + 3 | sec? x dx 


Agora aplicamos (4) à integral no segundo termo com n = 3 e obtemos 
| secs x dx = secixtgx+ 2(4 sec tg x + 5 | sec x dr) 
= seixtgx+ Ssecxtgx+ Iln|secx + tgex| + € 


FR a ia a CEE dn A Ra AS 


Como a integral no Exemplo 6 é uma potência ímpar da secante, ela pode ser 
calculada com o uso de integração por partes, conforme foi explicado na Sec- 
ção 9.3. De fato, essa integral aparece como Exercício 12 nos Exercícios 9.3. 


TO JD" 


EXERCÍCIOS A.1 


Nos Exercícios de 1 a 36, use a tabela de integrais para calcular 
a integral. Nos Exercícios de 1a 4,0 integrando é uma forma 
racional a + bu. Use uma das fórmulas de 6 a 13. 





i | x dx ' | x dx 
“]243x 6-2) 

E x? dx á | dx 
“J(6—-»? “JT x7+3x) 


Nos Exercícios de 5 a 8, o integrando é uma forma contendo 
Va + bu. Use uma das fórmulas de I4 a 23. 


5, Jaxvi + 2x dx 6. [x2/1 42x dx 
Vl + 2x | dx 
TL|i——— dx 8. | ———>— 
| x Key Dx 
Nos Exercícios 9 e 10, o integrando é uma forma contendo 
q + u?. Use uma das fórmulas de 24 a 26. 


dx dx 
o [E 10. [E 


Nos Exercícios de 11 a 14, o integrando é uma forma contendo 
u? + q2. Use uma das fórmulas de 27 a 38. 


12. [ax +1dx 








e [== 
x? + 6x 


fov2 
13. [Etta 14. [— == 
x (x— Dx? — 2x — 3 


Nos Exercícios 15 e 16, o integrando é uma forma contendo 
Va? — u?. Use uma das fórmulas de 39 a 48. 


15 | dia A 16 | gi 
x dx 259% 


Nos Exercícios 17 e 18, o integrando é uma forma contendo 
2au — u?. Use uma das fórmulas de 49 a 58. 


x? dx 
17. |x 4x — x? dx É. RO pa 
) 4x — x? 


Nos Exercícios de 19 a 24, o integrando é uma forma contendo 
junções trigonométricas. Use uma das fórmulas de 59 a 88. 


19. [sen x dx 20. ] cos* x dx 
21. f cosec' x dx 22. f sen 3x cos 5x dx 
23. ] tº cos t dt 24. f sen? x cos x dx 


Nos Exercícios 25 e 26, o integrando é uma forma contendo uma 
Junção trigonométrica inversa. Use uma das fórmulas de 89 a 94. 


25. | seco! 3x dx 26. fre! 41 dt 


Apêndice 


Nos Exercícios de 27 a 34, o integrando é uma forma contendo 
uma função exponencial ou logarítmica. Use uma das fórmulas 
de 95 a 106. 


27. [xt ex dx 28. [2º dx 29. [x2e** dx 
30. já In x dx 31. Es In (3x) dx 32. oe dx 
33. fez sen Sx dx 34. fe” cos 4t dt 


Nos Exercícios 35 e 36, o integrando é uma forma contendo uma 
função hiperbólica. Use uma das fórmulas de 107 a 124. 


35. [3 senh 5y dy 36. I] e* sech e” dx 


Nos Exercícios de 37 a 52, use a tabela de integrais para calcular 
a integral definida. 


2 dx 3 xdx 
Bl = 38. | O. 
|, x(S — x)? | (+ x? 


39 


41. 


43 


45 


47. 


49. 


51. 


3 x? dx 


“Jo x + 16 

f: x* In x dx 
[ErEE 

A, NX + 2x — 15 dx 

IN V4w — w? dw 
a sen 3t sen St dt 


/2 
fo sen* 2x cos? 2x dx 


1 
Iê xºe2* dx 


40 


42. 


44 


46. 


48. 


50 


52. 


E dx 

“o (9 + 4x2)32 

1 Da 
h x*e * dx 
: IN xº/x? — 9 dx 
o secº x dx 
fo tg” 6 do, 
Ê E ww? — 16 dw 


/6 
ho e“! sen 3t dt 





Fórmulas 


O ALFABETO GREGO 


a alfa I 1ota p rô 

B beta k kapa 6) sigma 
y gama À lambda T tau 

9) delta u mi D ipsilon 
E epsilon v ni Fo) fi 

á zeta é csi x qui 

n eta o ômicron TA psi 

(9) teta há pi 19) ômega 


FÓRMULAS DE GEOMETRIA 





Os seguintes símbolos são usados para a medida: 


r: raio h: altura b: base . a: base C: circunferência A: área s: área da superfície 
B: área da base V: volume 


“Círculo: 4 = nr2; C: 2nr 

Triângulo: 4 = bh 

Retângulo e paralelogramo: 4 = bh 

Trapézio: 4 = “(a + bh 

Cilindro circular reto: V = xrºh; S = 2arh 

Cone circular reto: V = lar?h;S = arvr? + h? 
Esfera: V = Sar',sS = 4nrº 

Prisma (com bases paralelas): V = Bh 


Pirâmide: V = 5Bh 


F-2 Fórmulas 


FÓRMULAS DE TRIGONOMETRIA 
O et SSD O e — e E e = spas O maçã pan aU] 


As Oito Identidades Trigonométricas Fundamentais 
EEN SSIS SUSESE esa Ss Conga Em qui a DA 


sen cos x 
sen x cosec x = 1 cos x secx = 1 tg x cotgx = 1 tr ss cotg x = —— 

cos x sen x 
sen? x + cos?x = 1 l + tg?x = sec? x 1 + cotg? x = cosec? x 


Identidades Sobre Soma e Diferença | 
mr O ag eee a OA fas 
sen(u + v) = senucosv + cosusen v sen(u — v) = senucosv — cosu sen v 


cos(u + v) = cosucos v — senusen v cos(u — v) = cosucosv + sen u sen v 
| —- tgutg v Il + tgutgv 


Identidades Sobre Medidas Múltiplas 
a e ASS e md a ADS asas ses os 
sen 2u = 2 senucosu 


cos 2u = cos? u — sen? u cos 2u = | —- 2sen?u cos 2u = 2 cos?u - 1 
tg Qu = —2 teu 


l — tg? u 
| — cos 2u l + cos 2u l — cos 2u 
sen?u =———=2 =". cos? u =———+ tg?u =—>—— =D" 
2 2 S l + cos 2u 
sen? Ly = 1 — cost cos? Lt = l + cost 
Z 2 
l — cos t 1 sen 1 
tgãt=—>——DD  tgdt= —SOOo 
82 sen t E 1 + cost 


Identidades para o Produto, Soma e Diferença de Senos e Co-senos 
e Sa E SC ND DER a 


sen ucosv = “[sen(u + v) + sen(u — v)] cos u sen v = +[sen(u + v) — sen(u — v)) 
cos u cos v = “[cos(u + v) + cos(u — v)] sen usenv = 5[cos(u — v) — cos(u + v)l 
sens + sent = 2 sen( SEL) cos (=: sens — sent = 2 cos (te) sen (=) 





Cos s — cos f 


E r) 
2 
cos s + cost = 2 cos( SL) cos (554) 


“2 ser) (+=) 
sen ( 2 sen 2 


Algumas Fórmulas de Redução 





sen(—x) = —sen x cos(— x) = cos x te(—-x) = -tg x 
sen(;m — x) = cos x cos(ia — x) = sen x te(57 — x) = cotg x 
sen(;m + x) = cos x cos(in + x) = —sen x ten + x) = —cotg x 
sen(7 — x) = sen x cos(x — x) = —cos x te(lr — x) = -tg x 


Lei dos Senos e dos Co-senos 





a, be c representam as medidas dos lados de um triângulo: a, 8 e y representam as medidas dos ângulos opostos aos 
lados de medidas a, b, e c, respectivamente. 


qa . bo le c2=a?+b?-2abcosy 
sen q sen 8 sen y 











Fórmulas F-3 


TABELA DE DERIVADAS 
DM 


1. Ddu") = nu"! Du | 15. Di(cos—! u) = —=L-— Du 
2. Dou + v) == Du + D,y id Á| = u? 
3. D (uv) = uD,y + v Du: 221] l 
16. Dt )=———— D 
PR (eai PE oc a na x(tE | + vu? é 
a v? 71.D ! a, 
17. cotg 'u)=-———— 
5. Di(e“) = e“ Du w(cotg 14) E 
6. Da”) = a“lna Du DR as O UA Du 
7. Dy(in 1) = — Du ê PS 
E = 
8. D,(sen u) = cos u Du 19. D,(cosec”' u) = E E Du 
l 
9. D.(cosu) = —senu D,u u vu 
10 ea u) E sec? u Du - 20. D,(senh u) = cosh u Du 
e x 
11. Dácotg u) = — cosec? u Du E E x No Ri a sa 
12. D,(sec u) = secutg u Du E ni a ae 
13. D,(cosec u) = — cosec u cotg u Du A Do O : pan e 
- 1 - D(sechu) = —sech u tgh u Du 
14. D,(sen”! u) = E RSEa Du 25. D,(cosech u) = —cosech u cotg u Du 
—u 





TABELA DE INTEGRAIS 
TES UU EESC 
Algumas Formas Elementares 





ur + 
1. |du=u+c 4. | u” du = +C nx -l 
n+1 
2. [adu = au + du 
5 | - In|ul + € 
u 


3. | tu) + g(uldu = | flu)du + | eteddu 


Ee 


Formas Racionais Contendo a + bu 


e a e e A e tee eee 


























6. | udu “ls, bu-alnla+bul]+C o. (du Alto to 
a+ bu bb? (a + bu) 2(a + bu) a + bu 
u2du 111 3 > | du 1 | u 
: =—— | -— — il o =+ni———— |+ € 
7 |- ER | E (a+ bu) —2a(a+bu)+a“ Inja+bu| |+C GRE air 
s [ut = L | Soto + bu] + C 2 [qd = + GnjtHd+c 
(a + bu)? b? La+ bu uia + bu) au a? u 
2 2 
o, [tda 2 hor tu - So - 2amja + bul] + C ni. + se + € 
(a + bu? b a + bu u(a + bu) a(a + bu) a a + bu 
Formas Contendo va + bu 
ds -—s R 32 7. [2 - 2 (bu -2a)Va+ bu +C 
14. | u a + bu du. (3bu — Zaa + bu)'* + €C ER TA Te u a) Va 
2 
2d --2 (5blu?-1abu+80))a + bu)2+C 18. [ES =-2 (3blu? — 4abu + 802) Va + bu + C 
15. | u? Ja + bu du EE: X GE FE 
n n-— 1 
2u"(a+ bu)? 2an [ue E 19. | u”" du  — Qu" Ja + bu Zan | u du 
ci E Ne mas DORA 3) dá R Ja + bu b(2n + 1) bQn + DS Jar bu 





F-4 Fórmulas 



















A mjNatbu-val, 6 ca>0 2. [Setbuda o for t+ a (tu 
2. | du o Ja Ja + bu + Ja 5 PR ar 
ua + bu 2 e] fa+bu  cea<o 23 | Va+budu (a +bu2 b(2n-s5) [ft ca 
V-a —a u" a(n-— Du"! 2a(n-1)) urci 
du “o Va+ bu a(2n — 3) du 
Te TT O Ol DGM a 
u” Ja+ bu a(n- url 2a(n-1) Jur-!Va+ bu 
Formas Contendo a? + u? 
du Los u | 
a. | = do E que 
a? + u? o á -“Legpit sc se lul< a 
x. | la oe É g 
é ILignolt sc se ljul< a ES Ea 2a dd A cotgr 1 a +Cseljul>a 
2s. | E mine ço q a Ê 
a?-u? 2a u-a 1 “1 u 








— cotg *'— + C seljul>a 
La a 


Formas Contendo Vu? + a? 





Nas fórmulas de 27 a 38, podemos substituir 


In (u + Ju? + a?) por senh”! 


In ju + Vu? — a?| por cosh”! 
a+ Jul +a? 


u 


32. 


Nu? + a? du + E edu = Nu? + q? + In ju + Vu? + a?| + € 
u 
u2 2 
—udu  ulhisa- HO nus Muita] +c 
2 


Juº + a? 2 
AM pjarvulsa! q 
NE + q? qa u 


[Em 
gra 
Jams 
6 [Ls -Lettso 
ENE ri 


por senh” 


[= =Inlu+vVu2 ta!) +€ 
a (árei + q* du = — a led 


In, 


e |8 a |= o |x 





27. 


qa q 


= - NU tal | cÇ 
Rs t+ a? + au 


(u? + a2)2 dy = E q Qu? t 5a) Ju? ta? 
+ € + ja Inju+ Vu? ta? + C 


& 
| 


u2 Ju? + a? du = — Qu? + a?) Ju? 36. 
tm lu+ vu? ta?) +C 4”. 

42 2 RD 2 
jota d. ira? -alm|Stvu ta 
u | 


29. 








u 
31. [ ll ar du = u?-a?-asec!Ha4 cc a(o == +€ 
u a (u? + a?)2 ta? Ju? + q? 


Formas Contendo va? — u? 





| du n -=4 U ; Ja? — u?. | | 2. - wu?) 
3. | EE = sen + € 2. | a u“ du = o pi Et NO RE o. 
at — u a u u 
2 = 
40. | Va? = utdu= ao v+ Lento =ve?-u-acosh!L+c 
2 2 a “ 
| g Da) 2 2 
5 a: — u“ du ac —u -1 U 
| 4 43. | ME pda -"L-sen!— + C 
41. | 2a? = ut au = E quê a) Vau + Lsen tt 4 | u? u a 





Fórmulas F-5 











2 du u 2 12 a? -1 U du a — u2 
44, | ES = A do? —u +—— sen"! + €C 46, | == = E +c 
q — uv? 2 2 a u Je — u? Pu 
J = fist 4 
45. | Eu Im|Stvdt cd | c 47. |? — vw? du= Qu - Sae — + SL senil + c 
ua? — u? a u 8 8 a 
=> -— cosh'— + € . 
a Ra u (a? o u2)3/2 a pe — u 


Formas Contendo 2 au - u? 








49. | v2au 1? du = —— Via 17 + E cos! (1-4) + C 54. 
AR e 
50. | u 2au — u? du = di au de fo —- 
EA 
+ L cos! ( — 4) + € 
2 a 


51 [ Zu — ur du = 2au —- u? + acos! ( — a) + € 


u du = - Bau — 12 + cos! (1 - L) + 


a 


55. 


u? du — —(u + 3a) V2au — E 4 3 cos! (1 -t) + € 
2 2 


) 
; 
) 
) 


u 
du u-a 
- EE a pi A Ge 
52. | eu - vê du = — 2N2au — ul — cos”! (1 = +) + C (Qau — u2)32. a VZau — u2 
u u 
du a 4) u du u 
53. | EE, = cos |-D|+C 58. ]|—-—————— = == + € 
V2au — u? a (QZau — uy”? a /2au — u? 


Formas Contendo Funções Trigonométricas 























67. | secutgudu = secu + € 


79. | sen mu sen nu du = —-Sengm + nju , senm — nu 4 o 


68. | cosec u cotg u du = —cosecu + C 2m + n) Xm — n) 
> 1 À 80. [ cos mu cos nu du = SenGm + nu | sen(m — nu , 6 
69. | sen“udu = 5u-  sen2u + € 2m + n) 2(m — n) 
— — com + nu — cos(m-— nu 
70. | cos? u du = >u + +-sen 2u + €C 81. | sen mu cos nu du = 2m + n) Xm — n) Ee 


71. | tgudu =tgu-u+C 82. |usenudu = senu-—- ucosu + C 


59. | senudu = —cosu + C 72. | cotg?u du = —cotgu — u + C 
60. | cos u du = senu + € 73. | sen” u du = -À sem-lucosu+ ADI | sen" — 2 u du 
n n 
61. | tg u du = In]sec u + C 
74. | cos" u du = — cos" = !usenu + EH [cost 2 u du 
n 
62. | cotg u du = Injsenu| + € 
1 Ex n-2 
75. | tg" u du = tg” u- 4 u du 
63. | sec u du = Injsecu + tg ul + C = nlte(Ga + Su) + € | i e n-1 E i 
64. | cosec u du = Injcosecu — cotgu|l + C = Inltg Jul + € 76. | cotg” u du = — l cotg” — ly — | cotg” -2udu 
65. | secludu = 1gu + C 77. | sec" u du = sect -Zutgu + EE | sect 2u du 
| n — n — 
Ge dal ão E 
do | cosec Rap EO, 78. | cosec" u du= —— cosec"-2ucotgu + É | cosec" 2 u du 


C— O Come, 





F-6 


Fórmulas 








83. | u cos u du = cosu + usenu + C 87. | 1º cos u du = w senu = n | u" =! sen u du 
84. | 12 sen u du = 2usenu + (2 - u)cosu + C A ati 
88. | sen” u cos” u du= — SN fim é PR bm PO | sen” -—2 u cos” u du 
+ n m+n 
85. | uº cosudu = 2ucosu + (u?-2senu + C ii 
Es sen” +! yu cos" lu n-—1 5) 
86. | vu” senudu = -u cosu+ nlu"-! cosu du = + sen” u cos" “ u du 
m+n m+n 


Formas Contendo Funções Trigonométricas Inversas 





89. | sen!udu=usenTlu+vV/l-u+C 92. | cogr! udu=ucotglu+r+InVl+ut+cC 
Et - E 2. 
90.1 cos tudu= aco lusa = 46 93. | sec une apr Vu 1| + € 
=usecl'u-cosh''u+C 


94. | cosec”l u du 


91. [tg lu du = utg- tu — ni + uu + C 


ucoseclu + Inju + Vu - 1|+C 


=] 























= ucosec lu + coshlu+cC 
Formas Contendo Funções Exponenciais e Logarítmicas 
K In a a” du 
95. [edu = e! + c (Sd + (ça 
? u” (n-—- Du" —! n-1 ur 
a 
96. | a! du = —— ps iai 
n + 
97. | ue! du = eu -ND)+C 103. | uº In u du = u (n+DlInu-1)+C 
(n + E 
98. | u ue! du = u wet — | ut les du 104. | du -llhul +C 
uinu 
ur qu R E u 
EA quis Tn rara Rá ta! du + C 105. | e” sen mu du = — E (a sen mu — ncos nu) + C 
+ n 
U 
100. [+ Ee É nai l | du 106. | e“ cos nu du = E e (a cos nu + nsen nu) + € 
(n— Du"r—! n-1 part = qe + n 
Formas Contendo Funções Hiperbólicas 
107. | senh u du = coshu + €C 116. | cosech u cotgh u du = -—cosechu + €C 
108. | cosh udu = senhu + C 117. | senh? u du = qsenh 2u — Zu +C 
109. | teh udu =Injcoshu|l + € 118. | cosh? u du = +senh Zu + +u + € 
110. | cotgh udu =In|senhu| + € 119. | tgh?u du =u-tghu+C 
111. | sech u du = tg !senhu) + € 120. | cotgh? u du = u — cotgh u + € 
112. | cosech udu = nltghzu| + C 121. | senh u du = ucoshu — senhu + C 
113. | sech? u du = tghu+C 122. | u cosh u du = usenhu — coshu + € 
114. | cosech? u du = -cotghu + C 123. | e“ senh nu du = RS puêe o 5 (a senh nu — n cosh nu) + €C 
u 
115. | sech u tghu du = —-sechu + C 124. pe “ cosh nu du = a a (a cosh nu — n senh nu) + €C 
q — 
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EXERCÍCIOS 1.1 (Página 12) 


1.(-2,+0) 3.(-0,3) 5.48) (SE 9.(-0,-DU(0, +60) 11.(-0,-DU(G,3) 13.(-0, -2)U (2, +00) 
15. (-o,-)UG3, +09) 17.I-LH 19.(-55 AGU, +o) 23.(-5,1) 25.(-4,9) 27.(-5,5] 
29. 4,3] 31.[É,+0) 33.(-0,-2]U[5, +00) 35.(-00,1]U[4, +00) 37.(-11,3) 395,2] 41.(-0, 2) U (12, +00) 


3. [-L,4] (co, DU(4, +00) 47.(1,+0) 49.1-5,5] 5SL(-o, DU, +0) 53. |x]>]al 55. |x-2]>2 








EXERCÍCIOS 1.2 (Página 23) 


(Esboços dos gráficos dos Exercícios de 1 a 5 aparecem nas Figs. 1.2-1 a 1.2-5.) 
LDB, BID LDADO-D 3.()2, —-2); (6-2, 2); (0) (—2, —2); (d) não se aplica 5. (a(-1, 3); (6X, — 3); 





FIGURA 1.2-1 FIGURA 1.2-3 FIGURA 1.2-5 


9. 26; 4/89; 4/53 11. |AB| = v4i, |AC| = V4l, |BC| = V82e |AB|? + |AC|? = |BC]%; 5º 13.578 15.(-8, 12) 
19.(-2+53,2+WDe(-2-503,5-23) 2-1 23-57 25.4x-y=11 27.2X+y+1=0 29.13x-4y-28=0 
31.4x -3)+12=0 33.x+4+2-4=0 35.y=-7 37.8xX-y+(003-5)=0 39.() -5: (DO 

41. (a) colinear; (b) não-colinear 43.()y=0;(bD)x=0;()xy=0 47.(a)2x + 3p + 7=õ0;(b) V13 

SL 2) CD) 53.19) - E (b) E; (e) - —: (d) Bx —- 4) =0 

55.9x —- 4y —- 1 =0;y = 1;9x + 4y — 19 = 0. Eles se interceptam em GS, D. 59.()x=1i;6D)y=li;()2x+y-—-3=0 








EXERCÍCIOS 1.3 [Página 30) 


1x2 +92 -8x+6)=0 3.x2+92+10x+24)+160=0 5.x2+92-2x-4)-8=0 7.(3,4;4'º 9.00, -S) 5 


(Esboços dos gráficos dos Exercícios 7 e 9 aparecem nas Figs. 1.3.-7 e 1.3.-9.) 

11. circunferência 13.0 conjunto vazio 15. circunferência 

(Esboços dos gráficos dos Exercícios 17 a 43 aparecem nas Figs. 1.3-17 a 1.3-43.) 

4.x2 +72 +6x+10)+9=0 47.x2+y2-4x- 4y-2=0 49.3x+4y —- 19 =0 
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01 N . : 
O 
ty FIGURA 1.3-19 
, | 
FIGURA 1.3-7 FIGURA 1.3-9 FIGURA 1.317 
y 
5 
y 
y x 
x X 
FIGURA 1.3-21 FIGURA 1.3-23 FIGURA 1.3-25 FIGURA 1.3-27 





O 


FIGURA 1.3-29 FIGURA 1.3-31 FIGURA 1.3-33 FIGURA 1.3-35 





FIGURA 1.3-37/a) FIGURA 1.3-37(b) FIGURA 1.3-37/c) FIGURA 1.3-39/(a) 
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y y 
x 
(8) 5 
FIGURA 1.3-39(b) FIGURA 1.3-39(c] 
FIGURA 1.3-41 (a) FIGURA 1.3-41/b) 
y 
NV | 
FIGURA -1.3-41(c) FIGURA 1.3-43(a) FIGURA 1.3-43(b) FIGURA 1.3-43(c) 


EXERCÍCIOS 1.4 (Página 39) 


1. (a) sim, x > 4; (b) sim, |x| > 2; (O) sim, |x| < 2; (d) não 3. (a) sim, (— co, +00); (b) não; (c) sim, (— co, + 0); (d) sim, (— co, +00) 
S()S;D-Sss(l)-I;(D)DZa +) A+ Dx - IilDIX-—- ZM) A+2Zh-l; MD +2h-2;()2 
7. (a) -5; (b) -6; (0) —3; (d) 30; (6) 2h? + 9h + 4; (f) 8x! + 10x2 — 3; (g) 2xº — 7x2; (h) 2x? + (4h + S)x + (2h? + Sh — 3); 


D+ Sx+Qh+SA- DRAMAS 91 VII (O 2; (d) 5; (0) x + 5: OE ET 


11. (a) x? + x — 6, domínio: (- o, +00); (b) —-x? + x — 4, domínio: (- 0, +00); (0) x) — 5x? — x + 5, domínio: (— 6, +00); 























a 2 es 2 E 
(d) = - + domínio: fx|x = —1, x =x 1); (e) E , domínio: (x|x = 5) 13. (fo 4 = ae À + domínio: [x|x = 0, x x 1); 
2 2 
(b) - Ea » domínio: [x|x = 0, x = 1); (c) Z+ 1, domínio; (ex = 0,x = 1): (d) ETA E » domínio: [x|x = 0,x = 1); 
xº — x xº — x — 
“(e =— À , domínio: fxlx = —-1,x = 0,x = 1) 15.(a)Vx + x? — 1, domínio: [0, +00); 
xº + x 
(b) VX — x? + 1, domínio: [0, + 0): (c) Vx(x? — 1), domínio: [0, + 00); 
x ei, x -1 ER 2 ' enias 
(d) o E domínio: [0, 1) U (1, +00); (e) , domínio: (0, +00) 17.(a)xº + 3x — 1, domínio: (— co, + 00); 
X — 


| ; E 
(b) x? — 3x + 3, domínio: (- 0, +00); (c) 3x* — 2x? + 3x — 2, domínio: (— co, +00); (d) 1 domínio: (x|x = EE 
X — 


| , Ê 
(e) pe E É, domínio: (-0, +09) 19.(9) 2H E 2, domínio: (x|x * —1, x = 2); 





-Yê — 
(b) EN a domínio: (x|x = —1,x = 2); (c) ——E——, domínio: (x|x * —1, x = 2); 
XE ão Xp mo D x — 2 


2 
Es +, domínio: (xx = —1,x x 2) 








(d) E AA » domínio: [x|x é —1,x = 0, x = 2); (e) 
Xxº + x 

21. (a) x + 5, domínio: (- 0, +00): (b) x + 5, domínio: (— co, +c0); (c) x — 4, domínio: (— «o, + co); (d) x + 14, domínio: (— co, + 00) 

23. (a) x? — 6, domínio: (— co, +00): (b) x? — 10x + 24; domínio: (—- co, +00); (c) x — 10, domínio: (— 0, +00); 
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(d) x! — 2x?, domínio: (—- 0, +00) 25. (a) x? — 4, domínio: (- o, —-2] U [2, +00); (b) x — 4, domínio: [2, + 00); 
(o) / x = 2 - 2, domínio: (6, +00) (d) xº — 4x2 + 2, domínio: (- co, +00) 27. (a) e domínio: (0, + 00); 
X 


(b) ET domínio: (0, + co); (c) x, domínio: (x|x = 0); (d) x, domínio: [0, +00) 29. (a) |x + 2], domínio: (— o, +00); 


(b) |x| + 2, domínio: (— oo, +00); (c) |x|, domínio: (— «o, + 00); (d) |x + 2| + 2, domínio: (— co, +00)  31.(a)2x? — 3, domínio: (— co, + 00); 
(b) 4x? — 12x + 9, domínio: (— oo, +00); (c) 4x — 9, domínio: (—- 0, +00) 3II.(D)O;D)4;()4 - 2x 3I5.(D)I;(b)-I;(ODI;(d)-l; 
(JlIsex<0, -Isex>0(D)Dlsexz-l,-lsex<-Ii(gl;(h)-lIlsex x 0,Isex=0O 37. (a) par; (b) nem um nem outro; 
(c) impar; (d) par; (e) ímpar; (f) ímpar; (g) nem um nem outro; (h) par; (1) par; (5) ímpar 39. (a) par; (b) ímpar; (c) par; (d) par 


EXERCÍCIOS 1.5 (Página 44) 


(Esboços dos gráficos aparecem nas Figs. 1.5-1 a 1.5-43.) 
1. domínio: (—- co, +00); imagem: (—- o, +00) 3. domínio: (—- co, +c0); imagem: [— 1, +00) 5. domínio: [—- 1, +00); imagem: [0, + 0) 
7. domínio: (— co, 2]; imagem: [0, +00) 9. domínio: (— co, O]; imagem: [0, +00) 11. domínio: (— co, + co); imagem: [0, + 0) 
13. domínio: (— «o, +<o); imagem: (— co, 4] 15. domínio: (— co, +00); imagem: [4, +00) 17. domínio: (x|x = 1]; imagem: fy|y = —2) 
19. domínio: (—- «o, +<o); imagem: [(- 2, 2) 21. domínio: (—- co, + o); imagem: [y|y = 3] 23. domínio: (— co, +00); imagem: [—-4, +00) 
25. domínio: (— «o, + co); imagem: (— co, 4] 27. domínio: (— o, + co); imagem: (- 00, -2) U ÍO) U (1, +00) 
29. domínio: [x|x é —-Sex = —1); imagem: [iy é —7ey * —3] 31. domínio: (- o, —1] U [4, +00); imagem: [0, +00) 
33. domínio: (x|x = 2); imagem: [0, +00) 35. domínio: [x|x x —S); imagem: [-6, +00) 37. domínio: (- co, +00); imagem: [1, +00) 
39. domínio: (— co, + co); imagem: finteiros) 41. domínio: (— o, + co); imagem: [0, 1) 
43. domínio: [x|x = 0]; imagem: (- o, —] VU ÍO/U (G, 1 

y y y y 











o | O 5 x 
FIGURA 1.5-5 E E A 
É FIGURA 1.5-7 
FIGURA 1.5-1 FIGURA 1.5-3 
y 
5 
=s 5) , 
FIGURA 1.5.9 FIGURA 1.5-11 FIGURA 1.5-13 FIGURA 1.5.15 
5 
FIGURA 1.5-19 
FIGURA 1.5-17 
“o 


FIGURA 1.5-21 


FIGURA 1.5-23 
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FIGURA 1.5-25 FIGURA 1.5-27 FIGURA 1.5-29 FIGURA 1.5-31 





FIGURA 1.5-33 FIGURA 1.5-35 FIGURA 1.5-37 FIGURA 1.5-39 







SESSS 





-4-3 -2 -1 
FIGURA 1.5-41 | FIGURA 1.5-43 


EXERCÍCIOS 1.6 (Página 51) 


LOS OT -GmOGm Dm dm (h)çr 3(a)4sº; (b) 120º; (c) 330º; (d) —90º; (e) 28º39"; (f) 540º; 
(8) =11436; (15º SDEMDIBOLDA TOD-SNEMDIÍVZO-LADO LDVEDEO-LADI LG SVI O) VZ 
(O) -1v3 (DI 13. (0) 2; b) 7VZ (o) VZ; (DV 15. (a) 53; (b) 55 (0) -2; (d) — 43. 17. (2) 0; (b) 1; (0) — 1; (d) indefinido 
19. (a) 1; (b) 0; (c) indefinido; (d) 1 21.()-1:6) 16) 4vVI; (DVI 23.4) -V3; 0) AVI (DO; (DO 25. (2) Ta; (D) q; 
Oii) VD IMmDO DI BM IMmOSIMD GTA 

Aa lrimdor Bam EDS 371.6) -T 0) 39. (2) 63º; (b) 19º 41. 27º, 45º, 108º 
43.3x- y+7=0;x+3y—- 11 =0 45. (a)sen 3x, (— co, +00); (b) tg EE ixix »* (2k + 1)7), onde k é qualquer inteiro 


47. (a) cotg Es jxtx *0ex x A. onde k é qualquer inteiro; (b) sec(x — 7), xjix 2 mex = (k + Da), onde k é qualquer inteiro 
x 4 
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EXERCÍCIOS DE REVISÃO DO CAPÍTULO 1 (Página 52) 


L[5,+0) 3.(-0,-DU(l,+0) 5(-S,1) 11-35] 9(-4,49) 1L.(-0,-9)U(-1,+0) 13.(-3,2] 15.(-2,2) 
17. —4,14 19.x2+y2+6x—-8y)-75=0 21.VejaFig. 1-21 23.VejaFig.1-23 25.VejaFig. 1-25 29.15 31.(-2,-5):(3,-6) 
35.x2 +y2-2x-8y-3=0 


y | y y 
O 5 iá 
XxX 
a O x 
FIGURA 1-21 
FIGURA 1-25 
FIGURA 1-23 


37. (E -Dl 39.3X-y+9=0 41.5x+2)-19=0 43.7x2+4 2 + 1lx- 19y-6=0 45.12x+3)-2=0 


41.0<Xk<2 49.(9)35;(D)3x! + x2 +45; (0)6x + 3h — 1 51. (a) ímpar; (b) par; (c) nem um nem outro; (d) ímpar 
53. (a) x? + 4x — 7, domínio: (— o, +00); (b) x? — 4x — 1, domínio: (— 0, +00); (c) 4x? — 3x? — 16x + 12, domínio: (— 00, +00); 


x? — 4 ni 3 4x — 3 A ; 
(d) RE domínio: (x|x = 5]; (e) ORE domínio: (x|x = +2); (f) 16x? — 24x + 5, domínio: (— oo, +00); 
Ee = Ear 
(g) 4x? — 19, domínio: (— co, +00) 55. (a) a. domínio: (x|x = —1, x = 3]; (b) Dr a a RR + domínio: (x|x = —1,x = 3); 








e 2 

(c) — X , domínio: (elx = —1,x x 3); (d) + 1 | domínio: ix x -1,x 2 0,x = 3); (e) E da bx = -1,x = 3); 
Cx - 2x -3 x? — 3x | x+1 

() — an E , domínio: (x|x =>, x x —1); (g) = E domínio: (x|x = 2, x = 3] 57. domínio: (—- co, + co); imagem: [0, +00); 


Veja Fig. 1-57 59. domínio: [e|x x 2); imagem: (y|y = 6); Veja Fig. 1-59 61. domínio: (—- co, +00); imagem: [- 1, +00); 
Veja Fig. 1-61 63. domínio: (— «o, + co); imagem:(— co, 4]; Veja Fig. 1-63 


y | y | y 


6) 5 
O 
FIGURA 1-57 
FIGURA 1-63 





FIGURA 1-59 FIGURA 1:61 


65. (2) 13; 6) —LVZ; (9) AV3; (0) 2 + V3; (9) 15) “= TD meme mm mm ST 
13 3 


69. 52º, 90º, 106º, 112º MN.x=0;3x+ 4y = 0 75. medianas interceptam em (5, 3; altitudes interceptam em (9, 7); 


centro da circunferência circunscrita está em (2, 3) 








EXERCÍCIOS 2.1 (Página 63) 


1.(b)0,2 3.(b)0,005 5.006,01 7.(6)0,005 9.6) 11.(0)0,0006 13.057  15.(5)0,0075 17.()0,0008 19.(b)0,01 
2. (bom 2.0=e 25.e=Se 27.0=çe 29.0=Se 3Lô=7e 332ô=e 35.5=min(l,de 37.6=min(l, Lo 
39.6 = min(l, qe) 41.5 = min(l, Je) 
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EXERCÍCIOS 2.2 (Página 72) 


1.8 37 580 7+:9,-L 1.2 13.2 15. (2)0,3333, 0,2857, 0,2564, 0,2506, 0,2501; 0,2000, 0,222, 0,2439, 0,2494, 0,2499; 
(b) | 17. (a) 0,2500; 0,2000, 0,1549, 0,141, 0,1430, 0,1429; 0, 0,0769, 0,1304, 0,1416, 0,1427, 0,1428; (b) 7 o 
19. (a) 0,1716, 0,1690, 0,1671, 0,1667, 0,1667, 0,1623, 0,1644, 0,1662, 0,1666, 0,1667; (b) + 21.14 23.-6 25.) 27.12 29. E 
a. À 33.42 35.5 37. -1 39.47 45.(2)0; (b) Veja Fig. 2.2-45 | 





FIGURA 2.2-45 





EXERCÍCIOS 2.3 (Página 76) 

(Esboços dos gráficos dos Exercícios de 1 a 21 aparecem nas Figs. 2.3-1 a 2.3-21.) | 

1. (a) —3; (b) 2; (c) não existe porque lim, SO) = na fo) 3. (a) 8; (b) 0; (c) não existe porque: lim At) bm. Ho 
X — X — t> —-4 ts — " 


SOME TLADSEMSOS NMDO(MO()O 1I.(1)0; (DO; (DO 13.(a) -4;(b) -4;(0) -4 15.() 1; (b) -1; 
(c) não existe porque hina, fo) = lima, fo) 17.(a)2; (b) 0; (c) não existe porque lim SO = lim + SO); (d) 0; (e) — 2; (f) não existe porque 


in So) = lim, fo) 19. (a) 0; (DO; (DO 21. (2.0; (D) 0; (DO; (DO; (DO; (DO 23. (a) —2; (b) 2; (c) não existe 25. (a) 2; (b) 1; 


(c) não existe 27. Veja Fig. 2.3-27 (a) —1; (b) 1; (c) não existe 29. —-6 3l.a = ->, b=1 35. (a) Veja Fig. 2.3-35 (b) 40; 
(c) 35; (d) 140; (e) 130 | 





FIGURA 2.3-5 





FIGURA 2.3-3 





FIGURA 2.3-7 
FIGURA 2.3-1 
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FIGURA 2.3-13 FIGURA 2.3-15 





FIGURA 2.3-17 FIGURA 2.3-19 FIGURA 2.3-21 





FIGURA 2.3-27. | FIGURA 2.3-35 


EXERCÍCIOS 2.4 (Página 87] 


1. (a) 1, 2, 10, 100, 1.000, 10.000; (b) + o  3.(a) 1, 4, 100, 10.000, 1.000.000, 100.000.000; 1, 4, 100, 10.000, 1.000.000, 100.000.000; (b) + co 
5. (a) —4, —7, —31,.-301, —3.001, — 30.001; (b) co 7.(a) -2, —5, —29, —299, — 2.999, — 29.999: (b) — o 

9. (a) 5, 9, 41, 401, 4.001, 40.001; (b) + 11. (a) 2,3, 4,3, 20,3, 200,3, 2000,5, 20.037; (b) +00 13. +00 15. -o0 17. -o 

19. +00 21. -o 23. +00 25. +00 27, -0o0 29.-o 31. -o 

(Esboços dos gráficos dos Exercícios de 33 a 41 aparecem nas Figs. 2.4-33(a) a 2.4-41.) 

3. ()x=0(bD)x=0()x=0;(d)x=0 35.x=4 3I7%.x=-3 39.x=-3 4Mx=-5,x=-3 


y a 





| FIGURA 2.4-33(b) | FIGURA 2.4-33(d) 
FIGURA 2.4-33/a) FIGURA 2.4-33(c) | 
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FIGURA 2.4-35 | FIGURA 2.4-37 FIGURA 2.4-39 FIGURA 24-41 


EXERCÍCIOS 2.5 (Página 97) 


1. 4, 1, 0,25, 0,1111, 0,0625, 0,0400, 0,0004, 0,000004; 4, !, 0,25, 0,1111, 0,0625, 0,0400, 0,0004, 0,000004; (c) 0; (d) O 

3. 1, 0,1250, 0,0156, 0,0046, 0,0020, 0,0010, 1078, 107º; —-1, -—0,1250, —0,0156, —0,0046, —0,0020, —0,0010, — 1078, - 107º; 
(VOO (d)0 5.0, -1,5,-2,4, —2,823, 2,919, — 2,953, — 2,970, — 2,9997, — 2,999997; 0, — 1,5, — 2,4, — 2,823, — 2,919, — 2,953, — 2,970, 
— 2,9997, — 2,999997; (c) —3; (d) -3 7.3, 2,273, 2,158, 2,015, 2,0015, 2,00015, 2,000015; 1,4, 1,769, 1,857, 1,985; 1,9985, 1,99985, 1,999985; 
(c)2; (d)2 9.0,75, 0,1944, 0,1100, 0,0101, 0,001001, 0,0001, 0,00001; — 0,25, — 0,1389, — 0,0900, — 0,0099, — 0,0010, — 0,0001, — 0,00001: 
(DO ()o 1.5 13.-$ 15.5 17.0 19.+0 21.5 23. +00 25.-0 27.1 29.-1 31.0: 33. -o 35.0 
(Esboços dos gráficos dos Exercícios de 37 a 55 aparecem nas Figs. 2.5-37 a 2.5-55.) | 

37.y=2,x=3 39.p=1,x 41.y=0,x=-2,x=2 43.y)=4x=-3,x=3 45.y=06,x=Ex=-5 


=0 
4.x=-VZ,x=V2 49.y=$5,x=5 5SLy=l,y=-|1 S83.y=-1y=1,x=3 58S.y=2x=-1,x=1 


3 
l EA 2 e=7 
57. tome N = | + E 59. tome N = = 1 61.tome N = E 


y 











O 


FIGURA 2.5-41 
FIGURA 2.5-39 FIGURA 2.5-43 





FIGURA 2.5-45 | FIGURA 2.5-47 ooo FIGURA 2.5-49 | FIGURA 2.5-51 


R-10 Respostas dos Exercícios de Número Ímpar 





FIGURA 2.5-53 FIGURA 2.5-55 








EXERCÍCIOS 2.6 (Página 105) 

(Esboços dos gráficos dos Exercícios de 1 a 13 aparecem nas Figs. 2.6-1 a 2.6-13.) | 

1. -3;HMX-3)não existe 3. -3; mA. ge) = g(—-3) 5.4; h(4) não existe 7.4; o Hx) não existe 9. —-2,2; (-—-2) e F(2) não existem 
' a es : E X — ' 

11. —2, 2; G(-2) e G(2) não existem 13.0; = fx) não existe 15. (Veja Fig. 2.3-9) 2, lim g(t) = g(2) 

X—s+ t— 

17. Veja Fig. 2.6-17, 0; lim 'gíx) não existe 19. Veja Fig. 2.3-15, O; XfRO) não existe 21. todos os inteiros; um [2] não existe se k 

X — X— 


for um inteiro qualquer inteiro 23. removível; 4 25. essencial 27. removível; O 29. essencial 31. removível; — À 


6 
33. todos os números reais | 35. todos os números reais exceto 3 37. todos os números reais exceto —-2 e 2 
39. todos os números reais exceto 2  41.todos os números reais exceto | 43.(b)50€e200 45. Veja a Fig. 2.6-45, fé contínua em toda parte 
] Osex<a Pa 
Ja g(0) 3a? fe) Fria 969. Osea <x 








FIGURA 2.6-1 FIGURA 2.6-3 
FIGURA 2.6-5 
y 
O x 
FIGURA 2.6-9 FIGURA 2.6-11 





y 
| y 
o x 
o x 


FIGURA 2.6-13 FIGURA 2.6-17 FIGURA 2.6-45 
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EXERCÍCIOS 2.7 (Página 112) 


1. fo gb) = 49 — x2; contínua em todos os números em (-3,3) 3.(fo O) = x? — 16; contínua em todos os números em 


1 
XxX — 





(-o, -9)9U(4,+0) 5.(fo gx) = x*2; contínua em todos os números positivos 7.(fog)= 


| 
Jx— 2 
FR 
exceto 4 13.(f o gx) = E fa de contínua em todos os números em (-2, -D)D U (1, 2) 


| V|x| — 1 

- 15. contínua; descontínua; descontínua; contínua; descontínua; contínua 17. contínua; contínua; descontínua; contínua, descontínua; contínua 
19. contínua; contínua; contínua; contínua; descontínua 21. contínua; descontínua; descontínua; descontínua; contínua 

23. contínua; contínua; contínua; contínua; descontínua; descontínua 25.[-3,3]) 27.(-0, -4] VU (4, +00) 29.(2, +00) 

31. [0,) U(4, +00) 33.[-2,-D)DU (1,2) 35. Veja Fig. 2.7-35 37. Veja Fig. 2.7-37 39.(-0, -DU[-2,2] UR, +) 

41. (a) VO) = x(8,— 215 — 2x); (0) [0,4] 43. (a) A(x) = x(120 — x); (b) TO, 120) 

(Esboços dos gráficos dos exercícios de 45 a 55 aparecem nas Figs. 2.7-45 a 2.7-55.) 

4S.k=5 41.c=-3,k=4 49.c= + + 5) 5Sl.c= -4 53.fé descontínua em —-2 55. f é descontínua em 1 


57. não; f será continua em [a, c] se Ho g(x) existir e for igual a A(b) 59. VlIO — 3 
E X — á 


5 * contínua em todos os números 


1 
Vx—- 2 


* contínua em todos os números positivos 





exceto2 9.(fo gx) = ; contínua em todos números em (2, +00) 11.(fog)kM) = 





| | = 
FIGURA 2.7-35 ar 
FIGURA 2.7-37 





| 
l 
| 
I 
| 
] 
I 
! 
! 
| 
4 
k 
| 


FIGURA 2.7-45 





FIGURA 2.7-47 





FIGURA 2.7-49 FIGURA 2.7-51 FIGURA 2.7-53 FIGURA 2.7-55 


EXERCÍCIOS 2.8 (Página 122) 


1.4 35 5.5 1% 9.0 11.0. 13.12 15.5 17.+0 19.0 21.0 23.-1 25.3 27.0 29. -4 
31.1 33.0 | 
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TO TE 22]]]]"""[[[[[222220— 
EXERCÍCIOS 2.9 (Página 130) 


1.1 3-1 5.1 72 9-2 11.V3 13. não 








EXERCÍCIOS 2.10 (Página 134) 


1. qualquer intervalo (a, b) onde -2 <a <3eb>3 3. qualquer intervalo (a, b)onde0 <a< lIeb>l 

S. qualquer intervalo (a, b) onde a < -3 e —3 < b< 3 7. qualquer intervalo (a, b) onde -4 <a<0eb>0 

9. (a)(-0, 1) VU (O, +00); (b) (a, b)ondea<k<b<x-IouO<Xa<k<b 11. (a) todos os números no intervalo (=5. 5; 
E: 
2 


(b) (a, bonde -5> <a<b<-20u-2<Xa<b< 13. Veja Fig. 2.10-13 15. Veja Fig. 2.10-15 





FIGURA 2.10-13 | FIGURA 2.10-15 








EXERCÍCIOS DE REVISÃO DO CAPÍTULO 2 (Página 135) 


19 3-6 5Y2 7-4 9.58=Je 11.5=4 13.6=min(i, lo) 15.6=min(l, do) 17.6=Je 19. -> 21.8 


23.3 25.-0 27. + 29,-0 31.3 33. -o 350 37.4 39.5 41.0 43.4 45. TE 47. —+ 
a 





(Esboços dos gráficos dos Exercícios de 49 a 61 aparecem nas Figs. 2-49 a 2-61.) | 

49.y=1,x=4 5L.y=1,x=0 53.y=5,x=2,x=-2 55.) =3,x=-4 57.-2,1;A-2) e fl) não existem 

59. — 2; lim, g(x) não existe 61.0, 1; A(O) não existe, lim A(x) não existe 63. (f o 9x) = 25 — x?; contínua em todos números em(—s5,s5) 
X— — x—>1 E , 


a 
xº — 4 ; ; 
65. (fo gx) = — ===; contínua em todos os números em (-3, -2) U (2,3) 
ig Es: 
Ise x< -—1 
Ose x = —1 | 
67. fo g)() = —lse —-1l < x < 1; contínua em todos os números reais exceto -1 e 1 
Ose x=1 
lIse x>D1l 
69.[-5,5] 71.(-3, -2]U [2,3) 73.(-0, -9U [-4,9)U [4, +00) 75. removível, e 77. essencial 79.0 
81. Veja Fig. 2-81, a = 10,b = —23 83. (a) Veja Fig. 2-83; (b) todos os valores de a; (c) todos os não-inteiros 


Isex x 0 


85. Veja Fig. 2-85. (a) sim; (b) não 87. Veja a função sinal 89. Veja Fig. 2-89,c=V7 91.) = lo E 


95.2 97.3 99. (b) qualquer intervalo (a, b) onde -2 < a < -+ <b<x & 


y 





FIGURA 2-49 | FIGURA 2-51 FIGURA 2:53 | FIGURA 2-55 


Respostas dos Exercícios de Número Ímpar | R-13 

















| FIGURA 2-61 
FIGURA 2-59 | 
FIGURA 2-81 
FIGURA 2-57 
y 
15 
10 
5 
| O 4 
FIGURA 2-83 FIGURA 2-85 FIGURA 2-89 
EXERCÍCIOS 3.1 (Página 147) 
(Esboços dos gráficos dos Exercícios de 1 a 11 aparecem nas Figs. 3.1-1 a 3.1-11.) 
L.-2xX 3.-44 +44 5.3Xxº 1.64 -12 9-- 1U.3%2- 12x +9 13.8x+y+9=0;x-—-8y+58=0 
l h | l 1 2Vã — x, l 1, | y | ,. 
15.6x- y—- 16=0;x+6)-52=0 17.2x+3y-—- 12=0;3x-2y-5=0 19.4x+y=0;x-— 4y =0 21.8x - y —-5=0 
| 1 =13 2 
23.4x + 4y-11=0 25.7 27.0 29.-4x 31.-32 33.—— 35.— | í37.-= —1 
ú | 2x Ox — 27 x 
39. (a) e (0) 7, 6,5, 6,1, 6,01, 6,001, 5, 5,5, 5,9, 5,99, 5,999; (b) e (d) 6 41. (a) e (c) 0,2361, 0,2426, 0,2485, 0,2498, 0,2499; 
| , , 7 
0,2679, 0,2583, 0,2515, 0,2502, 0,2500; (b) e (d) | 43. -10 45. -Z 47. -12 49.-5 51 RR RE e 
(b) 4 128 27 é 242 — 7x 
1 . 
55. FRETE 57. g(la) 61.24 
y 
y 
X 
0) 
y 
20 
=» 10 
x 
0) 4 





| FIGURA 3.1-1 FIGURA 3.1-3 FIGURA 3.1-5 FIGURA 3.1-7 
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Ó 





FIGURA 3,1-9 
- FIGURA 3.1-11 








EXERCÍCIOS 3.2 (Página 155) 


(Esboços dos gráficos dos Exercícios de 1 a 27 aparecem nas Figs. 3.2-1 a 3.2-27.) 

1. (b) sim; (c) 1, — 1; (d) não 3.(b)sim;(c) —1,1; (d) não 5.(b)sim; (0)0, 1; (d) não 7. (b)sim; (0) 0, 0; (d) sim 9. (b)sim; 

(c) não existe, 0; (d) não 11. (b) sim; (c) 8, 8; (d) sim 13. (b) sim; (c) nem um nem outro existem; (d) não 15. (b) sim; (c) —6, —6; 
(d) sim 17. (b) não; (c) 1,0; (d) não 19. (b) não; (c) 12, 12; (d) não 2. (60 29.(a)3; (b)não 31.2 =8,b=-—9 


33. Veja Fig. 3.2-33. (a) 0; (b) 1; (c) não existe 39. (a) (x) = E se 0 <x< 150 


22,5X — 0,05x? se 150 < x «< 250 41. (a)n >; (bD)n>1 





FIGURA 3.2-1 FIGURA 3.2-3 FIGURA 3.2-5 FIGURA 3.2-7 





FIGURA 3.2-9 FIGURA 3.2-11 | FIGURA 3.2-13, 7 FIGURA 3.2-15 


-5 0) 





FIGURA 3.2-17 FIGURA 3.2-19 | FIGURA 3.2-21 | FIGURA 3.2-23 
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x 
O 


FIGURA 3.2-33 


FIGURA 3.2-25 E x 


FIGURA 3.2-27 








EXERCÍCIOS 3.3 (Página 162) 


1.7 3.-2-%W 5sM-Gx+5 17-40 9P-r nd? 13.2 +3-L 5160 + Lim ça 
x X 

19. 335? — 2V3s 21. 708 + 60xº — 15x? — 6 23. - 18,47 — 3y?) | 

| 9. | 2 

si - Us sms Lo 39, MAD a SUDO cg 48 ag SO + 10x + 1 


82 : (x + 5) 


(e — 1? o -1) “d+uB + 
=0 45.28x-y=99;4x-y=3 


37. 12x —- y=20 39.x+207+96=0 41.2x-y=3 43.x+87)+2=0,;x+8y —2 
49. Ux + 2672 + 2x —- 3) SLIM + x+ DA4X + 1) 








EXERCÍCIOS 3.4 (Página 171) 


l 8 V 


1. vit) = 61.18 3.v()=-——=— —1. 5. vt) = 62 — 258 Tv) = a 9.1 < —3, move-se para a direita; 
41? | (4 + 1) 
—-3 <t< 1, move-se para a esquerda; t > 1 move-se para a direita; muda de direção quando t = —3et = 1 11.t< —2, move-se para a direita; 
—2<t< a move-se para a esquerda; £ > Rê move-se para a direita; muda de direção quando t = —-Zet = 
“13.1 < — 3, move-se para a esquerda; —3 < t < 3, move-se para a direita; £ > 3, move-se para a esquerda; muda de direção quando t = —3et = 3 


15. (a) —32 cm/s; (b) — 64 cm/s; (c) 45; (d) — 128 cm/s  17.160cm/s 19. (a) (201, + 24) cm/s; (b) + s 21.(a) 8,600; (b) 8,300; (c) 8,100; 
(d) 8,050; (e) 8 25. (a) —2,9 graus por hora, (b) —3 graus por hora 27. (a) 18.750 litros por minuto; (b) 17.500 litros por minuto | 
29. (a) C'(x) = 3 + 2x; (b) $83; (c) $84 31. (a) R'(x) — 600 — 5x2; (b) $540; (c) $536,95 33. (a) $3,6 milhões por ano; (b) 23,1. %; 
(c) $6,8 milhões por ano; (d) 18,7 % 35. (a) 920 pessoas por ano; (b) 6,1 %; (c) 1.400 pessoas por ano; (d) 6,4 % 

37. (a) lucrativo; (b) não-lucrativo; (c) 90 








EXERCÍCIOS 3.5 (Página 180) 


3.3 cosx S.sec2x - coseclx 7.2cost — tsent) 9. xcosx 11.4cos2x 13. -x2senx 15.3secx2tg” x + 1) 


| E 2 
17. — cosec y(2 cotg? v+1) 19. —- Mz + W)senz + 2cosz 21. A o 23. À — 4sect + sent 25. —êcosp 
| (2 + 12 cosx -— 1 cos t(cos t — 4) (1 — sen y) 
27. (1 - coswlx+cosx + (1-senxx-senx) 29. —SCosecicotgt 314 33,2 35.72 37.2 39.V2 4 
| (cosec t + 2) e: 


43. (a) 0, 0226, 0,2674, 0,4559, 0,4956, 0,4995; 0,8188, 0, 6915, 0,5424, 0,5043, 0,5006; (b) + a 45. (a) 2,2305, 2,0203, 2,0020, 2,0002, 2,0000; 


1,8237, 1,9803, 1,9980, 1,9998, 2,0000; (b) 2 47.(a) — 0,4771, — 0,4886, — 0,4977, — 0,4989, — 0,4998; — 0,5224, — O mis, — 0,5023, — 0,5011, 
— 0,5002; (b) pre 49. (a) 0,4929, 0,5736, 0,6468, 0,6567, 0,6647; 0,9116, 0,7770, 0,6872, 0,6768, 0,6687; b) + “5M.(ajx — y =0; 


DA OO E Rd dO AR O a SUAR O efe O 
55. (a) 4 cos t; (b) v(0) = 4, 7) = 2, v(57)=0, (Em) = -2,vn)=-4 57.(a)3sent; (B) v(0) = 0, (Em) = > d-7) = 543, 


vd) =, VE) = 53, VM) = Um =0 59. “Ê W; (b) 2W 








EXERCÍCIOS 3.6 (Página 189) 


L. Mx +IP ISK+rDE HAS SM! - T+ M-— (SE -—- ZH + T. TR 9. — 12(sen 3x + cos 4x) 
+ 


11. 2sec2xtg' 2x 13.2selxtgx2tg?x + 1) 15.4 cotgtcosect 17. 6(3u? + SGu — I)(12uº — 3u + 5) 
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«—UDx — S)Hax + 3)-MIZx — 17) 210? + Dr — Dr + Ir + ar -r+ 1) 23 FA 
- Nx — VAR —- 2x + 1) 22º — 542? + 22 2 RR) N 
RARE 27. dt E 29. 6t sen(6t? — 2) 31. 6(tg?x — x )Atg x secl x — x) 


2 
33. a Em ET 2) 35. — 12 cos 3x sen(sen 3x) 37.24x + y+39=0;)=0;y=1;y=0;24x- y — 39 = 0. Veja Fig. 3.6-37 
cos* 2y 


(+11) 
41. (a) (57 cos nt — 3x sen at) cm/s; (b) V27 cm/s, 3x cm/s 43. (a) 6.000 sen JE g = 1.854; (b) 6.000 45. (a) 5v3; (b) 10 
47. 329 predadores/semana 49. (a) 3x*; (b) 6 55. Veja Figura 9 na Secção 1.5. 57. Veja Fig. 1.5-37 


39. (a) Bê 1) em/s; (b) O cm/s; Se cm/s 





FIGURA 3.6-37 








EXERCÍCIOS 3.7 (Página 194) 


1. x a(o — So o) 3 4x -—2 | 9 senvt 1 = 3 











Bis Ted Dre : 3 13. ——3 cos 3x 
1 + dx (5 — 3913 (25 — y3)*? vt 2vr 2(sen 3x)? 
Is. dei mo Do 19 SE +10 nl (1 ” 1) 
| Aa 2[(2x — 53x + 1)3]172 Dé - 8 + 9 var: t 
23. 4x5 —- x) MA + Mm + 15x — 4) 25. —— All gm st ag E 2 + sed yy 
aee xyxº — 1 (1 — sen 921 + sen )!2 2Vy a é 


x+5 —1 sen 4z 
33. 35. — Do 3x +3I=6GWãix+I=3IVãx=l: 
6VX = Ex + 1) 94+/9-x/9-x (1 + cos? 227)? á 
pd FR 39. 4x — Sy +9=0 41.x+4y=0 43.(2)0; (b) 5: (c) nenhum valor de ! 


2 
45. (a) 50 centavos por litro; (b) 25 47.100 49.2,7km/min 51. Gra 53. 3x|x| 
| Er 








EXERCÍCIOS 3.8 (Página 198) 


2 /3 
.-Xos, de so 7 Do. zoa nd -eyp=1 43. +y os St 
y 3y2 x? Vx xy — y 2x? + 2 24x2/3y5/3 — x — x 
| 2 + 5x? — aii sen(x — )) tg x sec? x ysenx — sen y 2tgxsecêx + coselx — ») 
17. 19. 21. e Do cama | 23. 25. 
21262 + 3) sen(x - ) — cotg y cosec? y X Cos) + cos x 2tgysec?y + cosecix — )) 


= A 3 3 
qdo PY gg +) ams y=-4 385%- W+M=0 37.-1 39.(1,0,5,5) 
4x — 3y? x) — 6x 4x) — 3x2y 
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41. (a) AQ) = 2Wx — 2, domínio: x > 2; (0) = -2WX — 2, domínio: x > 2; (D)(0) Veja Figs. 3.8-41(a)-(c); (d) fi") = (x — 3” 2, domínio: 
x>2Bf'0)=-—(x- 14, domínio: >2(0S5()x-»-1=0x+y-1= 0 43. (a) Al) = 2 — 9, domínio: |x| >3 
LO) = — x? — 9, domínio: xl > 3; (b)-(c) Veja Fios. 3. 8-43(a)- (O): (D fi) = xx? — 99-12, domínio: |x| > 3; 

f'0) = —xx? — 99-12, domínio: |x] > 3; (e) = DSx+4+9=0:57-47+9=0 45. (a) fi) = 48 — x2 + 2x + 2, dómínio: 


-2<Xx<sb)=-8B-x2+2X+2, domínio: —2 < x < 4; (D)-(c) Veja Figs. 3.8-45(a)(0); (d) "(9 = (1 — 28 — x? + 29) 12, 
domínio: -2<x<4f'(0)=(-I8-x E à domínio: -2 < x < 4; (O =D» - 5=06y+1=0 


47. (a) decrescente a 11,2 nós; (b) crescente a 34,9 nós 49. V3x — y + 5 1y3 = 0; V3x + y +53 =0 


(0) 


FIGURA 3.8-41/b) 


O 


FIGURA 3.8-41(a) 





FIGURA 3.8-41(c) 





-5 O | 
FIGURA 3.8-43(a) | FIGURA 3.8-43(b) | FIGURA 3.8-42(c) 
y y y 
5 5 5 
O X X X 
FIGURA 3.8-45(a) FIGURA 3.8-45(b) FIGURA 3.8-45/c) 








EXERCÍCIOS 3.9 (Página 204) 


1-3 3-2 5. A 1-4 9.5m/s 1. 5emmin 13 = m/min 15.22 m/s 17. 0,0017 cmí/dia 19. 0,0047 cm?/dia 


21. 5 m/min 23.100 kg/m? por minuto. 25. 1287 cm?/s 27. 14m/s 29. $1.020 por semana 31. 875 unidades por mês 


33. decrescente à taxa de SS camisas por semana 37.22 m'/min 39. ar (N97 + 9) m/s = 0,65m/s 41. e m/s 
43. decrescente à taxa de Ta rad/s 
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EXERCÍCIOS 3.10 (Página 211) 


LS) =5x*— 6x2 + 15 Fº) = 200) — 12x Io) =853-1282+7%g"(s) = 248? — 245 S.f 0) = 522 — 5; fº (0) = Jéxi? 
TIO =nd+ Ir =(w+1-2 9. f()=-Btsent?; F'(1) = -I6t cost? - 8sen t? 


2 
11. G'(x) = —2 cotg x cosec? x; G"(x) = 2 cosec? x(3 cotg? x + 1) 13. 9'() = (2 EE 8" 0) = O 


Is.fg)=— DE —frg)=-Svsenx+1 17.24x 19.1.15242x— 1) 21.108sec23x(3tg23x + 1) 23. —32(sen 2x + cos 2%) 
4 


2senx + 1 


4,2 
29. — Ja x 31. - 5 33.v=32 - 188+15;a=6 -— 18; quando O < 1 < 1,a partícula está à direita da origem, está se movendo 


y 
para a direita, a velocidade é decrescente e a aceleração é decrescente; quando 1 < 1 < 9 — 21),a partícula está à direita da origem, está 





se movendo para a esquerda, a velocidade é decrescente e a aceleração é crescente; quando 49 —- 421) < t< 3,a partícula está à esquerda da 
origem, está se movendo para a esquerda, a velocidade é decrescente e a aceleração é crescente; quando 3 < 1 < 5, a partícula está à esquerda 
da origem, está se movendo para a esquerda, a velocidade é crescente e a aceleração é decrescente; quando 5 < t < 9 + 2D, a patícula 
. está à esquerda da origem, está se movendo para a direita, a velocidade é crescente e a aceleração é crescente; quando HO + 2h)<t,a partícula 
está à direita da origem, está se movendo para a direita, a velocidade é crescente e a aceleração é crescente. 35. + S; + m; -— m/s 
37. + S; de E - + m/s 39. + S; +v6 m; +v6 m/s 47.f'(x) = 2|x|, domínio: (- o, +00); fº(x) = 2 dl domínio: 
x 
(-0,0) VU (O, +00) 49. f(x) = 4|]xº|, domínio: (- o, +00); f”(x) = 12x |x|, domínio: (—- o, +00) 51.f”(x) = 24|x|] | 
83. hº0) = (1 0 ONG) + (Fº o op") | - 








EXERCÍCIOS DE REVISÃO DO CAPÍTULO 3 (Página 212) 


2 
Lis? - 14x +2 3-2 xo 7.608 392 6-4 9, = mn 11. 425? — 35 + (652 — 3) 





1— 2 2 2 1/24,.2 -1/2 1 1 l 
TT ——— 15. x(4x? — 13x? — 1/24x? — 4) 17. (x + I)senx + xcosx 19.tg— — — se? — 
3x2 303 + 1 G x x x | 
2 as 

q. Ml +t)seclrtgr-2rsedr 3 nawcos(cos3w) + 6sendw 25. E q», ] 29 Co. 

d+ 1) | 3y2? — 8y dx? — Ile — dx? — 1) sen x sen » 
31. 2x + 3x) + (x* + Px? + 200! + 4x3 + D) 33. teia 35.x—-2)+9=0;21x-54)-7=0 37.5x-4y-6=0: 

sec! y — x 
dx + 5) — 13=0 39.(-1,0) 41. -33 — 20)*2 43.x< -3oux>-1 45.(a)t=3,t=8:(b)quandor=0,v=ã24, 
e a partícula está se movendo para a direita; quando t = 3, v = —15,e a partícula está se movendo para a esquerda; quando t = 8, v = 40, 
ea partícula está se movendo para a direita 47. v2=45-ss-3Ia=l6-ss 49. (a) 32 m/s; (b) 256 m; (c) 7 s; (d) — 128 m/s 
PÁ 1 x+1 x 
51. (a) 8,005; (b) 8 53.(a)3.312,22:(b)3.212,5 5Ss.-l 5.--Lo sola. Mx +12) —- |xDj-20 O - +) 
' 4x — 3 ? x + 1] |x| 
63. (a) Veja Fig. 3-63; (b) contínua em 3; (c) não-derivável em 3 65. (a) Veja Fig. 3-65; (D) 0; (0) 0 67.4 = ->, b = + 
69. (a) C'(x) = 2x + 40; (b) $80; (c) $81 71. 648 peixes/semana 77. 10,6nós 79. Ea cm/s = 0,26 cm/s 81.9,6 m/s 
85. fo) = |xl, go) = x? 89. não; se fl) = l eg(x) = x + 1, então fe g são deriváveis em 0; de qualquer modo, 
og) = — ef og não é derivável em O 
y | sy 
10 | 
5 
5 
O X 
x - 

O FIGURA 3-65 


“ FIGURA 3:63 
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EXERCÍCIOS 4.1 (Página 223) 


(Esboços dos gráficos dos Exercícios de 21 a 57 que aparecem nas Figs. 4.1-21 a 4.1-57.). 
1. -s, + 3.-3,-1,1 5.0,2 7.-2,0,2 9.nãotemnúmeroscríticos 11.não tem númeroscríticos 13. Ska , quando k é um inteiro qualquer 


15. + (Qk + Da, onde k é um inteiro qualquer 17. Ska, onde k é um inteiro qualquer 19. -1, a, 2 2U.mín.abs.: A2) = —2 
23. não tem extremos abs. 25. mín. abs.: A-S-n) = —1; máx. abs.: X0) = 2 27. min. abs.: (3) = 0 29. mín. abs.: A(S) = 1 


31. mín. abs.: F(4) = 1 33. mín. abs.: g(0) = 2 35. máx. abs.:f(5) = 2 37 mín. abs.: 2) = O 39. mín. abs.: g(0) = 1. 

41. mín. abs.: 9(-3) = —46; máx. abs.: g(-1) = — 10 43. mín. abs.: f(—-2) = 0; máx. abs.: f(—-4) = 144 45. mín. abs.: /(Q2) = 0; 
máx. abs.: (3) = 25 47. min. abs.: H-=5n) = —2; máx. abs.: fm) = 2 49. não tem extremos abs. 5lmín.abs.: H(—-1) = -1; 
máx. abs.: f(2) = | 53. mín.abs.: (1) = —2; máx. abs.: (0) = —3 55. mín. abs.: F(-3) = —13; máx. abs.: P(3) = 7 

57. min. abs.: f(—- 1) = 0; máx. abs.: f(1) = 3/4 | 
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EXERCÍCIOS 4.2 (Página 229) 


1. E cm 3.60mpor 60m 5.60m por 120m 7. T 9. 12V3 unidades quad. 1l.deAaPa C, onde P fica a 8 km abaixo de B 
13. de 4a PaC,ondePficaa4kmrio abaixo de B 15. 4r 17.225 19.400 21.30 23.0 raio é 3/7 cm, a altura é 6/7 cm. 
25. 2 cm por - cm por JO cm 27. (a) SO — 6/41 unidades = (dl — 3) unidades = 3,4 unidades; 

(b) V5SO + 6,41 unidades = (41 + 3) unidades = 9,4 unidades 29, Sh 33. a largura é 48V3 cm; a espessura é 48V6 cm: 


35. (a) o raio da circunferência é - Z mea extensão do lado do quadrado é - a F 
(b) o raio da circunferência é = m e não há quadrado 








m; 


“EXERCÍCIOS 4.3 (Página 235) 


1.2 3j7 5.7 1% 9.0 11. (b) (i), Ci), (ii) satisfeitas; (0) (É, -LY6) 13. (b) () não satisfeita 15. (b) (i) não satisfeita 


17.4 19.cosc = 2, c = 0,8807 21. (i) não satisfeita 23. (ii) não satisfeita 29. + 


| é 
EXERCÍCIOS 4.4 (Página 240) 


(Esboços dos gráficos dos Exercícios de 1 a 39 aparecem nas Figs. 4.4-1 a 4.4-39.) 

1. (a)e (b) f(2) = —5, mín. rel.; (c) [2, + 00); (d)(—- 00,2] 3. (De) = = máx. rel.; f(1) = —1, mín. rel; (Do, =], (1, +00); (1-5, 1] 
5. (a) e (b) f(0) = 2, máx. rel.; f(3) = —25, mín. rel.; (c) (— oo, 0], [3, + 0); (d) [0,3] 7. (a)e (b) f tem um valor máx. rel. de 4 se 

x = (4k + l)x, onde k é um inteiro qualquer; f tem um valor mín. rel. de —4 se x = (4k + 3)x onde k é um inteiro qualquer; (c) [(4k — 1x, 
(4k + 1)x], onde k é um inteiro qualquer; (d) [(4k + 1)x, (4k + 3)x], onde k é um inteiro qualquer 9. (3) e (b) /(0) = 0, mín. rel.; 
TO) = 4» máx. rel.; f(2) = 0, mín. rel.; (c) [0, 1], [2, +00); (d) (- 00,0], [1,2] IL(De6)H-2) = —E, máx. rel; f(-1) = - É, 
mín. rel.; f(1) = 45, máx. rel.; f(2) = Jg mín. rel.; (0) (— 00, —2], [-1, 1), [2, +00); [-2, — 1), [1,2] 13. (a) e (b) não tem extremos Tel.; 
(c) (0, + co); (d) em nenhumintervalo 15. (a)e(b) AD = 12, mín. rel.; (c) (— co, 0), N3, + 00); (d) (0, v2) 17. (a)e (b) 1) ss see, máx. rel.; 
f() = 0, mín. rel.; (c) (— oo, +, 1, + 00); (d) 5, 1] 19. (a) e (b) f(2) = 4, máx. rel.; (c) (— oo, 2]; (d) [2, 3) 
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2U.(Je(bDH-!) = 2, máx. rel.; à SU), = -2, min. Fel. ; ()(— co, — 1), LI, +eo); (d) [- 1,1] 23. (a) e (Db) A4) = 2, máx. rel.; (() (— o, a; 
(d) [4, +0) 25. (De) AG) = — +, mín. rel.; (0) 7, E (d) (- =» 3] 27. (a) e (b) f tem um valor máx. rel. de -Asex- 2H + Leg, 
onde k é um inteiro qua ques f tem um valor min. rel. de z se É = 2a, onde k é o inteiro qua que: (e) IH E Ska + kn), 

(7 + ka, a + kal, onde k é um inteiro qualquer; E fm Ly + Dk, Rd +: km), (Ga + ka, 1 + kal, onde k é um inteiro 
qualquer 29. (a)e(b) f(— 1) = 0, máx. rel.; (1) = —V4, mín. rel.;(c)(=c0, -1), (1, +o); (d) [- 1,1] 31. (D)eDA-2) = 5, máx. rel.; 

f(0) =-1, mín. rel.; (0) (— co, —2), [0, +00); (d) [-2,0] 33. () e (Db A-1) = 2, máx. rel.; (0) = 1, mín. rel.; (2) = 5, máx. rel.: 
(c) (- 00, — 1), T0, 2); (d) [-1, 0], 2, +00) 35. (a) e (bd) f(-9) = —8, mín. rel.; (-7) = —4, máx. rel.; f(—-4) = —5, mín. rel.; 
f(0) = —3, máx. rel.; f(2) = — 7, mín. rel.;(c) [-9, — 7], [—- 4,0), [2, + 0); (d)(— 0, —9], [-7, — 4), [0,2] 37. (a) e (b) não tem extremos rel.; 
(c) [0, + co); (d) em nenhum intervalo 39. (a) e (b) f(4) = 1 Ya, máx. rel.; (C) (—4, 4); (d) (- 00, —4), [4, +00) 43.4 = —-3,b =7 
4S.a=-2,b=9,c=-12,d=7 

y y 
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EXERCÍCIOS 4.5 (Página 248) 
(Esboços dos gráficos dos Exercícios de 1 a 23 aparecem nas Figs. 4.5-1 a 4.5-23.) 
1. (0, 0); côncavo para baixo para x < 0; côncavo para cima parax > 0 3. (5, +; côncavo para baixo para x < -—+ côncavo para cima 


para x > -—+ 5. (0, 0), (4, — 256); côncavo para cima para x < 0ex> 4; côncavo para baixo para 0 < x < 4 7.(1,0); 


côncavo para baixo para x < 1; côncavo para cima para x > 1 9.(-2, 0); côncavo para cima para x < —2; côncavo para baixo para x > -—2 
M.(-1,5 +, 4,5 ); côncavo para cima parax < — lex > 1; côncavo para baixo para -I < x < 1 13.(- +, 0), (-A 3 Eid 0), (0, 0), GS mx, O), 
7, 0); côncavo para cima para -x < x < — a, — a <x<O0Oe E <zx< a; côncavo para baixo para — sa <x< -Sa, 
O<x< 37 e +m <x<m 15.(0, 0): côncavo para baixo para —-x < x < 0; côncavo para cima para 0 < x < 7 | 

17. não tem pt. de infl.; côncavo para cima para x < 2; côncavo para baixo para x > 2  19.(0, 0); côncavo para cima para x < 0; 
côncavo para baixo para x > O 21. (0, 0); côncavo para baixo para x < 0; côncavo para cima para x > O 23. (2, 3); 

côncavo para cima para x < 2; côncavo para baixo para x > 2 25.a=-l,b=3 2%.a=2b=-6c=0,d=3 

29. (a) (Gr + kz, 0) onde k é um inteiro qualquer; (b) — 1 em (x + kz, 0) se k for um inteiro par, 1 em (x + kz, 0) se k for um inteiro ímpar 


31. Ga + ka, 0), onde k é um inteiro qualquer; — 1 em todos os pts. de infl. 


(Esboços dos gráficos dos Exercícios de 33 a 47 aparecem nas Figs. 4.5-33 a 4.5-47.) 
49. sim 51. 10h40 da manhã. 
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“EXERCÍCIOS 4.6 (Página 253) 


(Esboços dos gráficos dos Exercícios de 1 a 25 aparecem nas Figs. 4.6-1 a 4.6-25.) 

1. 1) = +, mín. rel.; côncavo para cima em toda parte 3. 1 = E, máx. rel.; (— 1) = —11, mín. rel.; E. , ponto de infl.; 
“côncavo para cima para x < + côncavo para baixo para x > + 5. 9(0) = 3, máx. rel.; (2) = =, mín. rel.; (1, E) ponto de infl.; 
côncavo para baixo para x < 1; côncavo para cima parax > 1  7.$f(4) = 0, mín. rel.; côncavo para cima em toda parte 9. mn) = See, 
mín. rel.; A(O) = 0, máx. rel.; A(1) = —— mín. rel.; pontos de infl. em x = + + (37); côncavo para cima para x < a —- 30ex> Gu + 437); 
côncavo para baixo para (1 = 437) €< X < PAO! +37) 11. R&n) = —1, mín. rel.; MO) = 1, máx. rel.; 7, 0), ponto de infl.; . 
côncavo para baixo para -=7 <x< sa: côncavo para cima para Za <x< +a 3.1) — A, min. rel.; (— 2,0), (— 1, — 1), pontos de infl.; 
côncavo para cima para x < —-2ex > —1; côncavo para baixo para —2 < x<-1 15. f(1) = 8, min. rel.; (3, Jó v3), ponto de infl.; 


côncavo para cima para O < x <-3; côncavo para baixo para x > 3 17.h(-2) = —2, mín. rel.; côncavo para cima para x > — 3 

19. F(27) = 9, máx. rel.; (0, 0), (216, 0), pontos de infl.; côncavo para'cima para x < 0e x > 216; côncavo para baixo para O < x < 216 
21.f(=1) = —2, mín. rel.; f(1) = 2, máx. rel.;(0, 0), (—+V2, — VD), (G-V2, 4 V2), pontos de infl.; côncavo para cima para x < -+vZe 
0<x< + v2; côncavo para baixo para -+v2 <x<0ex> +v2 23. f(0) = 0, mín. rel.; côncavo para cima em-.toda parte - 

25. não tem extremos rel.; (-Sa, -2), (=57, -+a), (Ga, 7), Ga, >), pontos de infl.; côncavo para baixo para —27 < x < -Sa, 
-2a <x< 5a esa < x < 27; côncavo para cima para -57 <x< -5a e 5a <x< Sa - 27. cos kz = 1, onde k é qualquer inteiro par, 
máx. rel.; cos kz = —1, onde k é qualquer inteiro ímpar, mín. rel. 29. cosec( + 2kn) = 1, onde k é qualquer inteiro, mín. rel.; 

cosec(5 7 + 2kr) = —1, onde k é qualquer inteiro, máx. rel. 


- (Esboços dos gráficos dos Exercícios de 31 a 35 aparecem nas Figs. 4.6-31 a 4.6-41.) 
43. f tem um mín. rel. em x = +v2 e um máx. rel. em x = -5v3 
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EXERCÍCIOS 4.7 (Página 259) 


(Esboços dos gráficos dos Exercícios de 1 a 57 aparecem nas Figs. 4.7-1 a 4.7-57.) 
lx=1,yp=x+1 3.x=3,y=x+3 5.x=-2,y)=x-6 Tx=0,y=x+2 9.f—-1) = 5, máx. rel.; f(1) = —3, mín. rel.; 
(O, 1), ponto de infl.; crescente em (—- co, — 1] e [1, + 0); decrescente em [— 1, 1]; côncavo para baixo para x < 0; 

côncavo para cima parax > O 11.5) = -—+, mín. rel.; (0, 0), (1, — 1), pontos de infl.; crescente em EM + 00); 


decrescente e = 0, +] o ada cima para x < 0ex > 1; côncavo para baixo para 0 < x < 1 13./(-3) = 5, máx rel.; 

HD = — JE , min. rel.; (-> z » 27 +, ponto de infl.; crescente em (— co, — 3] e [->, + 00); Ea em [-3, -5]; 

côncavo para baixo para x < —=; côncavo para cima para x > —+ 15. Ro = 1, min. rel.; (5 E +), (1, 2), pe de infl.; 

decrescente em e co, 0]; Es em [0, + 0); côncavo Es cima para x < 5 ex > 1; côncavo para baixo para 5 +<xc<l 

17. M—-D = +, min. rel.; f(0) = 1, máx. rel.; (2) = , mín. rel.; pontos ER infl. em x = End! + v7); decrescente em (—- co, — 1] e [0, 2); 
crescente em [- 1, 0] e [2, + 0); côncavo para cima para x < RO! - VDex> HI + V7); côncavo para baixo para (1 —-VD)<x< RÉ + )7) 


19. f(0) = 2, min. rel.; não tem pontos de infl.; decrescente em (— co, 0]; crescente em [0, + co); côncavo para cima em toda parte 

21. f(0) = O, mín. rel., não tem pontos de infl.; decrescente em (— co, 0]; crescente em [0, + co); côncavo para cima em toda parte 

23. não tem extremos relativos; (0, 0) ponto de infl. com tangente horizontal; crescente em (— co, + co); côncavo para baixo em (— co, 0); 
côncavo para cima em (0, + co) 25. não tem extremos relativos; (2, 0) ponto de infl.; decrescente em (— oo, + 00); 

côncavo para cima para x < 2; côncavo para baixo para x > 2 27. IG) = Ae + máx. rel.; (2) = 0, min. se pontos de infl. em (— 1,0) e 


Xx= +(8 + 3v6); crescente em (— co, +] e [2, + 0); decrescente em [É » 2]; côncavo para baixo para x < — leg (8 — 3/6) < x < +5(8 + 3/6); 
côncavo para cima para — 1 < x < +5(8 —- 3V/69ex> +5(8 + 36) 29. H—S) = e » máx. rel.; MO) = O, mín. rel.; (— 1, 2), ponto de infl.; 
crescente em (— co, -] e [0, + co); decrescente em [-=5, 0); côncavo para baixo para x < — 1; côncavo para cima para x > —1 

31. f(=7) = —3, mín. rel.; f(0) = 3, máx. rel.; (57) = —3, mín. rel.; (— 57, 0), (7, 0), (G7, 0), (57, 0), pontos de infl.; 
decrescenteem [— 7, ->2] e (o, 54]; crescente em [=57, 0Je a, x]; côncavo para baixo para — x < x < -=a, -=a <x< +a cia <x<r; 
côncavo para cima para — 2a <x< -2a e +a <x< Sm 3357, 0), mín. rel.; não tem pontos de infl.; crescente em (0, =) e 57, x); 
côncavo para baixo para O < x < Rd e a <x<ax 35. não tem extremos relativos; (0, 0), ponto de infl; crescente (— x, 1); 


côncavo para baixo para - x < x < 0; côncavo para cima para 0 < x < 7m;x = —-mxex = ga sãoassintotas 37.f (= 2) = v2, máx. rel.; 
Hm) = —v2, min. E SG) = V2, ne rel; SG é 7) = —v2, mín. Fa : (5a, 0), (=, 0), Gr, 0), Ga, 0), pontos de infl.; 
crescente em [— 27, — =), [- É et +74] e [- 77, 27]; decrescente em [=+ ZA, -=a] e 7, =-n); côncavo para baixo para — 271 < x < “2a, 


-An<x<igela<x<27; côncavo paracimapara Sn <x< -Iredna<x< Tm 39.10) = 0, máx. rel.; A2) = 4, mín. rel.; 


não tem pontos de infl.; crescente em (— co, 0] e [2, + co); decrescente em [0, 1) e (1, 2]; côncavo para baixo para x < 1; côncavo para cima para 
x>l;x=ley=x+ Isãoassíntotas 41./(0) = —1, máx. rel.; não tem pontos de infl.; crescente em (—- co, — 1) e (— 1, 0]; 

decrescente em [0, 1) e (1, + co); côncavo para cima para x < — l ex > 1; côncavo para baixopara -I<x<1l;y=1,x=-lex=lsãoassíntotas 
43. H(-1) = —1, mín. rel.; f(1) = t, máx. rel.; (— 3, — 3), (0, 0) e (3, À > 3), pontos de infl.; decrescente em (— 00, — 1] e [1, +00); 
crescente em [— 1, 1); côncavo para baixo para x < —- V3e0 < x < v3; côncavo para cima para —V3 < x < 0ex > V3;y = O é uma assíntota 
45. f(0) = 0, mín. rel.; f(1) = 1, máx. rel.; não tem pontos de infl.; decrescente em (— co, 0] e [1, + co); crescente em [0, 1); côncavo para baixo 
parax<0ex>0 47.f(1) = —1,mín. rel.; não tem pontos de infl.; decrescente em (— oo, 1]; crescente em [1, + c0); côncavo para cima para todo x 
49. não tem extremos relativos; (3, 2), ponto de infl.; crescente em (— co, + c0); côncavo para baixo para x > 3; côncavo para cima para x < 3 
51. não tem extremos relativos; (3, 2), ponto de ai: com tangente horizontal; crescente em (— co, + co); côncavo para baixo para x < 3: concavo 
para cima parax > 3  53./(0) = 0, mín. rel.; fé e = es, S, máx. rel.; ponto de infl. em x = +5(48 — 8v6); decrescente em (— oo, 0] e é e , 4]; 


crescente em (0, +; côncavo para cima para x < + (48 — 8v6); côncavo para baixo para +5(48 —- 8V) <x<4 55. HS) = + 6, máx. rel.; 
não tem pontos de infl.; crescente em (— co, — 2; decrescente em [-&, 0]; côncavo para baixo parax < O  57.f(—1) = 0, máx.rel.; (1) = — V4 4, 


min. rel.; (2, 0), ponto de infl.; crescente em (— co, — 1] e [1, + 0); decrescente em [— 1, 1); côncavo para cima para x < —-le —-]< x< 2; 
“côncavo para baixo para x > 2 
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EXERCÍCIOS 4.8 (Página 267) 
1. /(0) = 0, mín. abs. 3. não existe 5. (4) = + min. abs. 7. não existe 9.HMX-2) = — 13, mín. abs. 


11. 9g(-1) = -2, máx. abs. 13.80) = 0, mín. abs.; Av2) = 3, máx. abs.  15.M- +m) = v3, mín. abs. 17.45m x 60m 
19.6cm x 9cm 21.12cm x 4cm x 6cm 23.2X-y+1=0 25.1 mês; 7,5% 27. altura 4 Y4 cm; raio, Vá cm 
29. 40 unidades 31.$1.500 33.(5,5) | 


35. raio do semicírculo, 








na m; altura do retângulo, E m 37.90km/h 39. SE s 41. 5vVSm 43.V2 45.27 47.Sa 


EXERCÍCIOS 4.9 (Página 276) 


1.45 3.) =0,167; NT0 -2=054 S.(a)(-3-4%) Ax — HAM; (b) (-3-4%) Ax; (0) — AA)? 
7. (a) Ox? — 20) Ax + (Gx — IAM? + (Ax)?; (b) (3x? — 2x) Ax; (0) Ox — IXAX)? + (AX)? 
— 24x -2Ax . 10%) 
9. ()——— DE gym. 
did (e — Dix + Ax — 1) di (e — 1)? E (x — Dx + Ax — 1) | 
13. (a) 7 = 0,0238; (b) % = 0,025; (c) — sig = —0,0012 15. (a) 0,875; (b) — 1,5; (0) 0,625 17.3(3x2 — 2x + 1)6x — 2) dx 


11. (a) 0,0309; (b) 0,03; (c) 0,0009 


R-28 Respostas dos Exercícios de Número Ímpar 


2 | | 
19, (dx + 18x) dx db e sena O cor a) ar 23.2 tg x sec? x2 tg? x + D)dx 25. - ad 2. - 
x 


32x + 3927 , (2 - sen x)? 4y 
3 9 - 3 cost 9x 
31. (a) dy dt; (b) FT (c) 4 33. (a) dx 2sentdt, dy = 3 cost dt; (b) E (c) 4y 


35. (a) 6,75 cm?; (b) 0,3 cm? 37. J2zm' 39.0,47cm? 41.0,9mcm! 43.4% 45.10cm? 








EXERCÍCIOS 4.10 (Página 281) 


1.4,1179 3. —1,1673 5.2,649 7.0,507 9. —1,128  11.1,73205 13. 1,81712 15. 0,7391 17. 0,8767 
19. 2,0288, 4,9132 21. 3,14159 


"""""""""""ÕÃUÚUM]J===5====]2==[[]|][[- [e 
EXERCÍCIOS DE REVISÃO DO CAPÍTULO 4 (Página 282) 


(Esboços dos gráficos dos Exercícios de 1 a 31 aparecem nas Figs. 4-1 a 4-31.) 


1.mín. abs.:A-5) = 0 3.mín.abs.: Al) = — 5; máx. abs.: 2) = 64 5. mín. abs.: (3) = 0; máx. abs.: AO) = 

7. mín. abs.: /(V6) = 0; máx. abs.: /(5) = 361 9. mín. abs.: H(—- 47) = —2: máx. abs.: fl) = 2 11. máx. abs.: f(G5) =v3 
13. H-—2) = 0, máx. rel.; AO) = —4, mín. rel.; (— 1, — 2), ponto de inflexão; crescente em (- o, —2] e [0, + 0); decrescente em 

[— 2, 0]; côncavo para baixo para x < —1; côncavo para cima para x > —1 

15. LS) = EE máx. rel.; f(4) = O, mín. rel.; ponto de inflexão em x = E ex = 8 + 36); crescente em (— oo, * e lá, + o); 


Eesteaenia em [É : 4]; côncavo para cima para —2 < x < +(8 - W6)ex>5 (8 + 3v6); côncavo para baixo para x < - 2€ 

E (8 — 3/6) < x < =(8 + 3/6) 17. não tem extremos relativos, (4, — 3), ponto de inflexão; crescente em (— 0, + co); côncavo para cima 
para x < 4; côncavo para baixo para x > 4 a HO) = E min. rel.; (& : 3), (— + ; +), Penas de pg sale em (— co, O]; crescente 
em [0, + co); côncavo para baixo para x < — + ex > >: côncavo para cima para — + <x<— à sy = é uma assíntota 


21. X0) = 0, máx. rel.; não tem pontos de inflexão; crescente em (- o, —2)e(- 2,0]; dec em [0, 2) e sa + co); côncavo para a para 
x< —2ex> 2; côncavo para baixo para -2 < x<2;y=5,x=-2ex= 25sãoassíntotas 23. XO) = 0, máx. rel.; A6) = 

Sra rel.; não tem pontos de inflexão; crescente em (— co, 0] e [6, + co); decrescente em [0, 3) e (3, 6]; côncavo para baixo para x < 3; a 

para cima parax > 3)x = 3ey =x+ 3sãoassíntotas 25.1) = 0, mín. rel.; não tem pontos de inflexão; decrescente em (— co, 1]; crescente 

em (1, + o); côncavo para cima para x 27. não tem extremos relativos; (3, 1), ponto de inflexão; crescente em (— oo, + co); côncavo para baixo 

para x < 3; côncavo para cima parax > 3 29.fA-1) = 0,mín. rel.: (0) = 9, máx. rel. 3 S3) = 0, mín. rel.; Renas, de inflexão em x = t= = 45; 


decrescente em (— co, — 1] y [0, 3]; crescente em [—1, 0] e [3, + co); côncavo para cima para x < — 55 Sex > 5 =5; 

côncavo para baixo ui — - VS<r<+ 2vs 31. Mo 77) = —v2, mín. rel. PATA = v2, máx. ps G x, 0), aa de ada dee em 
[— S7, — +14] e [x Mr Ee crescente em [- z7, 8 2-7]; côncavo para cima para — Sn <x< ; 2%; côncavo para baixo para Rd <x< ; em: 
33. 31 — Er 13) 35. — sé 41. rara 43. ponto de inflexão em (0,2); côncavo para baixo para x< 0; côncavo para cima para x > O 
4S.a=2,b=-6,c=3 51.66 55.20cm x 20cm x I0cm 57.%2kcm x Y2kcm x 13/2kcm 59.1.500 61. 12 km do ponto 


a partir do banco próximo 65. $1.800 67. 25 radios; $525 
69. > s; a velocidade da partícula movendo-se pan é de 1 cm/s; a velocidade da partícula movendo- se verticalmente é de 3 cm/s 


nm + w23)/2m 73.9m x I8m 75.0 raio é >r cm ea altitude é3h cm 77.0 arame deve ser cortado ao meio 





79. 1.000; $11 81.(a) —0,16; (b) —0,64 83.27 cm” 85. um erro de aproximadamente 7 E s 91.1,168 93. 1,9622 
y y y y 
50 300 
X , 
5 

FIGURA 4-1 | 100 

o) E RR gi ' 

FIGURA 4-3 e ? 


FIGURA 4-7 
O 


FIGURA 4-5 
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mos TA2 


= —TA> 





| 
| 
| 


FIGURA 4-9 FIGURA 4-11 FIGURA 4-13 





FIGURA 4-17 FIGURA 4-19 FIGURA 4-21 — FIGURA 4:23 





FIGURA 4-25 FIGURA 4-27 FIGURA 4-29 FIGURA 4-31' 








EXERCÍCIOS 5.1 (Página 294) 


1 
2x? 
su-Bsdiro mts om) - + sx+C 19.42 + Gu 4 CO Gn — Sr? + C 

23. - + — + + 5x + €C 25. Ex? + 037? - 82240 0. 5x + xt + C 29.-3cost- 2sent+C 

31. secx + C 33.-4cosecx+2tgx+C 35.-2cotg0-3tg0+0+C I.y=x]-3x+2 

39.3y = 2x3 + 3x2 +2x+6 4LIZy=-x!+6x2-20x+27 43.Cm) =x) + 4x2 + 4x + 6 

45. (a) Cl) = 3x2 + 8; (D) $800 47.(a) RG) = 15x — 2x2; (b)p = 15 — 2x 49.117xmº 51. g não é diferenciável em (—1, 1) 





LSX+C 3- +C SuU+Cc 13240 ASHBA4C Mxt+i+C 13.598 Sy!+C 


DD e een 
[+++ >> TT CCDJJDJDJDJDJDD)DD39TZ27 FCC]... ..oeztkz<z e 


EXERCÍCIOS 5.2 (Página 302) 

L-dd-gL+c 3-S6-DL4C SiW PAC Tt - Disc 9.-GO—- 4x)? + C 

11557 +c 3-4 c aIsSa+ -x+ D+ Cc 17. -Ed-nS+Id-nf+c 
-2 


19. -20-m2+ 50-29? “TG -2)2+C 2dsendgo+C 23.-2c0sx)+C 25.Stg5x+C 


R-30 | Respostas dos Exercícios de Número Ímpar 


3/2 
27. -A cosec3p2 + C 29. (2 +senW)f+C 31.-2 (1 + +) +C 3. -Sl+cs)2+c 35. -Lcos!t+C 


3. tg2x—- ctg +C 39.-AvVi-2senix+C dl FI FI+C 43.0 + C 
2 tg 2 cotg 3 sen 5x 3X nê 40x] + 2x] + 1) 


4 
Vx? + 4 
53. (a) 2x + 4x? + 3x + x + CMF + IN +C s5(a) Ex - 2x + MZ 4 Cb) EX - 1) +C 


Ss. 3-9) -183 -)2+4C 4.34 D4C 49. X+ra+ + C Sl.cos(cosx) + C 


57. (a) sen? x + C;(b) -costx + Ci) Ses +c 9. C)=L/xra+ E p= +22 631 coulombs 


x + 5 
65. $325 67.3,1 um? 


= —— ro 200—— eae ra 


EXERCÍCIOS 5.3 (Página 310) 


1.y=2%] -5Sx+C Iy=x+x2-7MX+40C Sy=— 2 T.2WMNl+ul=3I2+C 9tgex-tgy+Y=C 
3x? + C | 
St x* E 1 1.3 2 
Ma o a Eq > 13.s = —S(sen3t + cos) + Ct+ CO 1ISs.y= 5x] —- x 4x + 6 


17.4sen3Ix + 6cos2p + 7=0 19.u=3Iv!+4v3)4+2v2+4+2v Bs = (2 + 4)? - 

B.v=2+5 -Ps=urçt-çO av=tirt-gs=Lrislo-g+1 

27.v = —22 sen (2 —- +27),s = v2 cos (2t - >") 29.1.6005 = v2 + 1.200 31.582 +49 =v2+12 33.(a)4s; 
(b) 20m/s; (c0)2s;(d)20m 35.(9) 33 = 5,75: (b) 10/33 = 57m/s 37.(2)6,65: (b) 65,7 m/s 


39. (a) v? = —-205 + 1.600; (b) 35,8 m/s 41. > cm à direita da origem  43.1,62m/s? 45.(2)3,475; (b) 48,22 m 
47.20m/sou 72km/h 49.x2?4+2y2=C 


E ]]]]][][][][]]"""TJJ'E0[[[""[[[["["[[52222222]]] [EE [[[[——— 
EXERCÍCIOS 5.4 (Página 322) 

1.51 3.147 5.2025 7.17 9.4 11.57 13.10.40 15,2" 1 17.400 19,08 - 2n3 - 302? - £n 

21. E unidades quad. 23. 15 unidades quad. 25. z unidades quad. 27. 9unidades quad. 29. + unidades quad. 31. ai unidades quad. 


33. + unidades quad. 35. +m(b? — a?) unidades quad. 37. + h(d + bo) unidades quad. 39, 9 unidades quad. 41, 15 unidades quad. 
43. 9 unidades quad. 45. 1,0349 unidades quad. 47. 1,1682 unidades quad. 49. 1,8530 unidades quad. 51. 1,5912 unidades quad. 


TT] TCE ]JçÇC22]"— 


EXERCÍCIOS 5.5 (Página 330) 





LS 3 5.0,835 T.(10+VZ+3VIr 9.9 11.É 13.4) 15.66 17.4 19.20 unidades quad. 
21. 44 unidades quad. 23. + unidades quad. 25. + unidades quad. 27. o unidades quad.  29.0,2672 31. 2,6725 


2 
33. [ x2dx 35. |! A ax 
0 O x 


1 >>]]]——TTTTMSZSEZTTOÕÕ 2222222222 eme e 
EXERCÍCIOS 5.6 (Página 340) 

1.12 3.45 5.-5 7.15 9.0 11.-21 13.-5 15.4 +27 17.%x 19.[24,56) 21.10,64] 23.10,27] 

25. [0,576] 27. [5a 5537] 29./0,6]) 31.(-3, 2 33.[-39037,0) 35.> 37.< 


> DTD] me 


EXERCÍCIOS 5.7 (Página 343) 


1.5V3 3.5350 5.-2+ 2H 7.0 17.0 valor médio é emx = + 19. É; 0,69 21.v = 32t;32 237 


Respostas dos Exercícios de Número Ímpar R-31 








EXERCÍCIOS 5.8 (Página 351) 


1.12 33% 52 1) 9.º n.-8 13.1 15.207-205) 17.2-Y% 19.3É n7 23.42 
25. é mi 29.425 aq dl 33,0 35.5 37.V4+x8 39. -Jsenx 


41. als, 43. 3x23/x6 + 1 45.1 47.0 valormédioé6emx = VI 49.27. Ss. — 55. JE 








EXERCÍCIOS 5.9 (Página 359) 


52 


1. 22 unidades quad. 3. a unidades quad. 5. 5- unidades quad. 7. de 


unidades quad. 9.1 unidade quad. 11. 1 unidade quad. 
13. » unidades quad. 15.5 22 unidades quad. 19. ê unidades quad. 19. dz unidades quad. 21. - unidades quad. 
23. au unidades quad. 25. + unidades quad. 27.45 2º unidades quad. 29. a unidades quad. 31. do unidades quad. 


33. 5 + unidades quad. 35. (V2 — 1) unidades quad. 37. + unidades quad. 39. 12 unidades quad. 41. JE unidades quad. 
43. PA unidades quad. 45. Ga — 1) unidades quad. 47.(1 - +n) unidades quad. 49. + p? unidades Es 51.32 53. SK 








EXERCÍCIOS 5.10 (Página 368) 


1. aproximado: 4,250; exato: 4 3. aproximado: 0; exato: O 5. aproximado: 0,696 7.0,880 9.0,248 11. 3,689 

13. -0,5 < ey <0 15. -0,161 < er < 0,161 17.-0,007 < ez < -— 0,001 19. 4,000 21.0,693 23.0,6045 25.0 

27. -0,0005 < es < 0 29.0,237 31.1,569 33.1,402 35.3,090 37. (a) 15,95; (b) 16,03. 39. 26,6 unidades quad.  41.5,9 km 
43. 4,109 unidades quad. 45.56 47.222 











EXERCÍCIOS DE REVISÃO DO CAPÍTULO 5 (Página 369) 


Loxt- sx + Ix+C 32 + 4932 + C 5. -Icst+C 7.-+co!x+C 9. D+ +C 


pro 239 2 2 fx 1 RE rd 1/2 
UM. G(2+3%x9) + CO 13.5x3x+ GN5x+C Be a ED "E 17.50 + 3)? —- (28 + 3)? + C 


19.-t830-0+C 21.5senx-3secx+C 23. mo(4x + 3)2(30x2 — 18x + 79) + C 25.6 27. — Z 29.0 


3.5 33.1 35.42 37,4 - Ta 9.)= 10 +] 4.y = bi - 02 + Cx+G 


sad + n'+ md + d+ 1x3 + C 45.y=100x-2x2-9 47.(0) RG) = qu) — 5x? + 12x; 
p=Ix-Sx+12 49.(D)V=EU+D2+ + E (d)64 cm) 51.1,46cm? 53.85 


ss.v=3senZ+3s=-Iesu+mn+ ds —3m) 57. 2N8IT m 6% ver és o, = 1125 59.(9)1s;(b) -80m/s 


61. 4.100.656.560 67.[0,7] 69.22 mn. -(x2- 492 73.) 75.0 77. 25 81. 18 unidades quad. 


83. e unidades quad. 85. -(40V5 — 20) unidades quad. 87. 36 unidades quad. 89. + unidades quad. 91. 2V2 unidades quad. 


93. (1x — 1) unidades quad. 95. (b) 47º; (c) 60º; (d) 73º; (e) 75º; (1) 67,5º; (8) 60 + = (V3 + 2) graus = 70,7º 97.2,977 
99. 2,958 101. (a) 1,624; (b) 1,563 103.V3 + 7x  105.12;V3 111.(b) 27 








EXERCÍCIOS 6.1 (Página 381) 





1. Sar unidades cúb. 3. dé ax unidades cúb. 5.647 Rae cúb. 7. Em unidades cúb. 


13. Je x unidades cúb. 15. dE -— x unidades cúb. 17. Sar unidades cúb. 19. sm h(a? + ab + b?) unidades cúb. 21. x unidades cúb. 


23. 57? unidades cúb. 25. (az — 17?) unidades cúb. 27. (VJx — 57?) unidades cúb. 29. 1250 7 unidades cúb. 31. S-x unidades cúb. 


33. Zé x unidades cúb. 35. Jé q unidades cúb. 37. 1807 cm' 39. (É rn? — 2v3n) unidades cúb. 41.2 43. al y3 cm? 


45. Stcm? 47. Sr? unidades cúb. 49. Sr? cm? 


9. É munidades cúb. 11. à. e x unidades cúb. 


R-32 Respostas dos Exercícios de Número Ímpar 








EXERCÍCIOS 6.2 (Página 387) 


13. 7-7 unidades cúb. 15. 7y7 unidades cúb. 17. 7 unidades cúb. 19. Sa po cúb. 21. 167 a cúb. 





23. 45 7 unidades cúb. 25. 457pº unidades cúb. 27. Ex unidades cúb. 29. 1l-z unidades cúb. 31. Ex unidades cúb. 
33. 5º 7 unidades cúb. 35. JE unidades cúb. 37. 142 + VDx unidades cúb. 3. x unidades cúb. 41. Ea unidades cúb. 43. 3/2.744 








EXERCÍCIOS 6.3 (Página 393) 


2 243/2 
1.0 3/7 st arS oo”) n.12 13.2 15.2 q. 8 et E sebxa zaseb= 
, q — 
19.2/3-S 21.2 23.3,8203 25. 1,0894 








EXERCÍCIOS 6.4 (Página 399) 


1. 250 dinas 3.4.000 dinas 5. m/s? 7. + kg 9.4 11.6 13.54kg; + m a partir de um extremo 
15. 171 g; 5,92 mm a partir de um extremo 17.428; Ea cm a partir de um extremo 
19. 31,5 kg; Sê m a partir do extremo com a maior densidade 21. 16 kg; dé m a partir de um extremo 


23. 1,2 m a partir do extremo com a maior densidade 25. x? g/cm 27.12kg/m 








EXERCÍCIOS 6.5 (Página 406) 
Lo) 37 ss) 1065 9.0, n.(É, a 13.(5,-9)- 15.(2,0) 1.5p 
21. O ponto no raio cuja distância do centro da circunferência é 5 vezes O raio. 


23. + nr2h unidades cúb. 25. 54 + 37) xr? unidades cúb. 








EXERCÍCIOS 6.6 (Página 412) 


1. Es 3 LOS crgs s.l(3 + 353) 7. 180€ergs 9.8] 11.1350ergs 13.6.562,5w] 


15. 2567W J 17.13.500] 19.5.500] 21.9.196.87957 ] 23.1.017.9387 ] 25. Ea s 27.23 cm 














EXERCÍCIOS 6.7 (Página 417) 


1. 320pg dinas 3.64g N 5.2,25pg dinas 7.941.760N  9.4.087.500N  11.*%/16,3im = 2,54m 15. 14.000pg N 
17. 100.000pg kg-m 19.12.9798 N 21.250 /409pg N 23. 11.250 V3pg N 








EXERCÍCIOS DE REVISÃO DO CAPÍTULO 6 (Página 418) 


1. sn unidades cúb. 3.7 unidades cúb. 5.7 unidades cúb. 7. 250x unidades cúb. 9. 1.024 unidades cúb. 11. 3x unidades cúb. 


13. &-r unidades cúb. 15. 2vV3 17.558n cm? 19. old (10.999)22 — (2.251)22] = 7,03 2.) 23.(4,2) 
iai 





25. E kg; a m do extremo esquerdo 27. = += 29. (5 55) 31. e +27 mº 33. dm unidades cúb. 35. nx unidades cúb. 
37. AR ergs 39. 400 joules 41. 44.145.000 joules 43. 22: wm joules Es 4,5 wr] 47.90m' 49. E Sadi dd cúb. 
51. 7 m? unidades cúb. 53.2 p;N 55. 22N 














EXERCÍCIOS 7.1 (Página 430) 


1. biunívoca 3. não é biunívoca 5. biunívoca 7. biunívoca 9. biunívoca 11. biunívoca 13. biunívoca 
15. biunívoca 17. não é biunívoca 19.f/-x) = + (x + 7); domínio: (— co, + co), imagem: (—- c0, +00) 21. não tem inversa 


Respostas dos Exercícios de Número Impar R-33 


23. f 1x) = 4 — x: domínio: (— «o, +co), imagem: (— 0, +00) 25. h-!G) = ly? + 3; domínio: [0, +00), imagem: [3, +00) 


27. F- (x) = x? — 1; domínio: (—- o, + 0), imagem: (- 0, +00) 29. não tem inversa 
31. 1 1(%) = 5x5); domínio: (— co, + co), imagem: (— o, Ea) 33. 1 1(%) = Ato, domínio: [x)x x 1), imagem: [p|y = —1) 
35. 97 !(x) = x — 5; domínio: [5, + co), imagem: [0, +00) 37./7 iG) = 1 É/x — 1); domínio: [0, 8], imagem: [- +, 4] 


39. F-1(x) = 49 — x2; domínio: [0, 3], imagem: [0,3] 4.0 ID=I0+3) 4. MSG = x =D 
smrig-E-L grig=ia-s) SMORD=A+rsxZOf=*+4,x<0; 
(O fr!) = E a À domínio: [4, +00); $ !(x) = —Jx — 4; domínio: [4, +00) 
SOLO) =P-x,0<xx<3 HO ="9-x*2),-3<Xx<0; 

x sex < 1 


(O trigo) = 9 — x2, domínio: [0, 3): 510) = — 9 — x?, domínio: [0,3] 58.$-H) = 5 sel<x<8i 


es RR 
729 X sex > 81 








EXERCÍCIOS 7.2 (Página 438) 


un? sy 5.4 7 19.2 2-4 28-28-4035 














3 3 
29. (a) f(x) = 49 — x2, AO) = -/9 — x2: (b) nenhuma tem inversa; (c) a = = EE 7] FE aê a 
A. (DO) = = 0) f-!6) = £,, domínio: (x|x * 0); o L - = 2, ge = 

Rr ii a AR dx “3x ssmvetoL 37.1 39, LL 
33. (a) Ax) E : (b) não tem inversa; (c) E x e EEE « (b) 6; (0) É as So 
EXERCÍCIOS 7.3 (Página 448) | E 
5 5 6 6 In(3t + 1) 2x S$ cos 5y sen (In x) 
| ————  ———— º 5, 7.——————— + .— 11.=2[ 13.-—+""[ 15.2 2x 
4+5x% 8+10&x 3+1 3 +1 12 — 3x) sen 5) x Es 
2 2 

17. St X - x 19.0 Mo dnx—d à PR ra a, Se 5 À a 

do RS | 22w — 9)Gw + 1) dn )? 30 + DO? + 1) 2d + VX + 1 
7 - DI 9,x+4y nO 

Xy + x xy" + x 
(Esboços dos gráficos dos Exercícios de 35 a 41 aparecem nas Figs. 7.3-35 a 7.3-41.) 
3.y=-Tx+5S-ln2 45.)=4x-40 47.4 49. (a) $5 por $1 no orçamento; (b) $688 
| y 











sind FIGURA 7.3-41 
FIGURA 7.3-37 
FIGURA 7.3-35 FIGURA 7.3-39 
EXERCÍCIOS 7.4 (Página 454) 
3x? 3 sen 3x 4 - x* 6 2 
Loo 3 -SSN sasecax T.——T- 92x + D(x- DA6x —2x- 1) 
x +1 cos 3x x + 4) 
qn. X& DE + 3 30x? - 6x + 16) 13. Ei Ss 15. == mê -“X|+C 17.2n(x+49)+C 
(x — 48 e + 1% E 
19. 5 In[Sxº -1/+C 21.5 In|1 + 2sent| + €C 23.5 + In (1 —- cos5x) + € 25. In(i + sen 2x) + + Inlcos 2x| + € 


27.x2? + 4Injx? - 4| + C 29. Injinx) + € 31. 5 In? E + C 3.lnl(dlny? + Inx) + C 35. Eid WM| + € 


37. In5S 39.4 +In2 di. e In(4 + 2/3) 43. TI 47. 5 In 5 = 0,402 49.2.000In 2 N/m? = 1.386 N/m* 


$1. In 4 unidades quad. = 1,386 unidades quad. 53.7n(11+68 E 2) unidades cúb. = 51,978 unidades cúb. 55. In(2 + V3) 
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EXERCÍCIOS 7.5 (Página 462) 


Vx 2 ox 
1.50% 3 -Ge X? 5, -eO*senx TeXcoset+ersenex 9, E selel 4 13. 2x 
2Vx (e* + en? 
2 2x 
15.202 seceX tger + 22 CX ecxtgx 17. -e-* 19. - ae 21. - Se X+C 23.e8-e-*+C 


2e* + 3xy 


l +C Ne -3ln(e*+3)+C 29,62 31.2 33.1 35. 1! - 1) 37.267 39.2,57 


25, —— 
6(1 — 223% 
41. Veja Fig 75-41 43. (e? — 1) unidades quad. 45.y= -1x+7+ Tin? 47.(68 + L)ma=20,586m 49. -46,97N/m?/s 


51.0,0009 53. awe? -e-8)] 55. (b) 2,7181459; 2,7184177; 2,7182818 61. AI) = a max. rel.; (2, 2e ?), ponto de inflexão; 
crescente em (— co, 1]; decrescente em [1, + o); côncavo para baixo para x < 2; côncavo para cima para x > 2. Veja Fig. 7.5-61 





FIGURA 7.5-41 FIGURA 7.5-61 


EXERCÍCIOS 7.6 (Página 468) | 
log, e 


2efiog, x 


15. 3º sec 3º tg 3" In 3) 17.x*-0Dg + + Inx) 19. 2º%2- Ilcosz — z(In 2) sen 2] 


1 (SIn33% 3.40n4)6r S.480M2In4)cos2x 7.2%3%M5In2 + 8xIn3) 9. Logo E 1. 
xXx X 


(logio e)? 
“(Xe + Dlogo(X + 1) 


” 2x 
21. (sen x) *[1 + (Insen x) sec? x] 23.xº lexx Inx + 1) 25. a e + C 23. de + C 29. oe + € 
2 In 3 l + Ina 3 In 10 





e” 
ma E C 33.0,621 35.2,999 45. (a) 61 vendas por dia; (b) 2,26 vendas por dia 49. (a) y = 200 - 2!10, (b) $ 12,800; 


(c) $8877 por ano 51. (e — 1- 4 


In 3 








) unidades quad. = 0,276 unidades quad. 53. ( — 1) x unidades cúb. = 8,297 unidades cúb. 


1 
In 2 
""[["["["["[""""][""["D""E!M![MZ 22] 22222 [[[C == — 
EXERCÍCIOS 7.7 (Página 480) 


1.68,4anos 3.38.720 5.$2.734 7.16.000 9.(2)96%; (b) 66 %  11.1.389 13. (a) $52,59; (b) 10,52 % 
15. 15,9 anos 17.8,7anos 19.43,9g 21.11,6kg 23.6.45lanosatrás 25. (a) 34,7; (b) 55,S' 27. (a) 0,3401; (b) 0,3414 29. 0,8427 





EXERCÍCIOS 7.8 (Página 491) 


ly=— 3.y=Ccosx 5.y=(x+Oe 7Ty=lIIn(l+e)+ Cl O. x=y+ Cy”? 1.y = 5senx+ Ccosec?x 





ET 
 B3.y=8sen?x-2 25.70min 27.(a)Imin42s;(b)42,1º 29.(a)i=3 -3e75%; (b) 3ampêres 31.i= + (e' — em 
33. (a) q = 8 — 41 + 0,011) 100; (b) i = 40(1 + 0,011) "10; (0) 8 coulombs 35. y = (Gu? + Cx$)-18 

371.) = the” + CAM 


15. x = In y(In]ln y| + C) 17.» = x) + 7x? — + 19. p= xe"! + 1) 21.y=5Ssen?x- senxcosx 
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EXERCÍCIOS DE REVISÃO DO CAPÍTULO 7 (Página 492) 


1. (9) ff!) = 3x + 4; dominio: (— co, +co); imagem: (— co, +c0) 3. não tem inversa 








8. 116) = 2: domínio: (x]x = 3); imagem: ]y x 0) (0/0) =x"-1 9.4 11.77 13. 002 
| NA) ] 
15. (-4In 2208 sendx 17 Lc q, Tolo no. 
MM + xo) 1 - x) fogo E: | 


23.2 + xenlx + enx+ 1) 25. 5In (1 +) +C me + E +c) | 29. |. + sê C 


31.—L 5-2 +4+C 33.48 -1) 38. 2in2 34.1+5In> 39, SO te + qm s00 
31In2 e” + xe) + 1º- 

3.v=et-e ty lis=elr+et+t 45. Sal — e); >" 47. 8.212 anos 49. g(x) = —e*; domínio: (— co; +00) 

53. 3.000 In Jergs 55.8,66anos 57. 187.500 59.(a) 32; (D) 43,5; (0) 3,83 61.8,63min 63.(1,6) sent = el!l) 

73. (a) InS> In 5; (b)In2> - In2;(c0)ln2 > In + S.y=x+x 14 Cx”? | 


- Ny=(x+ 2secx-— tgx) 79.(a) i = 10 —- 10(1 + +17 1.000, (b) 10 ampéres  81.73,7º 





EXERCÍCIOS 8.1 (Página 502) 


LO - Gm) IDEM -ImOGmD Sa SMT) - a(o Ta (d) - Sm; (0 
1) SVO SONS) 9.(0) É VIM) 4 VE (O) -NZ; (A) S VZ; (0) —3 o 
(a) -SYE DSO - DV) -7Y5 BD) - SO - VS (OS VS (MD) TVS; (eo) — 55 

IS. Dim -EmDmD- Gm MODA m OD 1. Gmd) - Sm) Tr; (d) —- 57 
Ud dimmO mm Dir 23.61) dm (Am (o) dm (Ddr 25.(9) bm; 6) - Em (O Ea: (9) - Ém 
NON DDS VEM IS 3 SM + IO 35 > (005 + 8VD 37. 55(48 — 2543) 
39. 1 (4/10 + VS) 43. Veja Fig. 8.1-43 45. Veja Fig. 8.1-45 47. Veja Fig. 8.1-47 49. Veja Fig. 8.1-49 


51. (a) ft =asen!Ã- ++ E U fl -+-qsenlÃs + , onde k é um inteiro qualquer; (b) 55, 7» 57 


ELA 





FIGURA 8.1-43 FIGURA 8.1-45 FIGURA 8.1-47 FIGURA 8.1-49 


EXERCÍCIOS 8.2 (Página 509) 
| 2 | x 4 il 2» 
L———— str s-[|— 70 9g-— | iHã——— 13.senT!2y + —+&—— 
/4 — x? | + 4x? x— x e|1 — x? 4+ x? J1 — 47? 
15.2xsec il xo go cosx q. Xi wnza-x 2o3.--—t!o a2s.cotg”! x 


x VI — x? |cos x| d+ x9tg lx 4% — 1 
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24,2 
7-1. — 10 q M+y)GxX +sny) om G+r+2r- VT=060Wk+6-27-W3=0 
cosTixyt — x? 1I- xcosy(l + y?) 
33. [10m  35.0,078 rad/s 37. 2 x km/min 39. 2,4 m/s 41. ERES. FERE 
3 xx? — 64 


EXERCÍCIOS 8.3 (Página 513) 
1.5 sen! 2x + Cc 3.5 tg! + C E + C 1.4; sec! 4 + Cc 9. É sen! O + 4 Cc 


2 x 
1. q sen! A + C Byte !S-+Cc 1s.2tg IVx+C 17. Gts 


1. cos! LT 3 -2x- xº+C 33, sen! A J4-2x- xº+C 


25. 5x2 + 2x + SIn(2x - 4x +3)-SVZtgo live D+C 27.dr+In2 29.47 atgle-dg 


33. +a 35. 7 unidades quad. 37. 2] unidades quad. 


a 2x-1 
E ae E 
7 





19. cos! a + €C 


EXERCÍCIOS 8.4 (Página 522) 


17. &sech? 2X +I 19,20% coshe? 21. -Bsech24wtgh4w 23.e% 25.2cosech2t 27. 2x sech x? 
29. xnhx-I(x cosh x In x + senhx) 35. + cosh2 (e) + C 37.2coshvVx + C 39.x-— 4 cotgh 3x + C 41. z tghº x + €C 
43.5 In?coshx + C 45. 2 471.4 senh!2 


49. sech(0) = 1, máx. rel; pts. de inflex. em x = + In(l + v2); crescente em = co, 0]; decrescente em [0, + 00); 
côncavo para cima para x < — In(l + V2)e x > In(l + v2); côncavo para baixo para — In(t + v2) < x< In(1 + v2) 


51. a? senh — unidades quad. 53.v=e“2KB- +CA) senh t + (A — +cB) cosh f]; 


a=e-2A -cB+Ic2A)senht+(B-cA+ +c2?B) cosht];a = Ks + Kyy, onde K, = 1 -4c2ekK, = -c 


EXERCÍCIOS 8.5 (Página 527) 


2 
9. ()niad+IybÃn3s Lo g—!tlã sol ww (cosh x2 4 —êm) 
dx +1 1 — 16x? 2x + 3x? x* — 1 
-1,282 
19. |secx| 21. — eOseC HCOig x a Gatcoten "2 25. -e* cosece” 27. senh lx 
|cotg x| [= 2º 

EXERCÍCIOS DE REVISÃO DO CAPÍTULO 8 (Página 527) 
2* In 2 3 x sech Vx 

LO: DD) -> 3()-dL.mS 5.202 4 6senh?2xcoh2x 9. —— XL e ata 

5 5 3 4 169 » (D) q 1 + 7X |x)(x2 + 1) 2Vx 


= “Quê = v442 
13. —4e2 cosech e* cotgh eX 15. (cosh x)!'x (tmb a — lo coshx) 19. — by 9 > xy 21.5 sen!x2 + € 
x? 3x2? + 18x? + 2xºy 


3.x-Ltgh3w+c 25. -Erg! Etc 27. 1 VZseci! let + C 29.27 +V3-2 31.22 senh 1 





31 J31 
33. (a) [ = to cos —! E U [t-&- em cos! E , onde k é um inteiro qualquer; (b) st; (c) 0,0035; (d) Ti: (€) 0,0048 





37.9 sen”! + v2 unidades quad. 39. + mx unidades cúb. 41. (a) 120 rad/h; (b) 60 rad/h 43. decrescente à taxa de 60 rad/h 


2 2x 
ás. a nr h;elevaia pé 47.In(2 + V3) 49.2wsenhT! 2w + — tw gm 


law? + 1 Je“ — 1 
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EXERCÍCIOS 9.1 (Página 536) 


1 lx - Sex+c 3xsex-In|jsecx+tgxl+C Sxlnx-x+C 7xln2x-2xInx+2x+C 


x 
9. > tg"! x(x? + 1) - x + €C o + €C 13. -cosxin(cosx) + cosx + €C 15. 5 e*(cos x + senx) + € 


E RR 19. x? coshx — 2x senhx + 2coshx + C 21.2Vzcotg |! vVz+ In(l + 27) +C 


36 16 5. (204 A (937n/4 
23. Wxsenvx + 2cosVx + C 25, “mr tas Nic 2. q0 + Ns(erl + 1) 


33. +m — V3 + 1 35.(e? + 1) unidades quad. 37. Sa(3e! + 1) unidades cúb. 39. (8 — 24e”?) unidades quad. 


6. | 
41.2(1 — e kg; E— m de um extremo 43. (0,267, 0,604) 45. ide — 9e-*) wa joules 47. C() = xInx — x + 6 
49. (b) 2º In x — + x +C 5.(m+ q secêxtgx + o secêxtgx + — tg x + C 55. (a) 0,4156; (b) —0,4133 
Sc em ne Dre dd 12071) + or ano b)i=—?2 — (250 sen 120nt — 307 cos 12071). 
625 + 97? 625 + 97? 625 + 97? | 





EXERCÍCIOS 9.2 (Página 541) 
1. + senº x+C 3. - + cos? 4x + €C 5.3 cos? x — cosx + C 7. Zz-sen2Zz += sendgz + C 
9. 5x + 7senx+C ESA 13. - > costx+ Ecosix-Scos!x+C 15.4t-qesenlZ+C 


Bodas punto 19. sen7x + Isenx + € O 


23. t — sen t — + sen 4 + + — sen 5t = + Re + € 25. 5 a 27. + 29. + 31. 7 (V2 -— 1) 
33. (a) sen? x + C(b)- cos?x + €: (c) — + cos 2x + € 39. +a unidades quad. 441. 27? unidades cúb. 43. 2a? unidades cúb. 
48. (57 — 1,77) 49. 31.250.000 N 





EXERCÍCIOS 9.3 (Página 545) 


Sd AO 3. E C Re a A + €C | 
7. 1 tgê 3x — + tg? 3x + + >tg3x- x+C 9. > tejx+tgx+C 11. — + cosec x cotg x + - Injcosec x — cotg x] + € 
13. tg'e -tget+re+ Cc as.Stgex+ Ltglx+C 1. - 15 cotgº 3x — jcotg? 3x + C 


+ (tg 2x —- cotg2) + C 21.2secw —- tgw + € 23. 45 te! 3x - tg? 3x + + Injsec 3x] + € 
25.u -2tgqu+C 2. -scoseclix+C 29. St ny) ++S>tg0no)+itengy+c 3.1) -Lln2 33 É 
35. E 37. (1 — 21) unidades quad. 39. + x unidades cúb. 








EXERCÍCIOS 9.4 (Página 550) 














o 2 as a O Rad 
L-H +c 3.4 tn veta t +C sin|22d8 ox VB -X |, 7. Injx+ x) -a!| + € 
É 4 
.StgISx-— Lol 4+Cal-— [rw +c 1.4 (H +85), c 15. Injx+2+ 4x + x! +C 
2x2 + 4) 9,/4x2 — 9 f? j 
t 
got? ,cy—ti sc nlMmw-sg+nwW+C 23.--—€L+4 4c 


9/45 — dx — x? 444 — tg? x ? 9/e”! + 8e' +47 


25. JE —- 243 27.516 - 203) 29. cos Il dr a. a a(s !Lx+ C(b)-)/3-22+C 
27 2 3 6 16 


35. In (do) + 10 — v2 37. 47? unidades cúb. 39. EEE] cm do extremo esquerdo 


3 
20 — 15 cos" 3 26 8 512 
D-licos 3 0 2 o) g(ta+W)pakg 45. (Lg + 19243 
a.( $ln3 —4 PR 6 HRS Er dd 
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EXERCÍCIOS 9.5 (Página 560) 

1 x-2 | 2 o Ow + 4)? La | Cx + 1)? 1, |x+3 1 | 
do | peso O 3.1 E +2 a tn | SAS To dp pesa dd DE 6; 
Lona 6) n/COx- Dx + 2)º| Sn aa 7 in SS] 9 In|—— E 
nam|£Et 1 Lo +cs— +mnjx+1)-Im|zx+3]+C 

x x + x + : 
5 E A EaD] o Ed 3 ea 
pe E EEE E GR e | +C 17.x)+ 2x — —-Injx2+2x-3]+C 
16(z + 2) l6(z — 2) 32 I|z-2 e x-1 | | 
/3 2 ] 3 403 EIA n E 1 
19. —lIn [(3x + 2)? (x -— 1) ) — “30x + 2. = RT + € 21.4 In 3 2 23. in ao 2 25. 13 In 2 4In 5 27. In 2 3 
29. In 4,5 unidades quad. 31.27(2 + 61n3 — 21n 2) unidades cúb. 33. (Sin3- 20242 dbz bla 1 5) 
35. (0) HD = — 259967 3: 3 (b) 1.328; (c) 4.075; (d) 5.000 37.50 % 39. $11.201.100 4. dp 43.748 
EXERCÍCIOS 9.6 (Página 565) 
. Cx A ml2x= 1: 1 na ae 
L>Inj|-—€X | 34mn “12x+C Ss=-Inlt+n)e+D]+ Lt lr+c 
E 2x2 +41 Clos o tm pa 
= ” 1 Cx? | - x 
ZIn|lx-1|+tg"!Ix+ Cc ppa (SE 2) da(s) tt in (LE) dog x-— > — 
| | E x? a V3 3 x 41 a 2(x? + 1) 
3.>In(z?-2+9)+ Etgol (21). de= +c | 
e e 2 B(x? - 22 +55) 
15. > In/9x2 + 3x +11 - 2 m|3x-1 + ru (SEL) o WM.+tgliZyxs,— Lo i4cC 

162 | | 81 | | 9/3 3 6 3 4x2 + 9 
19. inltg x + 1] + du (Qua) +C 2u.6hn2 2.n£+5n& 25. 47 21.5In2+>r 

3 mm AZ si 2 2 | ER | (t + 2)? 7 7 
29. 3 In 31.45 unidades quad. 33. (GS 3x? — 3 4 In 3) unidades cúb. 35.57 in E CRER Se + tg”! A Ra To 


41,2 + 1) h + 2) 








EXERCÍCIOS 9.7 (Página 569) 




















1.522 3x + 18VX- 54 n3+D+C 3in|Sték clic s-2rx+ Zn|SLtx+v2 |, 6 
Vl + 4x+1 Vl+x-v2 
7.5 (x -98 -3%x- 293 43h +(x- 2918) +C 9.2 + 2Wx+4 + 42 pad at + €C 
X + 
+ 185 x 
Semi +N+C 3. fre (dest) +c 15. SÉ In Ef dera RE 
15 = tg5x 
l l l - 
| tg5x—3 tg5X-— 5 
M.>Inlteox -Stglx+c 19.lm| É2Ê + C a Sn|220 034 c n. vin |BX+V2 o 
tg5>x- + tg 5 Ly+3 tg x — v2 
V3 - te>x 
25. 3x+ Em E2llic mg -Im|t3-tex] +C 29.218 (2 +tg 50) + C 


3 + tg > x 


ns 
a.3te ix, IX 4 O 33.4 -2In3 35.Indl 37, lm3 39.1 vV3In(i + 133 
1d 10 4 2 2 


41.2V3In(l + V3) 43.57 -DE gs.2n|Vx-1|+C 
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EXERCÍCIOS 9.8 (Página 574) 
1.senhlix+C=InS(x+vx+4)+C 3 Icosh lx? + C= In? + dx! - 1) +C 


s Mi deh + C selx| < H ponte 


al 4 — 3x 
1 -1,3 4 24 
—+3 cotgh Hx) + Cse|x) >5% 


4 + 3x 








LOC senho! + C=In(senx+senfx+3)+C 


9. + cosh o! (Se) + C = JF In(/5e' + (Se! - 1) + € 


be -1[x+2 
sr + 2| < 
ida (ER) +c sbra<v6] [N6+2+% 


11. + € 





* com (252) + Coca + 2] > v6 26 V6 = 2=:* 


x + 6 
x + 4 


13. 


= -1 
teh” (x +S)+C eltisd=- Li + C 


- cotghr! (x +5)+Cse|lx+5|>1 








15. > senho! (om) +C=)nQinw+vSInZw+9)+C 


17. In St 19.1n 3 Md. Lin D+ 40 
3 + 5 ? 4+7 








EXERCÍCIOS DE REVISÃO DO CAPÍTULO 9 (Página 575) 


1. 7x-— sen lóx+cC 3.-24-e*+C 5S(gx+Dtg lyx-vVx+C T.ix+senSx+C 














1/3 
9. Injx-1|-Ux >)! -(g-n)-2+C 11. )senZx-Tsendx+C 13.3Inj-L— |+C 
| + x1!8 
2 
15. Ligix-Lctgax+Znltga]+ec msn Dos co9ox-tglx+ An) + C 
E i Rs id (t + 2) EE: : x+1 
21.75 x — o sen 2x — “a sen? 6x + C 23. sen! (L$2) 40 25.5 x2senx? + + cosx? + C 


E o O nie) E e. 
27. É e!(4 sen 2t + cos 21) + € 29. tg"! (5 sen? x) + C fal STR nx) ASS enero 


sen = 0 


33. - Lcosec3 x cotgx - + cosecxcotgx + 5 Inlcosecx - cotgx] + C 35.2n|y-2]-8p-92!-S50y-D2+C 


37. — te Mcosx) + C 39.2sen”! (152) ++t-n)v/s-t+c ain|i-x]+Cc 3 IsenSe)+c 
45. — + cotg” 3x — + cotg? 3x + C 47. 53º senTlx+ (x + DV] -x2+C 49.tg"Icosx) + € 
2, 3/2 


| | 
51. 2 sec-!(2 sen 3) + C 3. - ES + c ss. V2 - Vi=— 2tsenT! VM + € 


s.4/2+VX- NX-1-49)+C 


9. 2 m|lex-vZtextil Do içoex- D+ ig! N2tgx+DA+C 


tex + vV2tgx+1 





61.) n+41 (n + 17? 63.4 65.1 +2nÉ 67.É-LvV2 69.$V3- Ga NS 
> In2x+C sen=-1 
1 | 26º | | 9 1 ] 3 4 Nos ol. 
3.5 -qIn2 75.-a (GG Y3 —- 57) N.5ln5-ç7 79.5 81.7 +In5 8.5 85.1 ->In3 87.557 


RS 
89.3 -1Inc+id 9. Lni 93.28 95. Leg -eNYkg; LE 210 m de um extremo 
2 gui 15 3 38 — 1) 
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97.92 —- 3/5 + Sn (322) 99. + m unidades quad. 101. n(e?In2 + ie? + 1) unidades cúb. 
+ 


18! — 17! ) ( 32 ) ] ] 
103. (a)x = 300[-———"— 2); 35,94 105. |0, ——— 107. (57 — 1,5) 

o CE 8 = 2.177) ' O i 157 (2 ? 
109. (a) 4.824; (b) 8,18 semanas 111.329 N 








EXERCÍCIOS 10.1 (Página 585) 


(Esboços dos gráficos dos Exercícios de 1 a 7 aparecem nas Figs. 10.1-1 a 10.1-7.) 

LO, ID;y=-14 3.(-2,0;x=2%8 500, -Dy=1 2G,0x=-T:5 9.92 =20x 

1.x?= -8y 13.72=2x 15.)2=-6x 17.92 =10x 19.x2=-y 2.x2+9y'2=13 23.y'2=6x 

2. y =m* 70-33, DOI - Dix=-Sy=5 2.0, -5S);(- S-B)y=-Sx=+> 

AS Dy=lx= 33.92+20x-8)-24=0 35.x2+2x-8y+41-0 

37.x2 —- 6x —- 6) —-3=0;xº-6x+6+21=0 39.72 -4x-—-4y-—- 12=0 41.(9) -S; (bx? = -10y 43. 16,6m 
47. + cm 49.(a)y = x; (b) (5, >); (c) 2V2 53. translada os eixos de forma que a nova origem seja (+ n, —3) 





y y A y 
O ' É 
-5 Q : é 
FIGURA 10.1-1 FIGURA 10.1-5 
-5 
FIGURA 10.1-3 FIGURA 10.1-7 





EXERCÍCIOS 10.2 (Página 593) 


- centro: (0, 0); vértices: (+ 3, 0); focos: (+v5, 0); extremidades do eixo menor: (0, +2) 

« centro: (0, 0); vértices: (0, + 5); focos: (0, +/21); extremidades do eixo menor: (+ 2, 0) 

- centro: (0, 0); vértices: (+ 3, 0); focos: (+ v3, 0): extremidades do eixo menor: (0, + v6) 

- Centro: (0, 0); vértices: (0, + +); focos: (0, + + V3); extremidades do eixo menor: (+ +, 0) 

9. centro: (2, 3); vértices: (— 1, 3), (5, 3); focos: (2 + v3, 3): extremidades do eixo menor: (2,3 + V6) 

11. centro: (0, 5): vértices: (0, + + + 17); focos: (0, — + E] 170); extremidades do eixo menor: (+ 17 255, +) 13. ponto (— >, 4) 
:- 15. centro: (1, 0); vértices: (1 + v5, 0); focos: (1 + v2, 0); extremidades do eixo menor: (1, + v3) 17. ponto (1, —1) 

Esboços dos gráficos dos Exercícios de 19 a 25 aparecem nas Figs. 10.2-19 a 10.2-25.) 


a 2 
19. 160º +25 = 100 2.30 +22 -54 230442 =4 25.440, 042. 


2 2 
7. LA, MI, 29,2% +3y-12=0 33. 42m 35.92 + 2572 = 56250000 37.845 7 cm) 


md O GO ai 


48 
39. (h t Va? — b?,k) 41. I8mpg e | 
yo. y ) 





FIGURA 10.2-25 





| -s+. 
FIGURA 10.2-19 FIGURA 10.2-21 FIGURA 10.2-23 
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EXERCÍCIOS 10,3 (Página 603) 


1. centro: (0, 0); vértices: (+ 2, 0); focos: (+ V13, 0); assíntotas: )y = + + x 
3. centro: (0, 0); vértices: (+ 5, 0); focos: (+ 429, 0); assíntotas: y = + + x 
5. centro: (0, 0); vértices: (0, + 2); focos: (0, + 2 v5); assíntotas: p= E x 
7. centro: (0, 0); vértices: (0, + 5: focos: (0, + =): assintotas: y = + + x 


“9. centro: (-4, — 1); vértices: (— 10, — 1), (2, — 1); focos: (—4 + 6v2, — 1); assíntotas: x — y + 3 =0x+y+5= 0 
11. centro: (-3, — 1); vértices: (-3, -1 + + v2); focos: (-3, -1 + + v6); assíntotas: + x + 2) + V2+3=0 


13. centro: (— 1, 4); vértices: (— 1, 4 + 2 V7); focos: (— 1, —3), (—1, 11); assíntotas: + 2x + V3y £ 2 - 4/3 =0 


15. centro: (1, — 2); vértices: (1, —5), (1, 1); focos: (1, —2 + 13); assíntotas: 3x + 2) + 1=0,3x-—- 2) —- 7=0 
4 
N : / 
y 
RR 15 fá 
N A 
N / 
No é 10 
N / 
N / 
Ra 10 Pd 
4 — — — Desa — — á 
[Sa Pá ' 
RE > a N 5 / 
o A 4 N y 
| N /. | N / 
| Re pd A, E” 
| '$, | NS / 
DD XE 
/ | o x 
| Pá nº | -10 -5 1.5 10 
| / N | ] Y | 
| | Bra 
“0 RA SE 10 AN 
/ a -5,* f EA 
/ N / N 
/-- N 
/ N / N 
é -5 » 'y a 
/ N 
/ NS / 
/ y / - N 
, E ; 10 y 
FIGURA 10.3-13 FIGURA 10.3-15 


(Esboços dos gráficos dos Exercícios de 17 a 25 aparecem nas Figs. 10.3-17 a 10.3-25.) 


2 p. 
17.9%2 - 47? = 36 19.327? - 33x? = 380 21,25%? — 1449? = 14.400 23, LS A eq, o = 1 


2 2 
25. 7x —- 3)2 - Mp — 4)? = 128 mt CS gm y+3=0,20+)+5=0 


29.2x—- 2) +1=0 31.7x2-4)2=28 33. a parte direita da hipérbole 16x? — 9y? = 14.400 35. 5 mab? unidades cúb. 37. (3, 4) 





FIGURA 10.3-21 





FIGURA 10.3-17 





FIGURA 10.3-19 
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FIGURA 10.3-23 FIGURA 10.3-25 


EXERGÍRIOS 404 (oíio AR D  D > [[[[]][D]]]][] ===>>> 
EXERCÍCIOS 10.4 (Página 608) | 
(Esboços dos gráficos dos Exercícios de 1 a 21 aparecem nas Figs. 10.4-1 a 10.4-21.) 
I.(a)xX]º-72=16 3()XP=-4 5.1672-9X2=36 1.%X24 427) =0 9.72 -x2=32 
2 


11.9x] + 472 = 36 13.372 +72 -=18 15.72 +472=16 17.V2x2 = 7 
19.7? —- 47'2 = 16 21.5x2 + 


Suá 
de | 
| 
a 


>| 
is 
ta) 


“es | 
a 


Ho À ê 36.9º 
E aa | , é £ 

x -I,/0 l N la 

-5 db 5 |- 4 
| / 
Í 

/ | 

— 5 E “5 
FIGURA 10.4-5 
FIGURA 10.4-3 


FIGURA 10.4-1 


1 


=3 


FIGURA 10.4-7 





FIGURA 10.4-11 
y 





FIGURA 10.4-15 
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FIGURA 10.4-9 


FIGURA 10.4-13 
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FIGURA 10.4-17 
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tal 


10 ! x 


" FIGURA 10.4-19 FIGURA 10.4-21 








EXERCÍCIOS 10.5 (Página 613) 


SDL IDE - GOLD TOC LÍDMDOLE- OC - Im) 9.(9)(-V2 Em); (o) (2 — Im); 
OC -D) LOCO -ÍmoOrlim BGEÍMEIAM 15.(-4,-Lm:(4- da) 
17. 1.227 +6;(-2,6-7) UMIC DO 2 23; () VI, — SD) 


23. (0) (12, SM: DEMO RV Im: (A) (5,7) 25.r=l|al 27.r= + 29. r = 6 sen 6 


3a sen 20 


35. (2 +79)? =4x IL +) =x) 39.y=xtg(x2 + 3 
2(sen* 8 + cos? 8) 


31.72? = 4c0520 33.r= 


41.x=-1 43.4x2 - 5Sy? - 36-36 =0 


"DJ ][][][][][]D [TC [D"""""""—"—"—um""""""—— 
EXERCÍCIOS 10.6 (Página 624) º 

1. (a) reta que passa pela origem com inclinação v3; (b) circunferência com centro na origem e raio Ed 

3. (a) reta que passa pela origem com inclinação tg” !2; (b) circunferência com centro na origem e raio 2 

5. (a) reta paralela ao eixo a e 4 unidades à direita deste; (b) circunferência tangente ao eixo RU com centro no ponto (0, 2) 

7. (a) reta paralela ao eixo polar e 4 unidades abaixo dele; (b) circunferência tangente ao eixo polar com centro no ponto (2; >n) 


(Esboços dos gráficos dos Exercícios de 9 a 23 aparecem nas Figs. 10.6-9 e 10.6-23.) 
25. espiral logarítmica contendo os pontos (r, 8) dados na seguinte tabela 


na 
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(Esboços dos gráficos dos Exercícios de 29 a 35 aparecem nas Figs. 10.6-29 a 10.6-35.) 





FIGURA 10.6.21 Rosácea de oito folhas FIGURA 10.6.23 Rosácea de quatro folhas FIGURA 10.6.29 Lemniscata 
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FIGURA 10.6.31 Lemniscata FIGURA 10.6.33 Cissóide FIGURA 10.6.35 Rosácea de quatro folhas 


37. GS, 27); (GS, =) 39. origem; (2, + x) 41. (Gr, 77) 43. origem; (V15, cos”! 5): (V15, q — cos! a) 
Ss. 3I0;6,-17) WIM) 9.0, 50: 0, id, Em; E, +-n); origem; (0,22, 2,47); (0,22, 3,82) 
51. origem; (5 V2, 4 (2n + 1)n), onde né 0,1,...,7 55. origem; G v2, + (2n + 1)7), onde né0,1,2,3,4,5 








EXERCÍCIOS 10.7 (Página 628) 


1. pi unidades quad. 3.47 unidades quad. 5.4 us quad. 7. + x unidades quad. 9. + x unidades quad. 
1. x — = sen E + — 3v2) dE Ea 13. (+ n— + v3) unidades quad. 15. G x — 9) A quad. 17.42 — + x) unidades quad. 
19. no (x + 1) Fo quad. 21. + ra? unidades quad. 23. 4 unidades quad. 25. 164? 7? unidades quad. 








EXERCÍCIOS 10.8 (Página 638) 


1. (a) e = J Y5; focos: (+ 5, 0); diretrizes: x = + - 5 3.(Me=+ gta focos: (0, + «/21); diretrizes: y = + Tê v21 
5. (a)e = + 429; focos: (+ 29, 0); diretrizes: x = + de 29 7.(a)e = > : focos: (+ 5, 0); diretrizes: x = + + 9. (a) parábola; 
(b) hipérbole; (c) elipse; (d) circunferência 11.(a) 1; (b) parábola; (c)rcos0 = -2 13.(a) +; (b) elipse; () rsenO = 5 
15. (a) 4"; (b) elipse; (c) r cos 6 = —3 17. (a) É; (b) hipérbole; (c) r sen O = — 5 19.(a) 2; (b) elipse; (c) r sen 6 = —5 
21. (a) >: (b) hipérbole; (o) r cos 0 = 2 23.r= er 25. r = ET 27.r = ses 
29. ()r=-"—2— (b)rcos6 = — 4 31, JÉ Vãz unidades quad. 37. (9)r = a. (b) 20.000.000 km 
| — 3 cos 6 1 — cos 8 

39,02 = LU ce) 

t —- e? cos? 8 








EXERCÍCIOS 10.9 (Página 6486) 


1.3 3.V/2+1 5.2/3 7. - + V3 9. retas horizontais tangentes em (7, 1), (1, 7), (2, 3,87), (2, 5,55); retas verticais 


tangentes em (5,34, 0,46), (5,34, 2,68) 11. retas horizontais tangentes em (4,73, 1,95), (4,73, 4 134); retas verticais tangentes em (2, 0), (6, 1) 
13. retas horizontais tangentes em (2, SD AS RE Lo), (5 16 27); retas verticais tangentes em (0, 3 x), G i cn), GS , ia) 


15. retas horizontais tangentes em (3,68, 0,98), (3,68, 5,31), (—- 0,68, 2 +68), (—0, s8, 3,61); retas verticais tangentes em (5, 0), (— 1, n), 
(1, 1,91), (1, 4,37) 17. retas horizontais tangentes em (— 1, Ly), (-1, 57), (É 50 gr (S » 2,72), G » 3,56), (& » 5,86); 


retas verticais tangentes em (1, 0), (1, x), (— +, 1,15), (— +, 1,99), (— +=, 4,29), (— + » 5,13) 

19. retas horizontais tangentes em (0, 0), C/I2, Jn), (— 2, 2m); retas verticais tangentes em a >), (v2, =), (—v2, 2) 
Ux=qma=i+Sa 2.7=2,680-229 25.7=06]0=225 2.x=>ma=0 29.90º 31.609 

33. 0º na origem; 90º em (1,0); 90º em (1, 7) 35.0º em (0, Mm): 90º em (0, 0); 79º6' em (G v3 V3, EM); 79º6' em (— + V3, =) 
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EXERCÍCIOS DE REVISÃO DO CAPÍTULO 10 (Página 647) 


Lx =D IDP=EMDA SOODOP=-D TOLD ED, (Dx=4 

9. (x-—- 5)? =8y - 1) 11.97 cm 13. centro: (0, 0); vértices: (+ 5,0); focos: (L v21, 0); extremidades do eixo menor: (0, + 2) 
15. centro: (0, 0); vértices: (+ 3, 0); focos: (+ 5, 0); assíntotas: y = + + x 

(Esboços dos gráficos dos Exercícios de 17 a 23 aparecem nas Figs. 10-17 a 10-23.) 

17. centro: (— 3, 8); vértices: (— 3, 4), (—-3, 12); focos: (—-3, 8 + 23); extremidade do eixo ménor: (— 5, 8), (—- 1, 8) 

19. centro: (— 1, 3); vértices: (— 2, 3), (0, 3); focos: (— 1 + 426, 3); assíntotas: 5x + y +2=0,5x-y+8=0 


2 ao 2 2 nl 
o o, Gti O, 25. r44 cos2 0 - 9sen20) = 36 27.r=9cos6 - 8sen 6 





“o 


FIGURA 10-17 





FIGURA 10-23 





FIGURA 10-21 
FIGURA 10-19 


29. 4x! + 8x2y2 + 47! + 36x) + 36x)? — 812 =0 3 (xe2 + 92)? =4x) — 12xy? 39. a origem | 

4k 
41. (a) (16x — 24V3) unidades quad.; (b) (327 + 24/3) unidades quad. 43.4? (1 + 4 V3) unidades quad. 45. EL 
49.12? - 2ry cos (8 —- O) +r)=a? Sl(a)e= 5; (b)elipse; ()rsenO = -2 53.(a)e = =; (b) hipérbole; (c) 3r cos 8 = 4 


unidades quad. 


$5.r= Bl 57. r = — SS s9.21%" -497'2 =72 6l.(a)e = de 34: focos (+ 34, 0); diretrizes: x = + 5 34 
| - 3 cos 6 | — sen 6 
63. 4V3m a?b unidades cúb. 65.600 km 67. (3 + 5 v6) milhões dekm 69.7 = + 


71. a parte esquerda da hipérbole 16x? — 9)? = 1.440.000 77. parábola no primeiro quadrante 


79. retas horizontais tangentes em (6, 5"), G, En), >, 7); retas verticais tangentes em (0, >"), GS, EM), GS, Am) 81. 33 


83. +m na origem; EU em (3, 41), EU em (3, 1) 85.x = 1,98,a = 0,93 





EXERCÍCIOS 11.1 (Página 659) 
.£ sda s-ll7%192 + i-L ISInÊ it ILS AZ Il 
Et 


25.5 271.2 29.-1 31. = 3Ba--3sb=L 7H =-+ 





EXERCÍCIOS 11.2 (Página 664) 
LO 30 5.1 70 9.0 1.) 13.1 15.4 17.1 19.02 21.eº 23.1 25.eº 


27.e713 29, + 31.0 33.1 35.1 372. —L. 4.fe = e!e, máx. rel.; y = 1 é uma assíntota 43. (a) 0; (b) 0; não 


In 3 
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EXERCÍCIOS 11.3 (Página 672) 


ET Gostoso s ad 7. divergente 9. divergente 11. sa 13.2 15.1 17. divergente 19. (a) divergente; (b) O 
2 In 5 (In 2) 

2. (0 23.77 25.77 27. (2) 0,565; (6) 0,287 29. (a) 0,203; (b) 0,188 31. — 

3. — 1000 4129341 37.n>1 39. Lin 2 


" 0,08 + In 2 








EXERCÍCIOS 11.4 (Página 676) 


1.2 3.-4 5. Ja 7. divergente 9. divergente 11. divergente 13. divergente 15. divergente 17.0 19. divergente 


21.0 23.Àr 25.0 2.n>-;—1L> 29,n>-1;-—2- a3isim;6r 
n+1 (n + 1) 








EXERCÍCIOS 11.5 (Página 684) 


LP) =-1-G-D-G-oN)-(g-DRAO- Cd, tenetes 


PO) =8+IK- D+ 4 - (e 4); RO) = TELAS E entre 4e x 

5. PQ) = + + E tu — =") - + (x — En)? — 3 3 -2)'; Ry(%) = Er sen E(x — +2)*, É entre Ea ex 
7. PAX) = ú + x); R40) = o (cosh Ex, E RA 9. PO)=x-1-5(6-D)2+5(W- 1); 
R509) = — + da “4 (x —- 1); Eentrelex 1.P;() = -In2 - VI — +) — Ux — +)? a + VI — +n)'; 
R5Q9) = — + (3 sec? E — 2 sec? Ex — 27)", E entre 57 ex 13. PQ) =1+ Sx + ax? - 15%); 


4 
R$0) = (1 + E)-52x!, Eentre0ex 15.2,71828 17. lerro| < te < 0,000005 19.0,515 21. 0,1823 


ssv2 seio ce n =» .n2 “03 4 
23. E , lerro| < Temo V2 A TT 29.2(x - D+ SK - DD +3Ix- D+ (x-1) 











EXERCÍCIOS DE REVISÃO DO CAPÍTULO 11 (Página 684) 


L+o 37 5.+0 7,1 9-7 Ilei? 13.0 15.1 17.e 19.divergente 21.4 
23. divergente 25. E 27. divergente 29. EU 31. divergente 33.(b) f(0) = —1 35.(a) não; (b)0 

n 
37. (a) divergente; (6) 0 39. PG)=1-7x2+57xº- ão x; R$0) = Tum (sen Ex”, E entre 0 e x 
PO)=-S-oge-o D+ - some - 9) + 5a (e 9 RG) = - Lt MA 9, EentreVex 
43. +00 45. S 47,1 49. (a) 0,148; (b) 0,699; (c) 0,018 51. $152.500 











EXERCÍCIOS A.1 (Página A.4) 








L5x-n2+3W|+C 3x+ = + 12n|6-x])+C S5(3x- 11 +2)2+C 

| v1+2x-—1 1 x +2 

7.21 +2WX+h|——==—— | + C 9.—1 + C Un|x+3+vx + 6x + C 
EE TES 4 "y—2 dá id 














3+)9-— 4x? 


2x 


+ € 


2 + 9x? + 4 
13. (9x2 + 4 — O ea E Cc 15./9- 4x - 3h 


1.5 q? - x-— 6)V4x — x? + 4cos”! (+ > +) + C 19. -<senfxcosx — Te sen?xcosx - É cosx + C 








2 
21. — cosecê x cotg x — 5 cosec? x cotg x — + cosec x cotg x + + In] cosec x — ta x| + € 
23. 1º sent + 4t cost — 12t2 sent — 24t cot t + Ex sent + C 25.xsec!3x- + In[3x+ 9x2 - 1] +C 
27. e%x* — 4x) + 12x? — 24x + 24) + € 2. Sp (e dr + 1) + € 31. E 4in3x- 1) +C 
33. geXsensx - DeXcossx + C 35. SycoshSy- Ssensy+C I.D+5FnÊ 39. -gn2 


a. Sn2z-S al -gn2 gslr+ Lys A Ay 49.0 SI J(e2+3) 





o RM AR um a .. er mm o —e— e ps r—õ— ordene ra ço a 
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de uma hipérbole, 596 
transverso de uma hipérbole, 596 
Eixos, coordenados, 13 
rotação de, 604-608 
translação de, 581 
Elementos, de um conjunto, 3 
Elipse, 586-594 
centro de, 588 
definição de, 586 
degenerada, 591 
eixo maior de, 588 
eixo menor de, 588 
eixo principal de, 588 
focos de, 586 
vértices de, 588 
Épsilon &, 57 
Equações, de uma circunferência, 26 
de um gráfico, 25 
de uma reta em R2, 18 
forma ponto-inclinação, 18 
forma inclinação-intercepto, 18 
gráfico de, 20 
lineares, 20 
polares, 612 
Equações cartesianas, 612 
Equações diferenciais, com variáveis 
separáveis, 304 
de Bernoulli, 491 
lineares de primeira ordem, 481-49] 
Erg, 408 
Erro de arredondamento, 362 
de truncamento, 362 
Espiral, 621, 625 
Euler, Leonhard, XVI, 456 
número de Euler, 456 
Excentricidade de uma cônica, 629 
Expoentes racionais, 
derivadas de funções potências para, 190-194 
Extremos, 
absolutos, 220 


aplicações, 224-230, 260-269 

de um intervalo, 6 

relativos, 217, 983 
teste da derivada primeira para, 238 
teste da derivada segunda para, 250 


Família de funções, 
dependente de dois parâmetros, 306 
dependente de um parâmetro, 304 
Fator de integração, 483 
Fermat, Pierre de, XV 
Foco de uma parábola, 578 
Focos, de uma elipse, 586 
de uma hipérbole, 594 
Forma, centro-raio, da equação de uma 
circunferência, 26 
de Lagrange do resto, 678 
inclinação-intercepto da equação de uma reta, 18 
ponto-inclinação da equação da reta, 18 
Formas indeterminadas, 651-665 
Fórmula de Maclaurin, 678 
Fórmula de Taylor, 677-684 
com forma integral do resto, 683 
com forma de Lagrange do resto, 678 
Fórmula prismoidal, 369 
Fórmulas de Geometria, F-| 
Fórmulas de Trigonometria, F-2 
Frações, 2 
parciais, integração por, 551-566 
Função(ões), 31-40 
algébrica, 39 
derivação de, 156-163 
antiderivada, 286 
biunívoca, 423 
co-secante, 48 
derivada, 176 
integral, 453 
inversa, 502 
derivada, 507 
co-secante hiperbólica, 516 
derivada, 518 
inversa, 524 
derivada, 526 
co-seno, 46 
derivada, 174 
integral, 291 
integração de uma função racional, 567 
inversa, 498 
derivada, 504 
co-seno hiperbólico, 515 
derivada, 515 
integral, 519 
inversa, 524 
derivada, 526 
co-tangente, 48 
derivada, 175 
integral, 452 
inversa, 500 
derivada, 506 
co-tangente hiperbólica, 516 
derivada, 518 


inversa, 524 
derivada, 526 
composta, 36 
- derivada, 183 
comprimento de arco, 392 
constante, 38 
contínua, 99 
crescente, 236 
cúbica, 39 
custo, marginal, 169 
médio, 169 
total, 169 
de identidade, 39 
decrescente, 237 
definição, 32 
densidade, 
de probabilidade normal padrão, 478 
de probabilidade, 670 
exponencial, 670 
derivável, 148 
em um intervalo aberto, 148 
descontínua, 99, 927 
domínio, 32, 908 
escada, 77 n.24 
exponencial de base a, 463 
derivada de, 464 
integral de, 464 
exponencial natural, 455-463 
aplicações, 469-481 
definição, 455 
derivada, 458 
integral, 460 
hiperbólica, 514-523 
hiperbólica inversa, 523-527 
identidade, 39 
imagem, 32 
impar, 37 
integrável, 325 
inversa, 422-431 
linear, 38 
logarítmica de base a, 465 
derivada de, 466 
logarítmica natural, 439-449 
definição, 440 
derivada, 441 
inversa, 455 
maior inteiro, 43 
monótona, 237 
operações, 36 
par, 37 
periódica, 47 
polinomial, 39 
potência, 190 
derivada, para expoentes racionais, 190-194 
para expoentes reais, 467 
quadrática, 39 
racional, 39 
rendimento marginal, 170 
rendimento total, 170 
secante, 48 
derivada, 174 
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integral, 453 
inversa, 502 
derivada, 507 
secante hiperbólica, 516 
derivada, 518 
inversa, 524 
derivada, 526 
seno, 46 
derivada, 173 
integral, 291 
integração de uma função racional, 567 
inversa, 496 
derivada, 504 
seno hiperbólico, 515 
derivada, 515 
integral, 519 
inversa, 523 
derivada, 526 
sinal, 74 
suave, 390 
tarígente, 48 
derivada, 175 
integral, 452 
inversa, 499 
derivada, 505 
tangente hiperbólica, 516 
derivada, 518 
inversa, 524 
derivada, 526 
transcendental, 39 
valor absoluto, 41 
valor médio de uma função, 342 
zeros de, 277 
Funções trigonométricas, 45-52 
continuidade, 119-122 
derivadas, 173-181 
integrais que resultam em, 510-514 
integrais, 291, 452, 453 
inversas, 496-503 
derivadas, 503-510 
integrais que resultam em, 510-514 


Geometria, analítica, 13 
fórmulas, F-| 
Geratriz de um cone, 578 
Gráfico(s) 
de equações em coordenadas polares, 614-625 
de uma equação em R?, 20 
de uma função, 33, 40-44 
esboços, 254 
reflexão, 428 
simetria, 29 
Gravidade, aceleração devida à. 309 - 
Gudermaniana, 528 
Gudermann, Christoph. 528 


Hermite, Charles, 456 

Hipérbole, 594-604 
assíntotas de, 598 
centro de. 596 
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conjugada, 599 

definição de, 594 

degenerada, 601 

eixo principal de, 596 

eixo transversal de, 596 

eixos conjugados de, 596 

eguilátera, 597 

focos de, 594 

retângulo auxiliar de, 599 

unitária, 521 

vértices de, 596 
Hipótese, 2 


Identidade fundamental de Pitágoras, 47 
Identidades trigonométricas fundamentais, 49 
Imagem de uma função, 32, 
Inclinação, 49 
Incremento, 139, 144 
Índice da somatória, 313 
Inflexão, ponto de, 244 
Integração. Veja também Integrais. 
constante de, 348 
de funções racionais de seno e co-seno, 567 
de funções racionais por frações parciais, 
551-566 
o denominador contém fatores 
quadráticos, 561-566 
o denominador tem somente fatores 
lineares, 551-561 
de potências de seno e co-seno, 537-542 
de potências de tangente, co-tangente, 
secante e co-secante, 542-545 
limites de, 326 
por partes, 531-537 
fórmula de, 531 
por substituição trigonométrica, 545-551 
substituições, 566-570 
técnicas de, 529-576 
numérica, 359-369 
Integrais. Veja também Integração. 
definidas, 324-331 
aplicações, 373-420 
definição, 326 
propriedades, 331-340 
impróprias. 665-677 
com extremos infinitos de integração, 665, 673 
convergente, 666. 674 
divergente, 666, 674 
indefinida, 326, 348 
Integrando, 326 
Inteiros, 2 
Intercepto de uma reta, 18, 19 
Intersecção de conjuntos, 3 
Intervalo 
aberto, 6 
extremos, 6 
fechado, 6 
partição de, 324 
semi-aberto à direita, 6 
semi-aberto à esquerda, 6 
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Invariante, 606 
Inversa de uma função, 425 
derivada de, 433 
Invólucro cilíndrico, no cálculo de volumes, 383 


Joule, 408 
Juros compostos continuamente, 475 


Kirchhoff, Gustav, 488 


L'Hôópital, Guillaume François de, 650 
Lados de um ângulo, 45 
final, 45 
inicial, 45 
Lagrange, Joseph, XV, 144, 678 
Lâmina, 401 
Lâmina homogênea, 403 
Laplaciano, 1063 
Latus rectum da parábola, 579 
Lei de ação das massas, 558 
Lei de Hooke, 409 
Lei do crescimento natural, 470 
Lei do decaimento natural, 470 
Lei do resfriamento de Newton, 487 
Leibniz, Gottfried Wilhelm, XV, 145, 344 
Lemniscata, 621, 625 
Libby, Willard, 481 
Limaçon, 618 
com um dente, 619 
com um laço, 619 
convexa, 619 
Limite(s) 
à direita, 73 
à esquerda, 74 
no infinito, 88-98 
bilateral, 74 
de uma função, 56-63 
teoremas, 64-73, 131-134 
de uma soma de Riemann, 325 
inferior, de integração, 326 
de uma somatória, 313 
infinitos, 78-88 
laterais, 73-78 
superior, de integração, 326 
de uma somatória, 313 


Maclaurin, Colin, 678 
Marginal, conceito de variação, 169 
Massa, 394 
centro de, 394-400, 403, 1023 
momento de, 395, 398, 402, 403 
Média de variação, 169 
Medida, 317 
Medida em radianos, 45 
Meia-vida, 472 
Método de aproximação de Newton, 277-281 
Método dos anéis circulares, para volume, 379 
Momento de massa, 395, 398, 402, 403 
Monopólio, 268 
Movimento 
curvilíneo, 832 
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harmônico simples, 209 

retilíneo, 163-166, 207-209, 307-310 
Multiplicação, 2 
Negativo, 2 
Newton, 394 
Newton, Sir Isaac, XV, 145, 277, 344 
Nicomedes, concóide de, 625 
Norma de partição, 324 
Notação construtiva de conjunto, 3 
Número(s) 

críticos, 217 

irracionais, 3 

racionais, 2 

reais, 2 

transcendentais, 456 


Operações inversas, 286 

Ordem de uma equação diferencial, 303 
Ordenada, 13 

Origem, 5, 13 


Par ordenado, 13 
Parábola, 28, 578 
degenerada, 584 
diretriz de, 578 
eixos de, 579 
foco de, 578 
tatus rectum de, 579 
vértice de, 28, 579 
Paralelepípedo retangular, 374 
Partição 
de um intervalo, 324 
norma de, 324 
regular, 327 
Período de uma função, 47 
Plano numérico, 13 
Polinômio de Maclaurin, 678 
Polinômio de Taylor, 678 
Pólo, 609 
Ponto, 13 
de inflexão, 244 
médio de um segmento de reta, 16 
reflexão de, 428 
simetria em relação a, 29 
Pontos colineares, 21 
Posição padrão de um ângulo, 45 
Pressão líquida, 413-418 
Primeiro teorema fundamental do Cálculo, 345 
Princípio de Pascal, 414 
Produto, 2 
de funções, 36 
de duas funções, derivada de, 159 
Propriedade transitiva da ordem, 4 
Prova, 2 
Quadrantes, 13 i 
Quociente de funções, 36 
de duas funções, derivada de, 160 


R2,13 
gráfico de uma equação em, 20 


Radiano hiperbólico, 522 
Raio de uma circunferência, 25 
Recíproco, 2 
Reflexo, de um gráfico, 428 
de um ponto, 428 
Regra da cadeia, 183 
para a antidiferenciação, 296 
Regra de L'Hôpital, 652, 656, 660, 661 
Regra de Simpson, 365 
Regra do trapézio, 361 
Regra parabólica, 363 
Rendimento marginal, 170 
Repetição periódica, 3 
Resto na fórmula de Taylor, forma integral, 683 
forma de Lagrange, 678 
Reta(s) 
equações em R?, 18 
forma ponto-inclinação, 18 
forma inclinação-intercepto, 18 
inclinação, 17 
normal, 142 
numérica, 5 
numérica real, 5 
paralelas, 20 
perpendiculares, 21 
polar, 609 
secante, 139 
simetria em relação a, 29 
tangente, 140, 981 
a um gráfico, inclinação de, 140 
a curvas em coordenadas polares, 638-647 
Retângulo auxiliar de uma hipérbole, 599 
Revolução, 
eixo de, 376 
sólido de, 376 
volume de, 376-388 
Riemann, Georg Friedrich Bernhard, 324 
Rolle, Michel, 230 
Rosácea, 620 
Rotação de eixos, 604-608 


Secção cônica, 577 
Segmento de reta, ponto médio de, 16 
Segunda lei de Kirchhoff, 488 
Segundo teorema fundamental do Cálculo, 347 
de desigualdades, 4 
Séries infinitas, de Maclaurin, 678 
Sigma 2, 312 | 
Simetria, de um gráfico, 29 
teste, 29 
Sistema de coordenadas polares, 608 
Sistema numérico real, 2 
Sólido de revolução, 376 
volume, 376-388 
Solução completa de uma equação diferencial, 
304, 482 
Soma, 2 
de duas funções, derivada de, 158 
de funções, 35 
limites de, 313 
Riemann, 324 


Somatória, índice, 313 
Stirling, James, 678 
Subconjunto, 3 
Substituição trigonométrica, 

integração por, 545-551 
Subtração, 2 


Tabela de integrais, F-3 
Taxa de variação, derivada como, 167 
relativa, 172 
instantânea, 167 
Taxa efetiva de juros, 475 
Taxa relativa de variação, 172 
Taxas relacionadas, 199-205 
Taylor, Brook, 677 
Teorema, 2 
Teorema da função inversa, 432, 433 
Teorema da unicidade, 63 
Teorema de existência, 698 
Teorema de Green, 1082-1095 
Teorema de Rolle, 231 
e teorema do valor médio, 230-236 
Teorema do sanduíche, 114 
Teorema do valor extremo, 222 
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relativos, 250 
Trabalho, 407-413 
Translação de eixos, 581 
Trigonometria, fórmulas, F-2 


União de conjuntos, 3 


Valor absoluto, 8 

Valor máximo de uma função. 217-224 
absoluto, 220 
relativo, 217 


Valor médio de uma função, 342 
Valor mínimo de uma função, 2177-224 
absoluto, 220 
relativo, 217 
Variáveis, 3, 32 
dependentes, 32 
independentes, 32 
Velocidade instantânea, 165 
Vértice, de um ângulo, 45 
de um cone, 578 
de uma parábola, 28, 579 ; 
Vértices, de uma elipse, 588 
de uma hipérbole. 596 
Volume 
de um sólido de revolução, 376-388 
por invólucros cilíndricos, 383-388 
por discos, 377 
por anéis circulares, 379 
de um sólido por corte, 375 
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